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Abstract. We study the foundations of the differential calculus in quantum geometry.
The notions of (differential) quantum space and cone are introduced. Generalizing a
construction of Manin, to a quantum cone we associate the quantum group of its
"linear automorphisms preserving the differentials" and deduce a de Rham complex
on this group. We give examples of differential calculi on quantum hyperplanes and
quantum linear groups.

Introduction

Le but de cet article est de presenter une etude systematique d'un calcul differentiel
non commutatif, dans le cadre des espaces et des groupes quantiques. Dans Γesprit du
livre de Yu. I. Manin, "Quantum groups and non-commutative geometry/' un espace
quantique est une "variete algebrique" en "geometrie algebrique non commutative."
Par analogie a la geometrie commutative ordinaire, on est tente d'identifier les "K-
espaces quantiques affines," oύ K designe un corps commutatif (ou plus generalement
un anneau commutatif), aux objets de la categorie opposee a celle des if-algebres
associatives, uniferes, non necessairement commutatives. Neanmoins, si en geometrie
algebrique commutative, la donnee de Γanneau structural d'un schema affine definit
canoniquement une "structure differentielle" sur ce schema, il n'en est pas de meme
dans le cas non commutatif. Plus precisement, si A est une K-algebre commutative, et
si Γon designe par μ: A® A —> A Γapplication if-lineaire definissant la multiplication
de A, le noyau / de μ est un ideal de A <g) A, Γapplication if-lineaire d:A —»I/I2,
definie par d(a) = a <g> 1 — 1 0 a, est une derivation et toute derivation d e i a valeurs
dans un ^4-module se factorise de facon unique a travers d. II existe un prolongement
unique de d en une antiderivation K-lineaire, de carre nul, de Γalgebre exterieure
ΛA(I/I2), qui fait de cette algebre un complexe differentiel gradue, appele complexe
de de Rham algebrique. On peut considerer que c'est ce complexe qui definit la
"structure differentielle" du schema Spec(A). Si Γalgebre A n'est pas commutative,
cette construction ne se generalise pas. En effet, alors /n'est plus un ideal de A 0 A,
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mais seulement un (A, A)-bimodule, et en particulier, I2 (jL I et on ne peut done
meme pas considerer I/I2. On peut neanmoins, definir une application if-lineaire
d: A —• /, par d(a) = a <g> 1 — I 0 α , qui est une derivation, universelle parmi les
derivations d e i a valeurs dans un bimodule, et qui se prolonge en une antiderivation
if-lineaire, de carre nul, unique de Γalgebre tensorielle

nβN f.
nfois

du bimodule /, qui fait de TA(I) un complexe differentiel gradue, appele complexe
de de Rham universel [Co, Ka]. Ce complexe ne constitue pas une generalisation
du complexe de de Rham algebrique. En effet, si Γalgebre A est commutative, il
est en general beaucoup plus gros que ce dernier. En plus, il ne paraϊt etre un bon
substitut du complexe de de Rham algebrique que pour des algebres "tres loin du cas
commutatif (comme les algebres associatives libres, ou les algebres de matrices).

Idealement, pour generaliser la notion de complexe de de Rham algebrique, au
cas non commutatif, on voudrait associer fonctoriellement a toute algebre associative
unifere, un complexe differentiel gradue, de sorte que Γon obtienne le complexe de
de Rham universel, dans le cas d'une algebre associative libre, et le complexe de
de Rham algebrique, dans le cas d'une algebre commutative. Cela paraϊt impossible,
du moins de "faςon canonique." La philosophic de cet article est que la donnee
de "Γalgebre des functions" sur un "espace non commutatif," ou "quantique," ne
suffit pas pour determiner la structure differentielle de ce dernier, mais qu'il faut,
pour cela, se donner en plus un complexe differentiel gradue, appele complexe de
de Rham, considere comme faisant partie des donnees definissant la structure de cet
espace. A une meme algebre plusieurs telles structures peuvent corresponds (on verra
meme des exemples de structures differentielles "non commutatives" sur une algebre
commutative). On deflnira done un espace quantique, comme etant un objet de la
categorie opposee a celle des if-algebres "munies d'un complexe de de Rham."

La motivation d'origine de mon travail vient du livre de Manin cite ci-dessus.
Dans ce livre, Manin associe naturellement a toute algebre quadratique graduee,
considered comme un espace lineaire quantique, un groupe lineaire quantique pouvant
etre interprete comme un "objet d'automorphismes lineaires" de cet espace. Pour
obtenir par cette construction le groupe lineaire classique, dans le cas commutatif, ou
le groupe quantique usuel GLq (g-deformation du groupe lineaire "commutatif), dans
le cas quantique, il faut "ajouter les relations manquantes" ("add missing relations"),
que Manin obtient moyennant une identification symetrique de Γ espace vectoriel
engendre par les generateurs de Γalgebre quadratique, a son dual. Le groupe quantique
qu'il obtient depend de cette identification. Ainsi, Manin parle de groupe "crypto-
orthogonal" car il revient au meme de se fixer une forme bilineaire symetrique non
degeneree et d'imposer qu'elle reste invariante par les "automorphismes." Dans cet
article, on interprete les relations manquantes de Manin autrement. Elles proviennent
simplement du fait qu'on impose que les "automorphismes" respectent la structure
differentielle qu'on se donne. La plupart des resultats de Manin s'etendent sans
difficulte dans ce nouveau contexte, en modifiant a peine les demonstrations. (Apres
la fin de cette redaction, j 'ai reςu un preprint de Manin, oύ il adopte le point de vue
expose ici [Man4]).

Dans le premier paragraphe, on developpe les preliminaires relatifs aux algebres
differentielles graduees. Au paragraphe deux, on introduit la notion d'espace quan-
tique, ainsi que celle de cone quantique. On definit le produit de deux espaces quan-
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tiques, Γespace quantique oppose, les espaces quantiques de type fini, et les immersi-
ons fermees d'un espace quantique dans un autre. On etudie les proprietes elementaires
de ces espaces et on en donne quelques exemples. Dans le paragraphe trois, on intro-
duit la notion de monoϊde quantique, celle de monoϊde quantique matriciel, on definit
Faction d'un monoϊde quantique sur un espace quantique et on demontre Γexistence
de Γespace quantique des moφhismes d'un cone quantique dans un autre, generalisant
un resultat de Manin. On obtient ainsi, comme cas particulier, le monoϊde quantique
des endomoφhismes d'un cone quantique. On termine par quelques exemples de
monoϊdes quantiques, et on retrouve une construction analogue a celle du QISM, as-
sociant a une i?-matrice, un monoϊde quantique. Au paragraphe quatre, on introduit la
notion de groupe quantique, et en generalisant une construction de Manin, on associe,
de faςon universelle, a tout monoϊde quantique un groupe quantique. Cette construc-
tion est Γ equivalent quantique du procede qui associe a un monoϊde, le groupe de
ses elements inversibles. Enfin, on termine par Γ etude des monoϊdes de Cramer, et
Γexemple d'un calcul differentiel sur la deformation multiparametrique du groupe
lineaire, introduite par M. Artin, W. Shelter et J. Tate [AST].

Une version preliminaire de ce travail a ete redigee Γete 1989, sous forme
d'une lettre adressee a J.-L. Verdier. J'ai appris sa mort tragique, avant que cette
lettre ne soit postee. Un resume a ete publie aux C.R.A.S. [Mall]. Le present
article est incontestablement influence par le livre de Yu.I. Manin [Man2], par les
articles de S.L. Woronowicz (qui est je pense a Γorigine de Γidee de considerer
un "calcul differentiel" comme etant une donnee supplemental dans la definition
d'un espace non commutatif, ou "pseudoespace" [Wol, Wo2], ainsi que par les
exposes de P. Carrier au Seminaire de ΓEcole Normale Superieure, P. Carrier que je
voudrais remercier pour les discussions utiles que j 'ai pu avoir avec lui. Je remercie
egalement Y. Kosmann-Schwarzbach, pour sa lecture attentive de mon manuscrit
et ses nombreuses remarques. Je voudrais citer ici les noms des personnes qui ont
travaille sur le meme sujet et qui ont obtenu independamment des resultats ou des
exemples analogues, sans avoir eu une influence directe sur ce travail: D. Bernard, T.
Brzeziήski, U. Carow-Watamura, H. Dabrowski, E. Demidov, D. Gurevich, T. Hibi,
B. Jurco, E. Mukhin, F. Muller-Hoissen, M. Noumi, A. Radul, J. Rembieliήski, M.
Rosso, V. Rubtsov, A. Schirrmacher, M. Schlieker, W.B. Schmidke, B. Tsygan, T.
Umeda, S.P. Vokos, M. Wakayama, S. Watamura, W. Weich, J. Wess, D. Zhdanovich
et B. Zumino [Bd, Br, BDR, CSWW, GRR, HW, Ju, M-H, NUW, Ro, Sch, SWZ,
SVZ, Tsy, WZ]. Dans une direction differente, on doit mentionner le travail de K.
Aomoto [Aol, Ao2, Ao3], de M. Dubois-Violette, R. Kerner et J. Madore [DV1,
DV2, DKM1, DKM2], ainsi que le point de vue tres original de S. Zakrzewski [Za2].
Enfin, on ne peut parler de calcul differentiel non commutatif sans citer A. Connes,
bien que son point de vue soit totalement different de celui adopte ici, et les adeptes
de la cohomologie cyclique [Co, FT, Ka, Kas, MNW1, MNW2, Ta]. Je voudrais
presenter mes excuses a tous ceux dont j'oublie de mentionner le travail. Ce n'est
que par simple ignorance.

1. Algebres differentielles

Dans cet article, K designe un anneau commutatif. Toutes les algebres considerees
seront des if-algebres associatives uniferes, non necessairement commutatives, et les
moφhismes d'algebres seront uniferes. On notera ® le produit tensoriel ®κ sur K.
Si / designe un ensemble et pour tout i, i G /, xτ Γimage canonique de i dans
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Γalgebre associative unifere libre construite sur / ([Bo], A III, p. 21), on notera cette
derniere K^x^^j), et on dira qu'elle est Γalgebre des polynδmes non-commutatifs
en les indέterminέes (xτ)iei.

1.1. Bimodule des diffέrentielles non commutatives

(1.1.1) Soient A une if-algebre et M un (A, A)-bimodule ([Bo], A III p. 38-39). On
rappelle qu'une K-dέrivation de A dans M est une application if-lineaire D: A —> M
telle que

Vα, a! e A D(a a) = (Da) -a' + α (Da).

On dit que M est engendrέ par Γ image de D, si D(A) engendre M comme ^4-module
a gauche (ou comme ^-module a droite, ou comme (A, Λ)-bimodule, conditions qui
sont equivalentes).

(1.12) Soit μ: A 0 A -^ A Γapplication if-lineaire definie par la multiplication de
A(μ(a ®b) = a b). Alors μ est un morphisme de (A, ^4)-bimodules et en particulier
le noyau / = Ker(μ) est un (A, A)-bimodule (bimodule des "differentielles non
commutatives" de A) et Γapplication if-lineaire d: A —> / definie par

d(a) = α 0 l - l Θ α

est une i^-derivation dont Γimage engendre / et qui possede la propriete universelle
suivante: pout tout (A, A)-bimodule M et toute if-derivation D: A —• M il existe un
moφhisme unique de (A, A)-bimoάu\cs h:I —• M tel que D = h o d ([Bo], A III,
p. 132).

(1.1.3) On rappelle que dans le cas ou Γalgebre A est commutative, μ est un
morphisme de iί-algebres, / est un ideal de A® A et si Γon pose Ωι = I/I2 (module
des differentielles ordinaires), les deux structures de ^4-module sur Ωι deduites de
la structure de bimodule de / sont identiques et le compose de d avec la surjection
canonique / —> Ωι (compose qu'on designera aussi par d) est une if-derivation
jouissant de la propriete universelle suivante: pour tout A-module M et toute K-
derivation D:A —> M (pour la structure de (A, A)-bimodule de M deduite de sa
structure de A-module) il existe une application A-lineaire unique h:Ωι —» M telle
que D = hod ([Bo], A III, p. 133-134).

1.2. Algebres differentielles graduees

Definition (1.2.1) On appelle algebre diffέrentielle graduee, ou plus simplement
algebre diffέrentielle, une if-algebre N-graduee

munie d'une application if-lineaire d (la differentielle) homogene de degre 1,

telle que:
i) d2 = 0;

ii) d(a b) = da b + ( - l ) n α d6, α € i?n , 6 € i?.
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Un morphisme d'algebres dijfέrentielles est un morphisme de if-algebres graduees,
de degre 0, qui commute aux differentielles. On dit qu'une algebre differentielle
(J?, d) est engendree par ses elements de degre 0, si la if-algebre sous-jacente a Ω
est engendree par Ω° U dΩ°. On dit qu'une partie J de Ω est un ideal differentiel
(gradue) si J est un ideal bilatere gradue de Ω et d(J) c J . Pour toute partie de Ω il
existe un plus petit ideal differentiel la contenant, appele ideal differentiel engendre
par cette partie. Si S designe une partie de Ω formee d'elements homogenes, Γideal
differentiel engendre par S est egal a Γideal bilatere engendre par S U d(S).

Exemple (1.2.2). Soient / un ensemble et Ω = if (O^Xe/'^Ae/) Γ algebre des
polynόmes non-commutatifs en les indeterminees xi et ξ^ On considere la graduation
de type N sur Ω definie par le degre total en les (ξi)ieI. On definit une differentielle
d sur Ω par dxi — ξif pour i G /, et les proprietes (i) et (ii) de la definition (1.2.1).
Alors Ω est une if-algebre differentielle graduee appelee K-algebre differentielle libre
engendree par lafamille des indeterminees (a^)^/ et elle est notee K{{(x^)ieI)). Elle
est engendree par ses elements de degre 0 et satisfait a la propriete universelle suivante:
pour toute if-algebre differentielle graduee Ω' et toute famille (at)τeI d'elements de
Ω/0 il existe un morphisme unique / : Ω —> Ω' de K-algebres differentielles tel que
f(Xi) = α , pour i e L

Theoreme (1.2.3). Soient A une K-algebre, M un (A, A)-bimodule et D:A —• M
une K-derivation telle que M soit engendre par Γ image de D. Alors il existe une
K-algebre differentielle (ΩD,d), engendree par ses elements de degre 0, telle que
Ω°D = A, Ωι

D = M, d0 = D et satisfaisant a la propriete universelle suivante: pour
toute K-algebre differentielle (Ω\ dr) et tout morphisme de K-algebres ρ:A-+ Ω/0 tel
qu il existe un morphisme (necessairement unique) de (A, A)-bimodules σ:M —> Ωn

tel que d'o o ρ = σ o D, il existe un morphisme unique de K-algebres differentielles
f: ΩD —> Ω' tel que f^ — Q (et alors fλ = σ).

Demonstration. Soient (α^)^/ un systeme de generateurs de la if-algebre A et
Ω = if(((x ) G / )) l'algebre differentielle libre construite sur /. La if-algebre Ω°
s'identifie canoniquement a l'algebre des poΓynόmes non-commutatifs K((xτ)ieI) et
le (i?0, i?°)-bimodule Ωι est canoniquement isomorphe au bimodule Ω° 0 K(/) 0 Ω°,
oύ if(/) designe le if-module libre de base (dx^^j. II existe done un morphisme
unique de if-algebres po:Ω° —> A (resp. de (i?°, i?°)-bimodules pλ:Ω

ι —>> M) tel
que po( χz) — ai ( r e s P P\(dχi) = Da^, pour i G /. On a pλ o d = D o p0 et si Γon
pose J o = Ker(p0) et Jx = Ker^^, d(J0) C Jx. L'ideal differentiel J de Ω engendre
par J o U Jx est done l'ideal bilatere de Ω engendre par J0UJχ\Jd{Jγ). On en deduit
que si Γon pose ΩD — Ω/J, le moφhisme p0 (resp. pγ) induit un isomoφhisme de
]?£> (resp. Ωι

D) sur A (resp. M) (car la famille (di)iej engendre A et Γimage de D
engendre M) et ces isomorphismes identifient d0 a D. La propriete universelle de
ΩD resulte aussitόt de celle de Ω.

Corollaire (1.2.4). Soit A une K-algebre. II existe une K-algebre differentielle (Ω, d)
telle que Ω° = A, satisfaisant a la propriete universelle suivante: pour toute if-
algebre differentielle (Ω',df) et tout morphisme de K-algebres ρ:A^ Ω/0, il existe
un morphisme unique de K-algebres differentielles f'.Ω^Ω'tel que f0 — ρ.

Demonstration. Le corolaire resulte du theoreme (1.2.3) applique au bimodule / des
differentielles non commutatives et a la derivation universelle d:A-+ I definis dans
(1.1.2).
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Cette algebre differentielle s'appelle complexe de deRham universe I. Plus generale-
ment, on appelle complexe de de Rham sur une if-algebre A, une if-algebre
differentielle Ω telle que:
a) Ω° = A;
b) Ω est engendree par ses elements de degre 0 [cf. def. (1.2.1)].

II resulte du corollaire (1.2.4) que tout complexe de de Rham est quotient du
complexe de de Rham universel, et le theoreme (1.2.3) permet d'associer a tout
(A, A)-bimodule M et toute derivation D:A —» M, dont Γimage engendre M, un
complexe de de Rham sur A.

Exemple (1.2.5). Le complexe de de Rham universel de Γalgebre des polynόmes
non commutatifs if ( ( x ^ j ) est isomorphe a algebre differentielle libre if (((a ^ j ) )
engendree par la famille des indeterminees (Xi)ieI.

Exemple (1.2.6). Considerons une partie S de Γalgebre des polynόmes non-commu-
tatifs K^Xi)^) et soit A Γalgebre quotient de if ( (α^)^) par Γideal bilatere
engendre par S. Alors le complexe de de Rham universel de A est isomorphe au
quotient de Γalgebre differentielle libre if ( ((a^)^)) par Γideal differentiel engendre
par 5, autrement dit, Γideal bilatere engendre par S U d(S).

Exemple (1.2.7). Soient A une if-algebre commutative, M — I/I2 le module des
differentielles ordinaires et D:A —> M la derivation universelle (cf. 1.1.3). Alors si 2
est inversible dans if, le complexe de de Rham associe a D par le theoreme (1.2.3)
est le complexe de de Rham algebrique habituel (cf. [EGAIV4] 16.6.2, p. 34) et il est
en general distinct du complexe de de Rham universel de A.

2. Espaces quantiques

2.1. La categorie des espaces quantiques

Definition (2.1.1). La categorie des K-espaces quantiques est la categorie opposee a
la categorie des if-algebres differentielles graduees, engendrees par les elements de
degre 0. On appelle K-espace quantique, ou plus simplement espace quantique (resp.
morphisme d espaces quantiques) un objet (resp. un morphisme) de cette categorie.

La categorie des espaces quantiques est done munie d'un foncteur contravariant
canonique, associant a un espace quantique X une algebre differentielle notee Ωx

et appelee complexe de de Rham de X et a tout morphisme d'espaces quantiques
f:X —> Y un morphisme d'algebres differentielles graduees / * : i ? y —> Ωx. Ce
foncteur est un isomoφhisme de la categorie opposee a celle des espaces quantiques
sur la categorie des algebres differentielles graduees engendrees par les elements de
degre 0. L'isomorphisme inverse sera note Spec. Le foncteur Spec associe done a
toute algebre differentielle graduee Ω engendree par ses elements de degre 0, un
espace quantique Spec(i?) et a tout morphisme d'algebres differentielles φ:Ω —> Ω'
un morphisme d'espaces quantiques Spec(^): Spec(J?r) —> Spec(i7). En particulier,
on note Spec(if) Γespace quantique associe a Γalgebre differentielle K, munie de la
differentielle identiquement nulle. Pour tout espace quantique X on note @x Γalgebre
Ω\ des elements de degre 0 de Ωx, qu'on appelle algebre des fonctions sur X (ou
algebre des observables sur Γespace quantique X), et pour tout morphisme d'espaces
quantiques f:X —> Y on note aussi / * : ^ —> @x la composante de degre 0 du
morphisme /* : Ωγ —• Ωx.
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On dit qu'un espace quantique X est simple, s'il existe une if-algebre A, un
(A,A)-bimodule M et une K-derivation D:A —> M dont Γimage engendre M
tels que Γespace quantique X soit isomorphe a Spec(i?D), oύ ΩD designe Γalgebre
differentielle definie dans le theoreme (1.2.3).

Proposition (2.1.2). Solent X un espace quantique, (α^) ί G / une famllle delements
de @x qul engendrent Γalgebre differentielle Ωx, Ω = if (((α^)^)) la K-algebre
differentielle llbre engendree par la famllle des Indέtermlnέes (Xi)iej, φ:Ω —* Ωx le
morphlsme (surjectlf) de K-algebres differentielles tel que φix^ — aif pour i e I, [cf.
(1.2.2.)] et J = φ Jn le noyau de φ. Pour que Γ espace quantique X soit simple il

faut et il suffit que J soit V Ideal differentiel de Ω engendre par J° U J 1 .

La demonstration de cette proposition est laissee au lecteur. Elle s'inspire directe-
ment de la demonstration du theoreme (1.2.3).

2.2. Sous-espaces quantiques et espace quantique oppose

Definition (2.2.1). Soit X un espace quantique. On dit qu'un espace quantique X'
est un sous-espace quantique ferme de X s'il existe un ideal differentiel 2? de Ωx

engendre par ses elements homogenes de degre 0 (comme ideal differentiel) tel que
Ωχt = ΩxjSf, et on dit que le morphisme i\X' —>• X deduit de la surjection
canonique Ωx —• Ωx, est Γ immersion (fermέe) canonique de X1 dans X. On dit
qu'un morphisme d'espaces quantiques f:Y —» X est une immersion fermee, s'il
existe un sous-espace quantique ferme X' de X et un isomorphisme g:Y —• Xf, tels
que / = i o g9 oύ i \Xr ^ X designe Γimmersion canonique.

(2.2.2) Soit Ω une if-algebre differentielle. On appelle algebre differentielle opposee
et on note ί ? o p p Γalgebre differentielle dont le K-module gradue sous-jacent et la
differentielle sont ceux de Ω et dont la multiplication o est definie par

aob = (-l)rnnba, α G Γ , b G Ωn .

On definit ainsi un foncteur de la categorie des if-algebres differentielles dans elle-
meme et on remarque que si Ω est engendree par ses elements de degre 0 il en est
de meme pour i?o p p. On en deduit un foncteur de la categorie des espaces quantiques
dans elle-meme qui est une involution.

Si X (resp. f:Xf —> X) designe un espace quantique (resp. un morphisme
d'espaces quantiques) on note X o p p (resp. / o p p ) son image par cette involution et
on a done 3ίo p p = Spec(i?^p). On dit que X o p p est Γespace quantique oppose a X.

2.3. Produit d'espaces quantiques

(2.3.1) Soit 5 un espace quantique. Pour tout espace quantique X on appelle S-point
de X un morphisme d'espaces quantiques de S dans X.

Definition (2.3.2). Soient S, X, X' des espaces quantiques et f:S —> X et
f: S —• X' deux S'-points de X et X' respectivement. On dit que / et f sont
slmultanέment observables si Im(/*) et Im(/'*) commutent au sens gradue (element
par element), autrement dit, si pour tout a e Im(/*) Π Ω™ et tout b e lm(f*) Π i?g
on a

ab = (-l)mnba.
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Si la relation "etre simultanement observable" est bien symetrique, elle n'est ni
reflexive ni transitive et en particulier, elle n'est pas une relation d'equivalence comme
cette terminologie pourait le faire croire. Cette terminologie vient de la physique. En
effet, on dit que deux elements a et b de Γalgebre des observables (9*s d'un espace
quantique S [cf. (2.1.1)] sont simultanement observables si a et b commutent.

(2.3.3) On va definir un produit d'espaces quantiques qui ne sera pas le produit au sens
des categories (qui existe mais qui ne nous interessera pas dans cet article). Le produit
categorique de deux espaces quantiques X et Y represente le foncteur contravariant
qui a un espace quantique S associe Γensemble des couples de 5-points de X et
Y. Le produit que nous allons definir representera le foncteur associant Γensemble
des couples formes de S'-points simultanement observables. Du point de vue de la
physique, on peut dire que le produit de deux espaces quantiques representera le
systeme quantique forme par la juxtaposition des deux systemes, sans interactions
entre eux.

(2.3.4) Soient Ω' et Ω" deux if-algebres differentielles graduees. he produit tensoriel
Ω de Ω' et Ω" est Γalgebre differentielle graduee definie comme suit:
a) comme K-module Ω — Ω' 0 Ω"\
b) comme if-algebre Ω = Ω'9® Ω" ([Bo], A III, p. 49), autrement dit,

(a 0 a') (b 0 bf) = (-l)mnab 0 a'b', a e Ω', a' e ΩΠrn , b e Ωtn , b' e Ω"

la graduation etant definie par

Ωm - Φj Ω'm' 0 Ω"m"

m',m">0
mr -\-mr/=m

c) la differentielle d de Ω est definie par

d(a 0 a!) = da®a' + (-l)mα 0 do! , α G Ωfπι, o! e Ω" .

Le produit tensoriel des algebres differentielles graduees Ω' et Ω" est note Ω' ^0 Ω".
Si Ω' et Ω" sont engendrees par les elements de degre 0 il en est de meme pour Ω.

Definition (2.3.5). Soient X et Y deux espaces quantiques. On appelle produit de X
et Y, et on note X xY, Γespace quantique Spec(i?x ^0 Ωγ).

L'application canonique Ωx -^ Ωx ^0 Ωγ (resp. Ωγ —> Ωx

 9<g) Ωγ) definie par
a H^ α 0 1 (resp. α' H-> 10α ; ) definit un moφhisme d'espaces quantiques X x F —> X
(resp. 1 x 7 ^ 7 ) appele premiere (resp. deuxieme) projection.

Proposition (2.3.6). Soient X et Y deux espaces quantiques, prγ :X x Y —> X
(resp. pr2 : I x 7 —> F j la premiere (resp. la deuxieme) projection. Pour tout
espace quantique S Γ application qui associe a un S-point f:S-^XxYle couple
(Pri °/> Pr2 °/) έtabli une bijectίon entre les S-points de X xY et les couples formes
de S-points simultanement observables de X etY.

(2.3.7) Le produit d'espaces quantiques definit un bifoncteur et si X, Y et Z designent
des espaces quantiques il existe des isomorphismes fonctoriels canoniques

(X xY) x Z ^ X x (Y x Z) (contrainte d'associativite),

X x Y —> Y x X (contrainte de commutativite),

^ > (contraintes d unite),
Spec(K) x I ^ I J v }
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satisfaisant aux conditions de compatibilite des categories tensorielles symetriques
([DM], p. 104-105). La seule precision utile concerne la contrainte de commutativite:
Γisomorphisme s:X x Y -+ Y x X est egal a Spec(σ), oύ σ:Ωγ

9<g>Ωx —>
Ωx

 9® Ωγ est defini par

σ(α <g> o!) = ( - l ) m ' m V <g> a, a e Ωψ , o! e Ω™ .

2.4. Cones quantiques

Definition (2.4.1). On appelle cone quantique un espace quantique X, dont le
complexe de de Rham Ωx est muni d'une bigradatuation compatible avec la
graduation d'algebre differentielle de Ωx, autrement dit, pour tout n, n G N, d'une
decomposition en somme directe de K-modules

satisfaisant aux proprietes suivantes:

i) Ωχ — K\

ii) Ω\ est engendre par Ωχ comme K-algebre;
iii) la multiplication est compatible avec la bigraduation:

rn,n . Qnι',n> Q Qrn+m>\n+n'

iv) la differentielle est bihomogene de bidegre (—1,1):

d\ίίχ ) C Ωχ ' , ra, n G N .

Un morphisme de cones quantiques est un morphisme d'espaces quantiques
f:X -> Y tel que / * soit bihomogene de bidegre (0,0):

II est facile de verifier que pour cela il sufίit que

f*(Ωι/)cΩ]f.

Exemple (2.4.2). Soit Ω = K(((x^) ί G /)) Γalgebre differentielle libre engendree par
la famille des indeterminees (Xi)ieI [cf. (1.2.2)]. On definit une bigraduation sur Ω
par le "degre total en les ( a ^ ) ^ / ' et le "degre total en les ( £ ^ G / , " oύ ξi = dx^ pour
i e I. L'espace quantique Spec(i?) est ainsi muni d'une structure de cone quantique.
On dit que X est le cone quantique associέ a Γensemble /, qu'on note C(I). Si J
designe un ideal differentiel bigradue de Ω, Γalgebre differentielle quotient Ω/J est
munie d'une bigraduation et Spec(i?/ J) d'une structure de cone quantique. Tout cone
quantique est isomorphe a un cone ainsi defini.

2.5. Espaces quantiques de types fini

Definition (2.5.1). On dit qu'un if-espace quantique X est de type fini si la K-algebre
<9X est de type fini. On dit qu'un cone quantique est de type fini si l'espace quantique
sous-jacent Test.
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Exercise (2.52). Soit X un espace quantique. Les conditions suivantes sont equi-
valentes:

i) X est de type ίini;
ii) Ωx est une if-algebre de type fini;

iii) Ωx est engendree comme K-algebre differentielle par un nombre fini d'elements.
De plus, si X est un cone quantique ces conditions sont equivalentes a:
iv) Ωx° est un if-module de type fini.

2.6. Exemples despaces et de cones quantiques

Dans les exemples suivants, si Ω designe une algebre differentielle graduee et
α1 ? . . . , an des elements hommogenes de Ω, on designe par (α1? . . . , an) (resp.
((α1? . . . , αn))) Γideal bilatere (resp. Γideal differentiel) engendre par ces elements.

Exemple (2.6.1) (P. Carrier [Ca]).

X = Spec(K((x))/((ξx-qxξ))),

oύ ξ = dx et q designe un element de Γanneau K. L'algebre des observables de X est
isomorphe a l'algebre des polynόmes commutatifs K[x]. On peut done considerer que
Γespace X est la droite affine ("commutative") munie d'une structure differentielle
non commutative. Si K est un corps et q ^ — 1 on a

Ωx = K((x))/(ξx-qxξ,ξ2)

[cf. ( 1 . 2 . 1 ) ] . Siq = - l

Ωx=K((x))/(ξx + xξ)

et Γespace quantique

X' = Spεc(K((x))/(ξx + xξ, ξ2))
n'est pas un espace quantique simple [cf. (2.1.2)]. L'element ξx — qxξ de K((x))
etant bihomogene en x et ξ, Γespace quantique X est muni d'une structure de cone
quantique [cf. (2.4.2)].

Exemple (2.6.2). (Plan quantique) ^42

q p = Spec(if ((x, y))/J), oύ si Γon pose ξ = dx
et η = dy, J designe Γideal bilatere engendre par

yx-qxy, ξx - pqxξ , ξy - pyξ , ηx - qxη - (pq - l)yξ ,

vv - pqyv > ξ2, ^2» ^ + CT^ (p,qe K).

L'ideal J est bigradue (pour la bigraduation definie par le degre total en x et y et
le degre total en ξ et η) et Γespace ^S2

 p est ainsi muni d'une structure de cone
quantique [cf. (2.4.2)]. L'espace quantique ^32 est simple si et seulement si pq + 1
est inversible dans K. En effet, si pq + 1, est ίnversible on a

J = ((yx - qxy, ξx - pqxξ, ξy - pyξ, ηy - pqyη)).

Un cas particulier interessant est le cas oύ p = q introduit par P. Carrier [Ca]. Si
q = 1 et p ψ 1 l'espace quantique Λ2

q est le plan affine (commutatif) muni d'une
structure differentielle non commutative.

Exercise (2.6.3). Demontrer que si K est un corps et q,p,q',p' E K les espaces
quantiques ^ q φ et ̂ S2, , sont isomorphes, si et seulement si

(qf = q et p' = p) ou (pq = 1 et p ' = q et </ = p).
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Exemple (2.6.4). (Plan quantique de Jordan)
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oύ, si Γon pose ξ = dx et η = dy, J designe Γ ideal bilatere engendre par

yx-xy- λx2 , ξx - xξ , ξy + λxξ - yξ ,

ηx — λxξ — xη , 772/ + λμrrξ + μxη — μyξ — yη ,

On peut y deίinir une structure de cone quantique comme dans Γexemple (2.6.2).
L'espace quantique ^ j o r d λ μ est simple si et seulement si 2 est inversible dans K et
alors

J = ((yx -xy- λx2, ξx - xξ, ξy + λxξ - yξ, ηy + λμxξ + μxη - μyξ - yη)).

Exercise (2.6.5). Demontrer que si K est un corps et λ,μ,λ',μr e Kf les espaces

quantiques ^ o r d ) λ , μ

 e t *
tel que

d λ' μ

f s o n t isomoφhes si et seulement s'il existe ρ G

λ' = ρλ et μf = ρμ.

3. Monoϊdes quantiques

3.1 Monoϊdes quantiques

Definition (3.1.1). On appelle monoϊde quantique un triplet (X, m, e), oύ X designe
un espace quantique et

m XxX^X et e: Spec(if) -> X

des moφhismes d'espaces quantiques satisfaisant aux proprietes suivantes:
i) associativite: le diagramme

raxidx

X xXxX > XxX

ιάχ xm

X xX X

est commutatif (oύ Γon identiίie (X x X) x X k X x (X x X) par la contrainte
d'associativite);
ii) element neutre: les diagrammes suivants sont commutatifs:

X xX XxX

exidx

X x X

(oύ les isomoφhismes X x
d'unite).

Spec(iO x

et Spec(iO x .

X

sont les contraintes
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Si (X, m, e) et (X',m',ef) sont des monoϊdes quantiques, un morphisme de
monoϊdes quantiques de (X, m, e) dans (X', ra', e') est un moφhisme d'espaces
quantiques

rendant commutatifs les diagrammes suivants:

X x X / X / > X' x X '

X1

et
βpec(K)

/
X'.

La notion de monoϊde quantique est un cas particulier de la notion de monoϊde dans
une categorie tensorielle.

Remarque (3.12). Soit (X, m, e) un monoϊde quantique. Alors m* et e*:

m*:Ω x
Ω

x >βχ,

sont respectivement le coproduit et la coϋnite d'une structure de if-bigebre graduee
gauche sur Γalgebre graduee sous-jacente a Γalgebre differentielle Ωx ([Bo], A III,
p. 148-149) et en particulier, la restriction de m* et e* a Γalgebre des observables
@x\

definit une structure de bigebre sur cette algebre. La condition de compatibilite de la
differentielle dx de Ωx avec le coproduit m*, exprimant que m est un morphisme
d'espaces quantiques, se traduit comme suit: si

alors

m (a) = y α, 0 aj
v 7 / j 2 2

2 = 1

2=1

(-1)"'
2=1

On definit ainsi la notion de bigebre differentielle graduee.

Exemple (3.1.3). Soient Ω = if (((αp l < : i J < n ) ) Γalgebre differentielle libre engendree

par les indeterminees (άj)ι<ij<n et Δ:Ω —> Ω9®Ω et ε:i? —>• if les moφhismes

d'algebres differentielles definit par
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n

Aia)) = Σ a) ® ak e t ε ( α P = Sj > 1 - *' •? - n '

(oύ 5*. designe le symbole de Kronecker). Alors (Ω, Z\, ε) est une bigebre differentielle
graduee et (Spec(ΐ?), Spec(Z\), Spec(ε)) un monoϊde quantique.

3.2 Monoϊdes quantiques matriciels

Definition (3.2.1). Soient (X, m, e) un monoϊde quantique et ( 6 J ) K i < n une matrice

a coefficients dans @x. On dit que (blj)l<ij<n est une matrice multiplicative, si

m*(6j) = Σ δi ® 6fc e t e * ^ P = ^ > 1 < *,i < n.
fc=0

On dit que (X, m, e) est un monoϊde quantique matriciel s'il possede une matrice
multiplicative dont les coefficients engendrent la K-algebre differentielle Ωx.

Proposition (3.2.2). Soit (X, m, e) un monoϊde quantique. Les conditions suivantes
sont έquivalentes:

i) (X, ra, e) est un monoϊde quantique matriciel;
ii) // existe une famille finie de matrices multiplicatives dont les coefficients engend-

rent Γalgebre differentielle Ωx;
iii) (Ωx, 77i*, e*)est une bigebre differentielle quotient dune bigebre du type de celles
definies dans Γexemple (3.1.3).

Demonstration. Les implications (i) =Φ> (ii) et (iii) => (i) sont evidentes. L'implication
(i) => (iii) resulte de la propriete universelle des algebres differentielles libres. Pour
demontrer que (ii) implique (i) il suffit de remarquer que si (Ai)ι<i<n est une famille
finie de matrices multiplicatives alors la matrice

A =

(Ax 0 . . . 0 \

0 A, ... 0

\ 0 0

est egalement multiplicative.

Remarque (3.2.3). L'espace quantique sous-jacent a un monoϊde quantique matriciel
est de type fini. On dira qu'un tel monoϊde quantique est de type fini. On demontre
que si K est un corps alors un monoϊde quantique est matriciel si et seulement s'il
est de type fini.

3.3 Families de morphismes de cones quantiques

Definition (3.3.1). Soient C et C deux cones quantiques et X un espace quantique.
On appelle famille de morphismes de cones quantiques de C dans C indexee par
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Γespace quantique X (ou plus simplement famille de morphismes de C dans C
indexέe par X) un morphisme d'espaces quantiques f:X x C —» C (oύ Γon designe
aussi par C (resp. C) Γespace quantique sous-jacent au cone quantique C (resp. C'))
tel que

/*(β£?) C Ωx®Ω\f.

Si f \X' xC -^ C designe une famille de morphismes de C dans Cf indexee par
Γespace quantique X\ on appelle morphisme de f dans f un moφhisme d'espaces
quantiques g: X -^ X' tel que le diagramme

X xC σ

gxiάc

Xf XC σ
soit commutatif. On definit ainsi la catέgorie des families de morphismes de cones
quantiques de C dans C'.

Theoreme (3.3.2). Soient C et C deux cones quantiques. On suppose que
i) K est un corps;

ii) C et C sont de typefini.
Alors la catέgorie des families de morphismes de C dans C possede un objet final.
Autrement dit, il existe un espace quantique Xo et une famille de morphismes de C
dans C indexέe par Xo

/o:XoxC->C"

tels que pour toute famille de morphismes de C dans C indexέe par un espace
quantique X

f:XxC-*C

il existe un morphisme unique d'espaces quantiques g:X —> Xo tel que le diagramme

f
XxC σ

gx'ιάc

XoxC
/o σ

soit commutatif

Dέmonstration. II resulte de Γhypothese (ii) que Ω\f et Ω1^ sont des i^-espaces
vectoriels de dimension finie. Soient 6 l5 . . . , bn (resp. b[, . . . , b'n,) une base de

Ω]f (resp. Ω)$\ Ω = K((xu . . . , xn)) (resp. Ω' = K((x[, . . . , < , ) ) ) Γalgebre
differentielle libre engendree par la famille des indeterminees (Xj)\<j<n (resp.
(Xjf)ι<jt<nf), φ:Ω -> Ωc (resp. φ':Ω' -^ Ωc,) le moφhisme (surjectif) (Γ'algebres
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differentielles defini par φ(Xj) = bj (resp. φ'(x',) = b'.,), pour 1 < j < n (resp. pour
1 < j ' < nr) et J (resp. Jf) le noyau de φ (resp. φ') qui est un ideal differentiel
bigradue de Ω (resp. Ωf) (cf. 2.4.2). Comme K est un coφs, il existe un sous-espace
vectoriel bigradue M de Ω tel que Ω = J 0 M et une base (<^)ίGj (resp. (s/

i,)ifeIf)
de M (resp. de J) formee d'elements bihomogenes. Enfin, soit (έ z )j e L un systeme
de generateurs bihomogenes de J1 en tant qu'ideal differentiel. On designe par H
Γalgebre differentielle libre K(((a3,/)ι<j<n^<jf<n,)) engendree par la famille des

indeterminees ( t t J / ) 1 < J < n \<ji<nt et on definit un moφhisme d'algebres differentielles

n

par ψ(Xj/) — Σ aJf ® xj > P o u r 1 ^ f ^ n'- Pour tout I, I E L,

4
oύ ru, τ'u, G ί ί , les families (rH)leL i e I et (^/) Z G L i / € / / etant uniquement deter-
minees par ces formules. Soit .R Γideal differentiel de H engendre par (rh)leL i e I . Le
moφhisme ψ definit par passage au quotient un moφhisme d'algebres differentielles

ψ\Ωc, -> H/R9®ΩC

(en identifiant Ωc a Ω/J et i? c , a Ω'/J'). Si l'on pose X o = Spec(H/R) et
/ 0 = Spec(^), alors

/ 0 : XQ x C —* C

est une famille de moφhismes de C dans C indexee par Xo. Demontrons qu'elle
satisfait a la propriete universelle du theoreme. Soit f:XxC—>C une famille de
moφhismes de C dans C indexee par X. Comme

pour tout / , 1 < j ' < n', il existe une famille unique Φj/)ι<j<n d'elements de Ω°x

telle que

(car Φj)\<j<n est une base de Ω\f). On en deduit un moφhisme unique d'algebres
differentielles

tel que pour tout j et / , 1 < j < n, 1 < f < n\ χ(aϊ,) = bj.f, ou ce qui est

equivalent, rendant commutatif le diagramme suivant

β' —-—>
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Pour tout ί, / G L, on a

d'oύ

G. Maltsiniotis

X(rH) <8> < i) = 0.

iei

La famille (<^) ie 7 etant une base de M, la famille (^(s i )) i G / est une base du if-espace
vectoriel Ωc, on a done pour tout i, i e I, χ(rH) = 0. On en deduit que χ induit un
morphisme d'algebres differentielles

χ:H/R-*Ωx

tel que si Γon pose g = Spec(χ), le diagramme

xxc — f —+ a

soit commutatif, ce qui demontre le theoreme.

(3.3.3). On dira que la famille de morphismes / 0 : I o x C ^ C satisfaisant aux
proprietes du theoreme (3.3.2) est la famille universe lie de morphismes de cones
quantiques de C dans C. La demonstration de ce theoreme en donne une construction
explicite, tres utile pour etudier des exemples. On verifie facilement que Xo peut
etre canoniquement muni d'une structure de cone quantique, mais / 0 n'est pas un
morphisme de cones quantiques pour cette structure.

3.4. Action dun monoϊde quantique sur un espace quantique

Definition (3.4.1). Soient (M, m, e) un monoϊde quantique et X un espace quantique.
On appelle action (a gauche) de M sur X un morphisme d'espaces quantiques
f:M x X —» X tel que les diagrammes suivants soient commutatifs:

rax id x

MxMxX > MxX

MxX

et

X

MxX

Spec(if) x X X ,
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Γisomorphisme Spec(if) x X^X etant la contrainte d'unite [cf. (2.3.7)]. Si C designe
un cone quantique, on appelle action de M sur C un moφhisme d'espaces quantiques
f:MxC—>C qui est a la fois une action de M sur Γespace quantique sous-jacent a
C et une famille de morphismes de cones quantiques de C dans C. On dit alors que
le monoϊde quantique M agit sur Γespace quantique X, ou sur le cone quantique C.

Theoreme (3.4.2). Supposons que K soit un corps et soient C un cone quantique de
typefini et f0: Xo x C —> C la famille universelle de morphismes de cones quantiques
de C dans lui-meme. Alors il existe une structure unique de monoϊde quantique sur
Xo telle que f0 soit une action de Xo sur C. De plus, pour cette structure Xo est un
monoϊde quantique matriciel.

Demonstration. Le morphisme compose

χ o / θ f

/0o(idXo x fo):Xo xXox C >X0 x C ^ C

(resp. la contrainte d'unite [cf. (2.3.7.1)]

λ c : SpecCSQ x C ^ C )

est une famille de morphismes de C dans lui-meme indexee par Xo x Xo (resp.
par Spec(if)) et il resulte de la propriete universelle de f0 (3.3.2) qu'il existe un
morphisme d'espaces quantiques m:X0 x Xo —> Xo (resp. e: Spec(iί) —> Xo) tel
que

/ 0 o ( m x id σ ) = / 0 o (idX o x /0) (3.4.2.1)

(resp.

/ O o ( e x i d c ) = λ c ) . (3.4.2.2)

II resulte aussitόt de la partie unicite de la propriete universelle que (X 0,m, e) est
un monoϊde quantique et des egalites (3.4.2.1) et (3A.2.2) que f0 est une action de
ce monoϊde sur C. L'unicite de la structure de monoϊde quantique sur Xo resulte
de l'unicite de m et e satisfaisant a (3.4.2.1) et (3.4.2.2) [cf. (3.3.2)]. Le fait que le
monoϊde quantique (JΓ0, ra, e) est matriciel resulte de la construction explicite de Xo»
decrite dans la demonstration du theoreme (3.3.2). Les details des verifications sont
laisses au lecteur. On peut d'ailleurs obtenir ainsi une demonstration directe du fait
que (Xo, ra, e) est un monoϊde quantique.

(3.4.3). On dira que (X0,ra, e) est le monoϊde quantique des endomorphismes du
cone quantique C et que fo'.Xo x C —> C est Faction canonique de ce monoϊde sur
C. La demonstration ci-dessus, qui est une adaptation de celle de Manin [Man2], a
le merite d'etre valable dans n'importe quelle categorie monoϊdale, pourvu qu'on
ait un theoreme analogue au theoreme (3.3.2). Le monoϊde quantique Xo des
endomorphismes d'un cone quantique C, muni de Faction canonique f0: Xo x C —» C,
satisfait a la propriete universelle suivante: pour tout monoϊde quantique X et toute
action f:XxC—>CάeX sur le cone quantique C, il existe un morphisme unique
de monoϊdes quantiques g:X —> Xo tel que / = fo(g x id c ) .
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5.5. Exemples de monoϊdes quantiques

Notations (3.5.1). Soient n un entier, n e N, R — (rJJ, )ι<ij/jj/<n une matrice
carree n2 x n2, a coefficients dans K et U et F des relations binaires definies sur
Γensemble {1, . . . , n\. En pratique

tf,^ € { = , < , < , > , > } .

On pose

Si 5 designe une matrice du meme type, VK une autre relation et W sa negation,

iWir <^ non zWi7,

on a

= RJJ Sw + i?^ 5^y ,

— K Dyy -\- K o^y ,

γy + R SyyRS = R Sγy + R Syy ,

par exemple,

Si / designe la matrice unite,

on remarque que / ^ est encore une matrice unite, tandis que 1$ = 0. Par exemple,

/> = 0, / | = 0 etc.

Si m, m\ n et n' designent des entiers, m, m7, n, n' € N et R = (r ' ) 1 < K m j i<j<n

et 5 = (s^, )i<i/<m/j \<ji<nι d
e s matrices a coefficients dans K, on designe par

la matrice
•/

S =
produit tensoriel des matrices R et S.

Exemple (3.5.2). On suppose que K soit un corps. Soient n un entier, n G N,

-* = (Pϋ' )\<i<i'<n, \<

des matrices a coefficients dans K, Ω^QRP) = Ω/J Γalgebre differentielle graduee

quotient de Γalgebre differentielle libre Ω = K((xλ, . . . , xn}), engendree par la
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famille des indeterminees (2^)κ^<n, par Γideal differentiel J engendre par les
relations

X^ tfii1 xjxj'' 1 <if < i <n,

r *' *'

oύ ξi = dxi9 et A(Q β P ) = Spec(Q(g β P ) ) Γespace quantique correspondant (espace
afίine quantique de dimension n associe aux matrices Q, R et P). L'ideal J est
bigradue et Γespace A™Q R P) est ainsi muni d'une structure de cone quantique. En
utilisant les notations de (3.5.1), les relations definissant Γideal J s'ecrivent de faςon
plus compacte:

(x 0 x)> = Q^(x ® x)< , (3.5.2.1)

ξ <g> a; = # ( z <g> 0 , (3.5.2.2)

i , (3.5.2.3)

oύ x designe la matrice (a: i) 1< ί<n, ξ la matrice ( ^ ) κ i < n et Q^ = Q et P< = P, cette
notation etant purement mnέhίbtechnique, destinee~a~rappeler la forme "des matrices
Q et R (mais compatible avec les notations de (3.5.1), si Γon complete ces matrices
de faςon arbitraire en des matrices n2 x n2).

On remarque que

est un systeme de generateurs du if-espace vectoriel Ω^Q R Py On s'interesse plus
particulierement au cas oύ le systeme ci-dessus est une base, autrement dit au cas oύ
la fonction de Hubert de Ω^QRP) est la meme que celle du complexe de de Rham
algebrique habituel sur Γanneau des polynόmes commutatifs a n indeterminees:

n-\\ ( n

Supposons qu'il en soit ainsi, ou du moins que

soit une famille libre. En differentiant la relation (3.5.2.1), on obtient

(ξ 0 aθ> + (x 0 O> = Qf(ξ ® χ)< + Qf(χ Θ O< ,

ce qui implique en utilisant (3.5.2.2) que

R>(χ 0 0 + i>(χ ®0 = QfR<{χ ̂ 0 + Qfi<(χ 0 0,

oύ / designe la matrice unite n2 x n 2, et en vertu de Γhypothese, on a

R>+I>=Qt(R<+I<). (3.5.2.4)

Cette relation se decompose en deux autres

flf = Q f ( Λ f + i f ) (3.5.2.5)
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et
#>+/> =Q^R^. (3.5.2.6)

Supposons que

τgκ(R + /) = τgκ(Ri + / | ) = n(n + l)/2. (3.5.2.7)

Alors i ? | + /^ est inversible,

Qf = β | ( β | + / | ) - i (3.5.2.8)

et cette egalite implique (3.5.2.4).
De meme, en differentiant (3.5.2.2), on obtient

ce qui implique

d'oύ, en utilisant (3.5.2.3)

et comme la famille (ξ jQi< i < i ? < n est supposee libre, on a

(R- + /-)P< + R* + / > = 0. (3.5.2.9)

La relation ci-dessus se decompose en deux:

( Λ | + /f )P< + #< = 0 (3.5.2.10)

et
#|P|+#>+/> =0. (3.5.2.11)

On a done sous Γhypothese (3.5.2.7)

P> = - ( β | + /f )"*#< , (3.5.2.12)

relation qui implique alors (3.5.2.9).
Reciproquement, soit i? une matrice carree n2 x n2 satisfaisant a Γhypothese

(3.5.2.7), supposons que les matrices Q^ et P< soient deίinies par les formules
(3.5.2.8) et (3.5.2.12) et l'ideal J par les relations (3.5.2.1), (3.5.2.2) et (3.5.2.3).
Alors on pose ΩR = Ω^Q R P) et A^ = A^QRP) et en vertu de ce qui precede, on
veriίie facilement que J est l'ideal differentiel engendre par les relations (3.5.2.1) et
(3.5.2.2) et que (xixj)ι<i</j< est une base de Ω2

R°, (^C7 )i<i ? < n

 u n e b a s e d e ^R

l

j ^ u n e b a s e d e ΩR2-
En completant done la reunion de ces trois families en une base de ΩR, on peut

appliquer la methode du theoreme (3.3.2) pour construire le monoϊde quantique des
endomorphismes du cone quantique A^ [cf. (3.4.3)] (monoϊde quantique des matrices
n x n, associe a la matrice R). On demontre facilement la proposition suivante:

Proposition (3.5.3). Sous ces hypotheses, le monoϊde quantique des endomorphismes
du cone quantique A^ est isomorphe a

Spec(H/J(R)),
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oύ

dέsigne Γalgebre diffέrentielle libre engendrέe par la famille des indέterminέes
(α ) K i j < n et J(R) est Γdeal diffέrentiel de H engendrέ par les coefficients des
matrices"

(A®A)R-R(A®A)

et
[dA®A- R(A<g>dA)](R + 1 ) ^ ,

oύ A = ( o ] ) K i j < n et dA = (daJ

i)1<i ^<n.

Exemple (3.5.4). (Calcul differentiel sur la deformation multiparametrique de Γal-
gebre des fonctions sur les matrices, introduite par M. Artin, W. Schelter, J. Tate
[AST]). On suppose toujours que K soit un corps. Soient n un entier, n e N, et
Q = (Qji)ι<i<j<n> P = (Pij)ι<i<j<n et λ = (λj)i<j<n des families d'elements de
K* satisfaisant a la relation

A_ — QjiPiή 5 1 *Si 1 ^ J _ ^

En gardant les notations de Γexemple (3.5.2), on definit des matrices Q = Q^, R et
P = Pl par

Qji — ?jj) 1 < ^ < j < ^ ,

rl\ = \, 1 < i < n,

rij =Pij> 1 - ι < 3 - n '

r%ji —Qj%-> 1 < ^ < j < ^ ,

rfi = Xj ~ l ' l - ί < 5 - n '

Pij — Pij •> ^ κ ^ n '

tous les autres coefficients etant nuls. On verifie facilement que les matrices Q, R, P
satisfont aux conditions (3.5.2.4) et (3.5.2.9) et que

est une base de Γalgebre differentielle β ( Q j β ) p). La condition (3.5.2.7) est equivalente
a

et l'espace quantique A£ p > λ = A[Q R P) est simple, si et seulement si cette condition
est satisfaite. Soit M ^ ^ le mondϊde quantique des endomorphismes du cone
quantique A™p λ . L'espace quantique M^ p λ est muni canoniquement d'une structure
de cone quantique [cf. (3.3.3)], mais on constate (en utilisant les formules de la
proposition (3.5.3)) que la fonction de Hubert de son complexe de de Rham Ωqpλ

n'est pas la meme que celle du complexe de de Rham algebrique de Γanneau des
polynδmes commutatifs sur l'espace affine des matrices carrees n x n, autrement dit,
que

Neanmoins, on demontre le theoreme suivant [Mal2].
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Theoreme (3.5.5). Pour quil existe un mono'ϊde quantique M agissant sur le cone

quantique A™p λ , tel que

i + n2 - 1

et tel que si g: M —> M™ p λ dέsigne le morphisme de monoϊdes quantiques dέfini

par la propriete universelle de M™ λ [cf. (3.4.3)], g* :Ωqp x —> i ? M so/Y surjectif,

il faut et il suffit que pour tout % et j , 1 < i,j < n, on ait λi = λ^ , eί afors

ce mono'ϊde quantique M esί unique, a isomorphίsme pres, et Γalgebre dijfέrentielle

graduέe ΩM est isomorphe au quotient de Γalgebre dijfέrentielle libre engendrέe par

les indέterminέes ( < ^ ) κ ^ < n par Γideal bilatere engendrέ par

I < i < j < n,l < k < I < n

l < i < j < n , l < / c < / < n

1 < i < n, 1 < k < n

I <i < j <n,l < k <n

l < i < j < n , l < / c < n

I < i < n,l < k < I < n

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

ajaι - Qji^aj i

1 h le 1
i i irh,l % i '

afal — (pij)~1qlka\a^ ,
aljai ~ (Pij^Pkήi^j - (

a\a\ - λafaf,

a)a\ - q^a* - (λ - 1)

ai4 ~ Qik4az .

a\aξ-pklaξo^-(λ-l)ι
h 1 / \ —1 / h

ί~V Π T) IT) I Π ί\LX^ UJ tfiή\bf

kl) j i '

aj4 ~ Qji(PkiΓlaiaj ~ (

aι.ak _ qji(qιkΓ
ιaϊaι

j - (

— ( λ — 2 + λ~~ )&jCκi ,

(oξf,
ak

ia
k

j+pιja
k

ja
k

i,

aka\ + qlka\a\,

aiaj + (fyi^'PfczQ^ί + (

oύ a? = da\ et λ = λ, = ... =

PijΓH-

akak ,

i\ak ,

Pkirι(

λ - l)a\ak,

\ - \)aι

3a
k,

λ - 1)4 αf ,
λ - \)a\ak -

λ - Y)a\ak,

l < i < j <n, \<k<l<n

1 < i < n, 1 < fe < n

4. Groupes quantiques

4.7. Groupes quantiques

Definition (4.1.1). Soit (X, m , e ) un monoϊde quantique. On dit qu'un morphisme

d'espaces quantiques i:X —> X o p p est un antipode du monoϊde quantique ( X , m , e ) ,
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si le diagramme suivant d'applications K-lineaires est commutatif

Ω

oύ μ designe Γ application K-lineaire definissant la multiplication et η celle definissant
Γ unite de Γalgebre Ωx.

Le diagramme ci-dessus n'est pas un diagramme de moφhismes d'algebres et il
ne peut done pas etre traduit en un diagramme de la categorie des espaces quantiques.
Ce diagramme exprime que i* est un antipode, au sens des bigebres de Hopf ([Ab],
p. 61), avec la seule difference qu'ici Ωx est une bigebre graduee gauche et en plus
on impose a i* d'etre compatible avec la differentielle. En particulier, on en deduit
une structure de bigebre de Hopf sur Γalgebre des observables @x [cf. (3.1.2)].

Theoreme (4.1.2). i) Un monoϊde quantique possede au plus un antipode.
ii) Si (X, m, e) designe un mono'ϊde quantique et i un antipode de ce mono'ϊde, les

diagrammes suivants sont commutatifs

X xX

X

Spec(X)

X

oύ s designe la contrainte de commutativitέ [cf. (2.3.7)].

La demonstration est une transposition immediate de [Ab], p. 61-64.

Definition (4.1.3). On appelle groupe quantique un quadruplet (X, m, e, i), oύ
(X,m,e) est un monoϊde quantique et i un antipode de ce monoϊde. On dit que
(X, m, e) est le monoϊde quantique sous-jacent a (X, m, e,i). Si (X, m,e,i) et
{Xf\m'\el\ίf) sont des groupes quantiques, un morphisme de groupes quantiques
de (X, m, e, ϊ) dans (X^ra^e ' ,^) est un moφhisme / des monoϊdes quantiques
sous-jacents tel que le diagramme suivant soit commutatif

X X1
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Exercise (4.1.4). Demontrer que la commutativite de ce diagramme resulte, en fait,
de Γhypothese que / soit un morphisme de monoϊdes quantiques.

4.2. Groupe quantique associe a un monoϊde quantique matriciel

En generalisant une construction de Manin ([Man2], p. 44, theoreme 3), on peut
associer a tout monoϊde quantique matriciel un groupe quantique, correspondant en
quelque sorte au "groupe des elements inversibles" de ce monoϊde. On obtient le
theoreme suivant dont la demonstration est identique a celle de Manin.

Theoreme (4.2.1). Soit (X, m, e) un monoϊde quantique matriciel. II existe un groupe
quantique (X,ra, e, i) et un morphisme de monoϊdes quantiques f0 du monoϊde
quantique sous-jacent a (X, rh, e, i) dans (X, m, e), possedant la propriete universelle
suivante: Pour tout groupe quantique (X'\ml, e'\i') et tout morphisme de monoϊdes
quantiques f de (X', ml', ef) dans (X, m, e) // existe un morphisme unique de groupes
quantiques g de (X', m!', e'', %') dans (X, ra, e, i) tel que f = f0 o g. De plus, Γalgebre
Ωχ est engendrέe par les images itέrέes de f^{Ωx)par i*, autrement dit, toute sous-
algebre de Ω% contenant fo(Ωx) et stable par i* est egale a Ωx.

(4.2.2). On dira que (X, m, e, i) est le groupe quantique associe au monoϊde quantique
matriciel (X, m, e) et / 0 le morphisme canonique. Si (X, m, e) est le monoϊde
quantique des endomoφhismes d'un cone quantique C (3.4.3), on dira que (X, m, e, ϊ)
est le groupe quantique des automorphismes de C.

(4.2.3). Le monoϊde quantique sous-jacent au groupe quantique associe a un monoϊde
quantique matriciel n'est pas en general un monoϊde quantique matriciel, ni meme de
type fini, ce qui enleve une grande partie de Γinteret de cette construction. Neanmoins
on definira (4.3.1) une classe de monoϊdes quantiques matriciels dont le groupe
quantique associe est matriciel [prop. (4.3.3)].

(4.2.4). On peut egalement generalisier dans le cadre du present travail les autres
constructions de Manin ([Man2], p. 46) pour obtenir un groupe quantique dont
Γantipode est un isomorphisme ou meme une involution.

4.3. Mono'ides quantiques de Cramer

Definition (4.3.1). On dit qu'un monoϊde quantique (X, m, e) est de Cramer a
gauche (resp. a droite), s'il existe une matrice multiplicative A, dont les coefficients
engendrent la if-algebre differentielle Ωx, une matrice B a coefficients dans @x et
un element t de (9X, tels que

et

(oϋ / designe la matrice unite). On dit qu'un monoϊde quantique est de Cramer, s'il
est a la fois de Cramer a gauche et de Cramer a droite.

On remarque qu'un monoϊde quantique de Cramer a gauche ou a droite est en
particulier un monoϊde quantique matriciel.

m*(t)

BA =

= t

tl

Θt,

(resp.

e*(ί)

AB = tl)
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Proposition (4.3.2). Pour que le monoϊde quantique sous-jacent a un groupe quan-
tique soit de Cramer, ilfaut et il suffit quil soit matriciel

Demonstration. Si (X, m, e, i) designe un groupe quantique et A une matrice multi-
plicative, on a

i*(A)Ά = A>i*(A) = I

[cf. (3.2.1) et (4.1.1)], ce qui demontre la proposition.

Proposition (4.3.3). Soient (X, m, e) un monoϊde quantique de Cramer a gauche (ou
a droite) et (X, m, e, ϊ) le groupe quantique associe. Alors (X, m, e) est un monoϊde
quantique matriciel.

Demonstration. Soit / 0 : X —* X le moφhisme canonique. Par hypothese, il existe une
matrice multiplicative A, dont les coefficients engendrent la K-algebre differentielle
Ωx, une matrice B a coefficients dans @x et un element t de @x tels que

m*(ΐ) = ί ® ΐ , e * ( ί ) = l (4.3.3.1)

et

BA = tI. (4.3.3.2)

Posons I— /0*(0 et s = i*(ΐ). La condition (4.3.3.1) implique que

st = ts = l, (4.3.3.3)

autrement dit, que t est inversible d'inverse s, d'oύ

z*(5) = ί. (4.3.3.4)

La condition (4.3.3.2) implique, en vertu de (4.3.3.3), que si Γon pose

A = f*{A) et 5 = /0*(B),

on a
J . (4.3.3.5)

Comme A est une matrice multiplicative, il en est de meme pour A, d'oύ

i*(A)A = Ai*(Ά) = / , (4.3.3.6)

et les conditions (4.3.3.5) et (4.3.3.6) impliquent que

i*(A) = sB. (4.3.3.7)

Demontrons que Γalgebre differentielle Ω% est engendree par les coefficients de A et
s. Pour cela, en vertu de (4.2.1), il suffit de demontrer que la sous-algebre differentielle
Ω de Ωx engendree par les coefficients de A et s (qui contient /0*(/?χ), puisque Ωx

est engendree par les coefficients de A) est stable par i*. Comme z* commute a la
differentielle et inverse Γordre des facteurs d'un produit, il suffit simplement de voir
que les coefficients de i*(A) et i*(s) sont dans Ω. Mais cela resulte de (4.3.3.4) et
(4.3.3.7) et du fait que Ω contient fo(Ωx). Pour terminer la demonstration, il suffit
de remarquer que

Ά (Γ
0

est une matrice multiplicative a coefficients dans
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Exemple (4.3.4). On demontre que le monoϊde quantique defini par les relations (1)
a (18) du theoreme (3.5.5) est un monoϊde quantique de Cramer. Explicitons le cas
oύ n est egal a 2. Ce monoϊde est alors isomorphe [Mall] a

(X, m, e) = (Spec(β), Spec(Z\), Spec(ε)),

oύ Ω = K((a,b,c,d))/J, a, b, c et d designent des indeterminees, J est Γideal
bilatere de K((a, 6, c, d)) engendre par

(1) ba — pab, dc — pcd, ca — qac, db — qbd, pcb — qbc,

(2) q(da - ad) - q2bc + cb (<£> p(da - ad) - p2cb + be),

(3) aa — pqaoί, βb — pqbβ, 7c — pgc7 , δd — pqdδ,

(4) OίC — pea , βd — pdβ, α& — qba , 70? — qdη ,

(5) /3α — paβ — (pq — l)ba, δc — pcδ — (pq —

(6) 7 a — ga7 — (pg — \)ca, 56 — gW — (p#

(7) a d — d a , qβc — pcβ — (pq — \)da, P7& - #67 — (pq — l)da ,

(8) p(?<5a — pρa^ — g(p^ — 1)67 — p(pq — l)cβ — (pq — I)2da ,

(9) a 2 , /?2, 7

2

(10) aη + pηa, βδ + pδβ, aβ + qβa, 7<5 + qδη,

(11) δa + aδ, p^yβ-\-qβj — (pq — l)aδ.

(oύ p, g designent des elements inversibles de if et α, /?, 7 et 5 les differentielles de α,
b, cεt d respectivement) et Zl (resp. ε) Γunique morphisme d'algebres differentielles
tel que

Δ(.a) = a<

Δφ) = a i

Δ(c) = .

Δ(d) =

(resp. ε(α) = ε(d) = 1 et ε(b) = ε(c) = 0).

Alors la matrice
(a b

A={c d
est une matrice multiplicative dont les coefficients engendrent la K-algebre differen-
tielle Ω, et si Γon pose

t = ad — q~ιcb = da — qbc = da — pcb = ad — p~ιbc,

on a
Δ(t) = t®t, ε(t) = 1

et

d —qb\ ίa b\ _ /a b\ ( d —pb
—q~ιc a ) \c dj \c d) \— p~ιc a

ce qui prouve que le monoϊde quantique (X, m, e) est un monoϊde quantique de
Cramer. De plus, on demontre que si (X, rh, e, i) designe le groupe quantique associe
au monoϊde quantique (X,m,e), alors Ω^ = UΓ((α,6, c, d, s))/J\ oύ s designe une
nouvelle indeterminee et J1 est Γideal differentiel de K((a,b,c,d,s)) engendre par
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J, st — 1 et ts — 1, autrement dit, Ω% s'obtient de Ωx en "inversant" Γelement t,
qui s'appelle le determinant quantique.
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