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Etude spectrale d'une famille d'operateurs
non-symetriques intervenant dans la theorie
des champs de reggeons
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Departement de Mathematiques, Universite de Nice, F-06034 Nice Cedex, France

Abstract. In this paper, we study a few spectral properties of a non-symmetrical
operator arising in the Gribov theory.

The first and second section are devoted to Bargmann's representation and
the study of general spectral properties of the operator:

Hλ,,μ^ = λ' £ AfAJ + μ Σ
7 = 1 J = l

N-l

where Af and Aμje [1, TV] are the creation and annihilation operators. In the
third section, we restrict our study to the case of nul transverse dimension
(N=l). Following the study done in [1], we consider the operator:

where A * and A are the creation and annihilation operators.
For λ'>0 and λ'2^μλ' + λ2. We prove that the solutions of the equation

u'(t) + Hλ>}μfλu(ί) = 0 are expandable in series of the eigenvectors of Hλ>tlXtλ

for ί > θ / ' '
In the last section, we show that the smallest eigenvalue σ(α) of the operator

Hλ\μ,λ,a is analytic in α, and thus admits an expansion: σ(α) = σo + ασ1

+ α 2 σ 2 + . . ., where σ0 is the smallest eigenvalue of the operator Hλ'ίfltλ>0.

0β Introduction

La theorie des champs de reggeons a ete invente par Gribov [9] en 1967, afin de
decrire le comportement a haute energie des sections efficaces de collisions de
particules elementaires.

Elle est caracterisee par une famille d'operateurs non-autoadjoints s'exprimant
en fonction des operateurs de creation et d'annihilation usuels.
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Plus precisement, Γhamiltonien de la theorie des champs de reggeons a une seule
dimension transverse, une fois mis sur reseau et tronque, s'ecrit:

N N N

Hλ',μ,λ,a = λ' Σ Af2Aj + μ Σ AfAj + iλ Σ A*(Aj + Af)Aj
J - l J = ί 7 = 1

N-l

+ oc Σ (Af+iAj + AfAj + i) , (0.1)

oύ
- λ' est le «four-pomeron coupling)),
- μ est Γintercept de pomeron,
- λ est le «triple-pomeron coupling)),
- α est la pente de la trajectoire de Regge
et
- Aj, Af sont les operateurs d'annihilation et de creation agissant sur un espace de
Hubert E et verifiant les proprietes suivantes:

[Aj,Aj*] = δjkI , [Aj,Ak\==[A*,Ak] = Q \ ./, A: = 1,2,. . . ,N , (0.2)

Les domaines

Π D(Aj) et D(AfAj)rsD(AjAf) (0.3)

sont denses dans E pour tout ye [1,ΛΠ
Le fait que Hλ>μλjx n'est pas auto-adjoint est d'une part essentiel pour que

la theorie des reggeons ait un sens et d'autre part une source d'ennuis mathema-
tiques.

Dans ce travail, on fait une theorie spectrale complete pour Hλ>μ^λa,\
- Definition du domaine, construction du semi-groupe associe, analyse spectrale et
comportement asymptotique de ce semi-groupe.

En utilisant Γarsenal des perturbations analytiques des operateurs, on etablit
des resultats sur le comportement de la valeur propre principale de Hλ>ilXtλ,a en
fonction du coefficient de couplage entre les sites α.

1. Representation de Hλ>tlltλta dans Γespace de V. Bargmann

Pour Γ etude de Hλ, μ λ a , on considere la representation holomorphe dans laquelle,
les etats sont definis comme les functions analytiques de Γespace de Bargmann E [2],
c'est a dire:

E=l(p\£N-><£ analytiques; J e~lz{2\φ(z)\2dv(z)< + (

oύ z = (z 1 , . . . , z N ) , dv(z) = dX'dYI(2π)N avec z = X+iY, X=(xx,. . . ,xN) et

Y=(>Ί, . ,yN)
Dans cette representation, les operateurs Aj et Af sont respectivement la

derivation par rapport a Zj et la multiplication par Zj.
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L'espace ci-dessus est un espace de Hubert pour le produit scalaire:

Nous nous limiterons ici a rappeler, tout en les precisant quelques proprietes de
E qui nous serons utiles dans la suite. Pour une description detaillee de l'espace de
Bargmann, on consultera [2, 3].

Lemme 1. i) Pour tout multi-indice k = (k1,. . ., kN) d'entiers naturels, on designe par
N

ek(z) = zk/γk\, oύ zk= Π Z)J et k\=k1lk2l. . .kN\ alors la famille ek est une base
orthonormee de E. -7"1

ii) U espace P des polynδmes a N variables est dense dans E.
iii) L'espace E est isometrique ά Γespace Es des suites

a = (ak) telles que: | | # | | 2 = Σ k\\ak\
2< + oo ,

Γisomέtrie ci-dessus est donnee par :

φ(z)= ^ ak

En tenant compte des proprietes de l'espace des suites Es, les operateurs Aj QίAf
(resp. Aj et Af2) peuvent s'ecrire:

- Ajeo = 0, Ajek = yΓkjek-tj, oύje [1, N] et ε/ = (0, 0,. . ., 1,. . . ,0) le multi-indice
dont toutes les composantes sont nulles sauf lay l έ m e

je[UN] ,

- Af ek = ]/kj+ΐ]/k~^2ek + 2εj je[UN] .

Lemme 2. i) D(A;) = <(ak)', Y (ki-\-l)\ak + ε | < +00
[ K

ii) Aj et Af sont adjoint Γun de Γautre et on a:

N N

iϋ) D— pj D(AJ) et D2 = f] D(A2) sont denses et sΊnjectent dans E de faςon

compacte.

D et D2 sont respectivement munis des normes:

/ N \ l/2 / N \ l/2

\\(P\\D=[ Σ M J Φ I I 2 ' l l ^ l l ^ 2 = Σ Λ 2 Φ

Lemme 3. Si φ appartient a Γespace de Bargmann alors ses restrictions aux espaces
X+ i^N sont de carve integrable par rapport au poids exp (— | Y\2).

La demonstration de ces trois lemmes est classique cependant on donnera ci-
dessous une demonstration originale au troisieme lemme.
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Dans [2], Bargmann a construit une isometrie entre Γespace E et Γespace L2(IRN)
des fonctions de carre integrable, de sorte que, toute fonction φ de £est representee
de maniere unique par une fonction de L2(1R]V) au moyen de Pintegrale suivante:

φ(z) = c J e'ί/2z2-i/2q2 + ]/Jzqf(q)dq , (1.2)

et on a:

Posons gz{q) = e~1/2q2 + v2 z ^ qUj est une fonction de L2. On peut alors ecrire (1.2)

sous la forme:

e^2z2φ(z) = c J gz(q)f(q)dq . (1.3)
IR ί λ

Comme g e t / s o n t toutes les deux dans L2(IRiV) on peut appliquer I'identite de
Parseval a (1.3) et on obtient:

e1f2s2φ(z) = c1 j gz(p)f(p)dp , (1.4)

gz(q) etant une gaussienne oύ c1 est une constante, on sait calculer sa transformee de
Fourier:

gz(p)= j eiqpgz(q)dq= J e-W*2 + iV2z-i<Py,dq

(1.5)

Comme z = X + zΎ, on peut ecrire, pour tout X fixe, la fonction gz(p) sous la forme:

gz(p) = (2nfl2ell2{VJx~i{p-V2Y))2 . (1.6)

En posant:

hx(p) = eχ2e-1/2(p2 + ίpXl/2^2\ la fonction ell2z2φ(z)

apparait alors comme la convolee de hx et de/evalue au point |/2 7, c'est a dire:

Y) , (1.7)

oύ c2 est une constante.
11 en resulte que Γapplication y-+ell2{X + iY)2φ(X+iY) est dans L2 pour tout X

dans RΛr.
En appliquant une inegalite de Young [4], on peut deduire:

)\\l2Sc\\hx\\l\\f\\l2, (1.8)

oύ c est une constante.
Comme \\hx\\2

Lι=cze
2W1 et | | / | | i 2 = c 4 | | / | | i 2 on en deduit que:

I e-^2\φ(X+iY)\2dYSc5e
χ2\\φ\\2 , (1.9)



Spectral Properties of a Non-Symmetrical Operator 267

oύ c5 depend de toutes les constantes precedences, ce qui acheve la demonstration du
lemme.

Dans la suite, on considere Γoperateur Hλ>μλc, agissant sur EQ, oύ Eo est un sous
espace ferme de E, constitue des fonctions de Bargmann qui s'annulent a Γorigine
c'est a dire:

E0 = {φeE; (JO(O) = O} . (1.10)

Cette restriction elimine la valeur propre zero qui est sans portee physique.
Comme Hλ>^λ^ est un operateur non borne et non auto-adjoint, on etudiera

dans le paragraphe suivant ses premieres proprietes spectrales par Γintermidiaire de
sa resolvante.

2, Proprietes generates de Hλ^μA>aL

Tout au long de ce paragraphe, on supposera que (λ', μ, /, α) e R 4 avec λ' φ 0 et on
commence par donner quelques notations:

- Po designe l'ensemble des polynόmes qui s'annulent a Γorigine,

~ s = Σ AfA) d e domaine D(S) = {φeE0; SφeE0},

N N N-ί

- H=μ X AfA + iλ Σ A*(Aj + A?)Aj + aL Σ (A?+ίAj + A*Aj + ί),
j=l j=1 j=1

- Hχ' — λ'S + H avec / ' non nul,

- Le domaine maximal de Hλ> (resp. de H) est D(Hλ>) = {φeE0 Hλ>φeE0}

- Le domaine minimal de Hr (resp. de H) est:

Dm[n = {φeE0, 3pneP0, 3ψeE0; pn->φ ct Hλ>pn-+ψ}

quon notera aussi par H™in (resp. Hmin).

Remarque 1. i) L5espace de Bargmann E s'injecte de faςon continue dans Γespace des
distributions D(1R2Λ/).

ii) L'espace de Bargmann s'injecte de fagon continue dans Γespace des fonctions
analytiques en la variable z>, y e ΊR.N et satisfaisant:

j e~M2\φ(iy)\2dy< + oo .

iii) Tous les domaines defini ci-dessus, (muni de leur norme du graphe),
s'injectent de faςon compacte dans E.

CommencΌns par degager trois lemmes fondamentaux qui nous permettent de
montrer, en particulier que pour λ' non nul, que Hλ> est un operateur a resolvante
compacte.

Lemme 4. i) Soitje [1,7V], V/ceJN4", V'ppolynδme en A}et Af de degre r<2k on a:
Vε>0, 3c ε >0 telque ) k
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ii) Soit je[l,N], ViceN, on a Vε>0, 3cε>0 tel que )

Demonstration.

i) Soit φ(χ) = Σ akek(z) on a:
K

K

X (kj + l-m)(kj +
K

akί...(kj + l~m)...kN\Z

* * * Si l^m on a: γ(kj + l—m)\ = ]/k^\ γkj + 1 . . .]/(kj + l—m). II en resulte
que:

E n p o s a n t u ( k i ) = ]/(ki + l — m ) \/{ki + l — m — V) . . . y ( k i + \) . . . (/:,•—m + 1), o n
en deduit:

( j ) ] f ) d'ou w(^ ) =

Si /^m, de fagon similaire on deduit que:

Calculons maintenant Γexpression: (kAfmA)φ,φs) on a:

K

j +1-m)]\ak\
2

Comme w ^ ) = O (kj a {l + m )), il existe c0 > 0 et q > 0 tels que u (kj) rg (
Pour m + l<2k on obtient, en appliquant Γinegalite de Young, \fδ>O3cδ>O;

1 en resulte alors que:

d'oύ:
Vε>0 , 3cε>0 tel que VφeD(A2k) ,

ii) De (i) on deduit (ii).
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Lemme 5. i) Soitje [l,vV], VέeN+, \Jppolynόme en Aj et Af de degre r<2k on a:

, 3cε>0 telque

ii) Soitje[l,N], \/keΉ + , Mp polynome en A} et Af de degre r <2k on a:

3 c ε > 0 telque \/φeD(Aj{k + 2)) ,

Demonstration, i) En appliquant le (i) du lemme precedent, on obtient:

Vε>0 , 3cε>0 t e l q u e V φ j { k + 1

Comme AjAf —AfAj = I, on deduit que:

, AfίkAj = AjA*k-kA?{k-1\ il en resulte que:

DΌύ:
Vε>0 , 3cε>0 telque \fφeD(Aj{k

ii) De facon similaire.

Lemme 6. Soient:
N

- S= Σ Af1 A] de domaίne D(S) = {φeE0; SφeE0} et

- H=μ Σ

N - l

Alorsona: i) Vβ>0, 3cε>0; ||//φ|| gε| |Sφ|| +c e | |φ | | VφeD(S).

ii) Vε>0, 3cε>0; |<ifφ, φ>|^ε<Sfφ, φ> + c ε | |φ| |2 VφeD(S).

ni) Vε>09 3cε>0; |<//φ, φ>D |^£<^φ, φ>D + c ε | |φ| |^ Vφe f)

N

iv) Vε > 0, 3cε > 0; \(Hφ, φyo'A = ε(Sφ, Φ)D 2 + ̂ H ψfΰ2 Vφ 6 P|
7 = 1
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Demonstration, i) Soit φeD(S), alors pour φ(z)= Σ akek, on a:

[k2+k2±...+k2

N]\ak\
2<+σD

et
Σ [^(^-υ2+^2(^2-i)2+ . +^(^-i

on en deduit que: Σ [Af + fc* + + &«/#] l^l2 < + °° •
| f c | ^ l

Comme:

Σ ̂ -̂

En combinant Γinegalite de Cauchy et celle de Holder on obtient:

N N "I

6Ί y k2jrC? y A:? |βfe|2 ?

oύ Cγ et c2 sont deux eonstantes on peut aussi deduire que:

oύ c est une constante.
Appliquons a nouveau Γinegalite de Holder au couple (&J,1), pour tout

ye [1,7V], on obtient:

\/δ>0 , 3 Q > 0 tel que k]^δkf

ce qui nous permet de deduire :

Vs>0 , 3c f>0 ; | | i/φ| |^ε| |S'φ| |+cF | |φ| | VφeD{S) .

(ii), (iii) et (iv) sont une consequence des Lemmes (4) et (5.).

Proposition 1. i) Pour toute suite {φk} dans D(S) telle que les suites {φk} et {Sφk}
soient bornees on peut extraire de la suite {Hφk} une sous suite conυergente e'est ά
dire: H est S-compact.

ii) f
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Demonstration, i) Comme S est un operateur a resolvante compacte et H est
strictement domine par 5, d'apres le (i) du lemme precedent, il en resulte que //est
^-compact.

ii) II suffit de combiner (i) et le theoreme suivant:

Theoreme 111, p. 194, Kato [17].
Soient Tγ et T2 deux operateurs sur un Hubert F tels que T2 est 7^-compact.
Alors, si 7i est fermable, Γoperateur T=Tλ + T2 est aussi fermable.
Les fermetures de 7\ et Γ ont le meme domaine, et T2 est /"-compact.
De plus T est ferme si Tx Test.

Proposition 2. Powr λ' non nul, 3βoeIR; H™in + βolsoit bίjectif.

Demonstration. Soit β>0, considerons Γoperateur Hλ> = λ'S + Hqu'on peut ecrire
sous la forme Hy = λ'(S + /////), soit done:

Comme S + βl est un operateur inversible, il suffit de montrer que
Λ / / / ( 5 + ^ / ) ^ 1 | | < I .

Soit ψεE, on a Ve>03c ε >0;

Comme I^S + jS/)"11| ^l/j8, on en deduit que:

||lM'/Γ(S + j8/)-V|

D'oύ pour ε< 1/2 et β>cj(ί —2ε) on a:

Hl/Λ'i/CS +

Par consequent, il existe /?0 e IR tel que:

Hftn + βol soit bijectif .

Proposition 3β Pour λ' non nul, on a: Le domaine maximal de Hλ est egal ά son
domaine minimal

Demonstration, a) L'inclusion de Dmin dans D(Hλ>) est evidente.
b) Pour montrer l'inclusion reciproque, on considere φeD(Hλ>): e'est a dire

φ e Eo et Hλ> φ e Ξo comme il existe β0 e IR tel que H™m + βol soit bijectif de Dmin sur
Eo, alors il existe φ1 e Dmin tel que (Hλ> + βol) φ = (//?in + βol) Ψi on a en particulier
(Hλ> + βol) (φ — φ1) = 0, il faut done montrer que //Λ '+/?0/est injectif.

Pour ce faire montrons Γinegalite a priori suivante:

Pour / ' > 0 , 3c>0; R e < / / ? i n φ , φ > ^ -6' | |φ| | 2VφG/)m i n .

Pour λ ' < 0 , 3 c > 0 ; Re < / / Γ > > ^ | | | | 2 V / )

Pour ; / > 0 , on a Re (Hfnφ, φ} = λ'(Sφ, φ> + Re <//φ, φ>, de Γinegalite (ii) du
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Lemme (6) on deduit que:

R e < / / λ

m ί > , φ > ^ ( A / - ε ) < 5 φ , φ > - c | | φ | | 2 Vφeί) m i n •

En choisissant ε^λf on obtient le resultat.
De cette inegalite a priori, on deduit que H™m + βol est un operateur a image

fermee. D'autre part, on a: Hj,μλ a = Hλ>tβt _ λ>α, ou Hliβtλ%Λ designe Γadjoint formel
de/7λ,.

Puisqlie Γadjoint du minimal est Γadjoint formel maximal voir [6] il decoule de
la proposition precedente que Hj> + βol est inversible; il est done surjectif ce qui
prouve Γinjectivite de Hλ> + βol. Par suite φ = φι et done φ e D m i n , ce qui acheve la
demonstration.

Proposition 4. Pour λ' non nul on a:
i) Hλ> de domaine D(S) est un operateur ά resolvante compacte.

ii) Le spectre de Hλ> est une suite de nombres complexes (σk) (quonpeut ordonner
en ordre croissant de modules tels que lim \σk\ = + oo lorsque k tend υers Γinfini).

iii) σk est une valeur propre de Hλ> ̂ k ^ 0.
iv) Uimage de Hλ —σkl est fermee
v) Hλ> —σkl est un operateur a indice et son indice est nul

Demonstration, i) Comme D(S) s'injecte dans Eo de faςon compacte et que
Γensemble resolvant de Hλ> n'est pas vide, on en deduit que Hλ> est un operateur a
resolvante compacte.

(ii), (iii), (iv), (v) sont des resultats classiques.
On suppose /Γ>0, et on considere le probleeme de Cauchy:

u'(t)=-Hλ>u(t) , t>0 , u(0) = φ et φeD(Hλ) . (2.2)

Pour montrer que le probleme de Cauchy est bien pose, e'est a dire, pour montrer
Γexistence et Γunicite du probleme (2.2), on est amene a verifier les hypotheses du
theoreme de Hille-Yosida.

Proposit ion 5. Pour λ'>0 on a:

i) — Hλ> est un generateur infinitesimald'un semi-groupefortement continu e~tH*'
et il existe βo>0 tel que

ii) e t{Hλ' + βoI) est compact yt>0.
iii) σ(e~~tH*') = e~tσ{Hλl)u{Ox

h oύ σ{Hλ) designe le spectre de Hr.

Demonstration, i) De Γinegalite a priori (2.1) et la Proposition (3) on a Γexistence de
β0 > 0 tel que:

|||| . (2.3)

II en resulte que Hλ> + βol est un operateur accretif et par suite:

\/φsD(Hr) . (2.4)
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II decoule alors de la proposition (4) que:

βo) Vβ>βo- (2-5)

Les hypotheses du theoreme de Hille-Yosida sont done verifiees et le (i) est ainsi
demontre.

ii) Pour Γetude de la eompaeite du semi-groupe on est amene a montrer le
lemme suivant:

Lemme 7. Soit u'(t)= -Hλ.u(i), t>0, u(O) = φ.

N

Soient λ ' > 0 et u(0)eD= f] D(Aj), alors on a:
7 = 1

i) II existe c>0 tel que \u(i)\D^ect\u(ϋ)\D.

ii) e-tH*'ΦeL2([0,T],D

iii) e~tHλ'ΦeD W > 0 et

Demonstration du lemme. i) Soit u'(t)= —Hλu(t) avec Λ/>0, on a:

Re < M / ( 0 5 M ( 0 > D = - R e (Hk.u{t\u(t)>D

D'apres Γinegalite a priori (iii) du Lemme (6), on deduit qu'il existe une constante
c>0 tel que:

{\l2)dldt\\u(t)\\l^c\\u(t)\\2

D ,

et en appliquant le lemme de Gronwal, on etablit:

| | « ( 0 ! | D ^ ^ | | « ( 0 ) | | D avec u(0)eD(Hl) , mais D(H2

λ)

est dense dans D alors pour tout u(o)eD ΐl existe um(0)eD(Hj) telque wm(0)->w(0)
quand m-+ + oo et par passage a la limite on en deduit que:

D^ect\\u(0)\\D avec κ(O)eZ) . (2.6)

ii) Soit u'{t)= —Hλ>u{t) avec w(0) = φ, soit u(O)eD(Hj>), alors on a:
Re <V(/), u(t)}= — Re (Hλ>u(t), u(t)), comme (,4, + ̂ / ) est un operateur

symetrique et comme

Re

II en resulte que:

j j

orVε>0,3c f >0telque U ^ M ί O l ^ ε U ^ M ( 0 | | 2 + C £ | |M(0 | | 2 [lemme (4)]. DΌύ pour
λ'>0 on a:
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En choisissant ε<λ7(|μ|+2α), on en deduit que:

ί/2d/dt\\u(t)\\2 + (λ'-ε(\μ\+2x)) £ \\Aju(t)\\2^ceQμ\+2aι)\\u(t)\\2 .

Integrons chaque membre de cette derniere inegalite sur Γintervalle [0, T] pour
obtenir:

J £ \\AJu(t)\\2dt^ \\u(0)\\2 + c ] \\u{t)fdt .
0 j = 1 0

De cette inegalite a priori on deduit:
T

d'une part que j \\e~~tHλ'φ \\2

Ddt^ \\ φ \\2 VφeD(Hλ') et d'autre part (en appliquant
o τ

le Lemme de Fatou) que J \\e~tHλ'Φ\\2

Ddt^ \\Φ\\E0 ^Φ^EQ. II en resulte qu'on a

iii) II resulte de (ii) que u(t)sD sauf peut etre sur un ensemble de mesure nulle.
Mais de Γadditivite du semi-groupe on deduit que u(t)eDVt>0.

Re tour a la demonstration de la proposition 5. ii) Du lemme precedent, on deduit que

e-t(HΛ' + βoi) e s t u n Opέrateur fortement continu de D sur lui meme. Comme D
s'injecte de faςon compacte dans Eo, on deduit que:

e-t(Hλ> + βoi) e s ^ u n Operateur compact pour tout ί > 0 .
(iii) est une consequence immediate du Theoreme 2.4, p. 46, Pazy [23].

3. Etude άe Hλμ = λΆ*2A2+μA*A + iλA*(A+A*)A(unsite)

Dans ce paragraphe, on etudiera les proprietes spectrales de Γoperateur Hλ>tfitλfσ. a
un site, c'est a dire agissant sur Γespace de Bargmann:

analytiques; J e~^2\φ(z)\2dxdy< + oc et

Plus precisement, Γoperateur Hλ>ίμ%λta s'ecrit dans ce cas sous la forme:

\A , oύ A=d/dz (3.1)

et A * est la multiplication par z.
Nous resumons d'abord certaines proprietes de Hλ> deduites du paragraphe

precedent sous forme d'une proposition:

Proposition 6. Solent S = A*2A2 et H = μA*A + iλA*(A -\-A*)A, on pose
Hλ> — )J S + H alors on a:

i) Pour λ' non nul, D(Hλ) = D(S).
ii) Pour λ' non nul, 3/?oeIR; (Hλ' + βol) a un inverse compact.

iii) Pour λ'>0, 3c>0 tel que Re(Hλφ, φ}^ -c\\φ\\2.
iv) Pour λ'>0, — Hλ> engendre un semi-groupe compact verifiant: ||e~tHλ' || ^ e β o t .
v) σ(e-tH*') = e-tσiHλ'}u{0}.

Commenςons par preciser d'autres proprietes spectrales de Hλ .
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Proposition 7. Solent λ' non nulet λ/λ '(λ/λ' + μ/λ) ^ 1 alors les υaleurspropres de Hλ>
sont reelles et simples.

Demonstration. On considere le propleme aux valeurs propres Hλ>φ = σφ c'est a
dire:

On reecrit (3.3) sous la forme:

7 ^
(λ z + iλ)

φeE0 et

φ(z) .

(3.3)

(3.4)

II decoule de (3.4) que z0 = 0 et z± = —iλjλ' sont des points singuliers reguliers, de
plus en ces points les equations caracteristiques sont respectivement: s(s — 1) = 0 et
s [s + λ/λ '(λ/λ' + μ/λ) -1 ] = 0.

De la theorie de Fuchs [25], on deduit que les solutions φ(z) de (3.3) qui sont
holomorphes ont le comportement suivant:

en zo = 0 et en zί=—iλ/λf . (3.5)

Pour z au voisinage de Γinfmi, qui est un point singulier irregulier posons dans (3.4)
ψ(z) = φ'(z), il en resulte que:

En posant Φ(z) = \φ(z), ψ(z)), on obtient le systeme differentiel suivant:

0 1

iλz -f μ

z(λ'z λ'z + iλ

Φ(z) . (3.6)

Soit z = reiω avec re[0, + oo], ωe [0, 2π] et JP(r) = (<p(rei0>)5 Ψ(reiω)). On a alors
Γequation differentielle suivante:

Wf(r) = e~icoM(reiω)W(r) , (3.7)
ou

0

σ iλreι

reίω(λ'reiω + iλ λ'rei

Soit | | |M| | | une norme de la matrice Mdans C comme \\M(reiω) W(z)\\ ̂  | | |M| | | || W\\,
on en deduit que:

Pour R > λ/λ'ldi norme | | |M| | | est bornee en dehors du disque de rayon R et puisque

— II ̂ Wll = II W'WlL o n P e u t appliquer le lemme de Gronwal [5], ce qui conduit a
dr
Γinegalite suivante:

η +oo[ , \W(RQiω)\\e z\-R) (3.9)
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en particulier on a: |φ(z)|^sup || ̂ (Reίω)||elllMIIKkl-*). II en resulte que φ
ω

appartient a Γespace de Bargmann Eo. C'est a dire, on a le lemme suivant:

Lemme. Les solutions analytiques de Hλ>φ = σφ sonί dans Γespace de Bargmann.

On fait maintenant, une restriction a Γaxe des imaginaires negatifs en posant:
u(y) = φ( — iy) avec >'e[0, +00], alors Γequation differentielle ordinaire (3.3)
s'ecrit:

-y(λ -λ'y)u"(y)+y(λy-\-μ)u'(y) = σu(y) , oύ (3.10)

f + α) )
ueE1=<u:[0,+oo[-*<i: analytiques; J e y \u(y)\2dy< + 00 et u(0) = 0> el

I 0 J
σ e C .

On remarque que Γintegrale ci-dessus est finie lorsque φ appartient a Eo (Lemme 3
du premier paragraphe). On pose:

ρ'-=λ\λ' , q — μ\λ avec Λ ' Φ O et /Φ0 .

Soit ye[0, ρ'] avec ρ'>0, on multiplie Γequation (3.10) par r(y)ϋ(y) [r(y) sera
determinee plus loin]. On pose s(y) =yr(y) et on integre par parties sur Γintervalle
[0, ρ'], ce qui conduit a:

[s{y){λ'y-λ)u'{y)U{y)t-)s(y)(λ'y-λ)\u\y)\2dy
0

y + μ)s(y)--^-((λ'y-λ)s(y)) \u\y)Q(y)dy

= σ ] r(y)\u(y)\2dy . (3.11)
0

On choisit s(y) tel que — ((λ'y — λ)s(y)) = (λy + μ)s(y); on obtient:
dy

s(y) = ceρ/y\y~ρ'\Q'{ρ + ρΊ~1 oύ c est une constante.
Lorsque ρ'(ρ+ {?') = !> ^a fonction ^^^( j ) est bornee ce qui entraine:

[s(y)(λfy-λ)u'(y)ΰ(y)]t = 0 .

11 en resulte que:

- j ,v(>')(Λ>-Λ)|M'(j;)|2^ = σ ί r{y)\u{y)\2dy . (3.12)
0 0

L'equation (3.12) signifie que Hλ> est un operateur symetrique sur Γespace
Li [(0,Q'),r(y)dy].

Soit E2 = {veL2[(0,ρ% r(y)dy]; HλveL2 [(0, ρ'), r ( ^ ) φ ] e t t;(0) = 0}.
Alors Γespace des restrictions des elements du domaine de Hλ> en tant

qu'operateur sur Eo est inclus dans E2.
De l'equation (3.12), on deduit que, pour ρ'(ρ + ρ')^l les valeurs propres de Hλ>

sont reelles.
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11 nous reste a montrer qu'elles sont simples pour ce faire, considerons Γespace
L2 [{0,ρ'),r(y)dy]; sur cet espace Γexpression de Hλ n'est autre que:

l . (3.13)lτ(Λy(Q
r{y)

Posons p(y) = λry(ρ' — y)r(y), on a:

et φλφ

alors

' -φψ')]'

si Hλφ = σφ avec φφO et Hλ'φ = σφ avec i/'φO, on en deduit que: [p(φφr ~φφ')]
est constante, et comme cette expression s'annule a Γorigine il en resulte que
xjjφ' — φφ 'ΞO,(// est done proportionnelle a φ, c'est a dire Γespace propre associe a la
valeur propre σ est de dimension un.

Montrons maintenant, qu'il n'y a pas de bloc de Jordan, c'est a dire, montrons
que:

Vσeσ(// ;/) on a Ker (Hλ. -σlf = Ker{Hλ. - σ l ) .

et (3.14)

(3.15)

Pour ce faire, supposons qu'il existe φeKQΐ(Hλ> —σl) tel que:

1

r

1

r

En multipliant (3.14) par rφ et (3.15) par rφ, puis en integrant les deux equations sur
[0,ρ'] on obtient:

Q' Q' Q' Q' Q'

J {pφ')'φdy =σ j rφφdy et J (pφ')'φdy = σ J rφφdy + J r\φ\2dy .

o o o o o

II en resulte, apres integration par parties que:

Q' _ Q' _ Q' Q' Q'

j pφ'φ'dy = σ j rφφdy et J pφ'φ'dy = σ j rφφdy + J r\φ\2dy .
o o o o o

Si on calcule la difference de ces deux dernieres equations on obtient:

e' β' Q'

j p[φ'φ' — φ'φ'\dy = σ J r(φφ — φφ)dy — \ r\φ\2dy . (3.16)
0 0 0

DΌu
e' _ e' _ Q'

2/ j lm(φ'φr)dy = 2ίσ j Im(φι^)fl(y —j r|φ|2ί/y . (3.17)
o o o

e'

Comme /? est une function reelle et σ e IR, on en deduit de (3.17) que j r \φ |2 dy = 0 ce
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qui est impossible, par consequent, les valeurs propres de Hλ> sont simples ce qui
acheve la demonstration.

Maintenant, on va appliquer un resultat fin de Lίdskii pour montrer Γexistence
d'un ensemble total de fonctions propres de Hλ> avec Λ/φO. D'une faςon precise
on a:

Proposition 8. Solent λf>0 et λ'2:gμλ' + λ2, on cosίdere le probleme de Cauchy:
u'(t) + Hλ>u(t) = Q, u(0) = φ et t>0; alors on a:

^^e~σict(Pk oύ φkeD{Hλ) , φteD(H}),

et Hfφt
La demonstration de cette proposition (enoncee dans [14]) repose sur un theoreme
fin de Lidskii qu'on donnera ci-dessous sous forme simplifΐee.

Theoreme de Lidskii [19], Theoreme 3, p. 208]. Soit T un operateur lineaire de
domaίne D(T) dense dans un Hubert B et ά resolvante compacte, on suppose que les
valeurs propres de T sont simples et que zero rtest pas valeur propre. Soit le probleme
de Cauchy:

u'(t) + Tu(t) = 0 , u(G) = φ et ί > 0 . (3.18)

Si T verifie les deux conditions suivantes:

1) 3p; 0 <p < 1 et ^ \ak\
p converge oύ ock, k = 1,. . . sont les valeurs propres de

/JΉ«-1 j -ίγ/2 k

ii) 3ε>0; - - + ε<* Arg (Tφ, φ > ^ - - ε MφeD(T).

Alors. 1) Le probleme (1.18) est bien pose.
2) La solution u(t) duprobleme de Cauchy (3.18) est limite de sommespartielles

de Γexpression:

γ<vM>e-β« oύ φkED{T) ,

Pour notre probleme de Cauchy, on pose:
Hλ. = Hλ. + β0I et Hί=λ'S + μA*A + β0I oil βo>0 tel que Hλ. et H1 soient

inversibles. On peut aussi ecrire Hλ=H1+iH2 avec H2 = λA*{A + A*)A.
Alors la verification des hypotheses du theoreme de Lidskii repose sur le:

Lemme 8. Soit λ' > 0 et Hλ> = H1Λ- iH2 alors on a :
i) ΠexisteoO; \{H2φ,φy\^c\{Hιφ,φy\^φeD{s).

ii) Uoperateur (l-\-iH2H[1) est inversible.

iii) 3 0 ^

iv) La serie £ | α k | p oύ αfc, k=l,. . ., desίgne la suite des valeurs propres de
k

Γoperateur compact hermίtienpositif (Hf~ιHϊ'1)112 est convergente V/7> 1/2. (On
dit que Hχ1 appartient a la classe lp(E0) de Carleman.)
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Demonstration du lemme. (i) et (ii) decoule du Lemme (6),
iii) decoule de (i).
iv) Comme Hχl =Hϊ1(I+iH2Hϊι)~1, et soient αk les valeurs propres de

(Hfr1^^1)1/2 et yk,k = \,. . ., celles de H[ι. Puisque l'operateur (I+iHzHΓ1)'1

est borne par une constante c, il est connu en appliquant le theoreme du minimax
([8], Gohberg-Krein, p. 27), que onk^cyk.

Comme H1 = λ'A*2 A2 + μA* A + βol est auto-adjoint et que la famille

ek(z) = {zk/]/k\} forme une base de fonctions propres de Hx associees aux valeurs

propres ωk = λ'k(k — 1) + μk + βolon deduit que yk = l/ωk^l/k2, il en resulte que:

Σ<χ£< +oo V/?>l/2 .
k

Quant a l'operateur limite Hμλ (/Γ = 0), il a ete etudie dans [11,12,1].
Nous commencons par resumer quelques proprietes spectrales de Hμλ etudiees

dans [11,12].

1) Proprietes de Hμ λ. a) Hμ λ = λHμ/λ oύ on a note Hμ au lieu de HμΛ.
b) Pour μφO, Hμλ est la fermeture de sa restriction aux polynόmes.
c) Pour μ =f= 0, Hμ λ a un inverse compact.
d) Hβt-λ = H*λ. '
e) Les valeurs propres de Hμλ sont reelles.
ί) P o u r μ > 0 , Re (H^φ, φ > ^ μ | | φ | | 2 , pour μ < 0 , Re <Hβtλφ, φ > ^ |
Dans la suite nous indiquons une demonstration de ces proprietes. Notons par

H™χ la fermeture de Hμ λ aux polynόmes Po et par Dmϊn son domaine.
Soit μ > 0 alors on a pour φeDmϊn:

\ \ \ \ \ \ \ \ . (3.19)

L'inegalite (3.19) serait fausse si on n'avait pas elimine les fonctions constantes. En
se restreignant a Eo, cette inegalite deviendra la propriete (f) lorsque nous
demontrons (b). De (3.19), on deduit d'une part que Dmin est contenu dans le
domaine de A, en particulier son injection dans Eo est compacte (quand on munit
Dmin de la norme du graphe), et d'autre part que H™χ est injectif et que son image
est fermee.

Nous allons maintenant demontrer que Hffi est inversible, pour ce faire, on
montre que son image est dense et pour cela que son adjoint est injectif. On verifie
que cet adjoint n'est autre que Hμ-λ.

Les seules fonctions nulles a Γorigine que Hμλ annule sont les

c]e~ξ2l2+iμ/λξdξ avec AφO .
o

On verifie facilement que ces fonctions n'appartiennent pas a Γespace de Bargmann.
H™χ est done inversible et Hμ λ en est une extension injective. II en est que

Hμλ = H™1χ. La propriete (c) en resulte puisque nous avons vu que Hμλest inversible
et que Γinjection de son domaine dans Eo est compacte.

La demonstration de la propriete (e) repose sur trois lemmes:
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Lemme 9. Solent λ'>0 et μ>0, alors les images de la boule unite par Hχl sont
contenues dans un compact de EQ independament de λ'.

Demonstration. Soit Hλ=λ'S + H oύ S = A*2A2 et H=μA*A + ίλA*(A+A*)A.

On considere ici Hλ> comme une perturbation de H. On a:

Re (Hλ>φ, φ) = /L'||^42φ||2 + μ||^4φ||2; pour λ' >0, on en deduit que:

Re<// λ φ, φ>|^μ| |v4φ| | 2, en appliquant Γinegalite de Cauchy on obtient:

\ψ\ et comme | |φ | | ̂  \Aφ\, il en resulte que:

||j o n e n deduit que:

\ \ \ ψ \ . (3.20)

Ce qui prouve que les images de la boule unite par Hϊ>1 sont contenues dans un
compact fixe independament de λ'.

Lemme 10. Soit Po Γensemble des polynomes en z qui s'annulent a Γorigine alors
H(P0) est dense dans Eo.

Demonstration. Soit φeE0, comme //est surjectif, il existe φ eD(H) tel que Hφ = ψ,
d'autre part, comme Dmin = /)(//), il existe une suite de polynomes pn e Po tels que
pn->φ et il existe φ1 eE0 de sorte que Hpn-^\j/1.

Au sens des distributions, on a Hpn-+Hφ = ιj/ d'oύ ψ = ̂ i
En combinant les deux lemmes precedents, on obtient le resultat ci-dessus.

Lemme 11. Pour μ>0, on a:

Hχl-+H~x quand λ'-+0 [en norme] .

Demonstration. Comme H(P0) est dense dans Eo, il suffit de montrer la convergence
simple sur H(P0). Soit φeH(Pp), il existepeP0 tel que Hp = φ, on obtient alors:

Hχ>1Hp-p = \jjλ, et Hλ>ψλ>= -λ'Sp d'oύ:

\Hλ'\j/λ\ =\λ'\ I Sp\/ύ en resulte que \ψλ>\ = |λ ' | \Hχ'lSp\ et d'apres Γinegalite

(3.20) on obtient: | ^ | | ^ μ ' | / | μ | | | * | |
II en resulte que:
Lim H λ̂'ll = 0 quand λ'->0 et par consequent on a la convergence simple. Pour

montrer la convergence uniforme, on rappelle que D(A) s'injecte dans Eo de facon
compacte et comme \AHχ,ι\lj\ ^ l / |μ | \ψ\, la convergence est uniforme sur D(A).
Puisque ce dernier est dense dans Eo.

II en decoule que Z / ^ 1 ^ / / " 1 quand λ'->0 [en norme]. Pour achever la
demonstration de la propriete (c), il suffit de rappeler qu'on avait montre que les
valeurs propres de Hλ> sont reelles pour λ/λ'(λlλ' + μ/λ)^il, il resulte alors du
lemme precedent que celles de H le sont aussi.

L'etude de la plus petite valeur propre de Hμλ, en particulier son existence a ete
faite dans [11] et [1], nous rappelons ci-dessus certains resultats de [1].

2) Methode de T. Ando et M. Zerner. La methode de T. Ando et M. Zerner consiste
a expliciter Γinverse de H sur Γaxe des imaginaires purs negatifs.

L'operateur integral est donne par:

H-'ψi-iy)^ f Kμ(y,s)ψ(-is)ds
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oύ

Soΐt L2 [[0, + oo[, e " χ2 ~2 ωxdx], espace des fonotions de carre integrable par rapport
a la mesure e~χ2~2ωxdx.

Certains resultats de T. Ando et M. Zerner sont resumes dans la proposition
suivante:

Proposition 9 (Ando et Zerner [1]).
i) Pour tout μ de par tie reelle au moins έgale a ω, H ~1 s'etend en un opέrateur de

Hilbert-Schmidt de L2[[0, -f oo[, e~x ~2ωxdx] dans lui meme.
ίi) Pour μ > 0, H possede au moins une valeur propre. Soit σo(μ) la plus petite de

ces valeurs propres, elle est simple et la fonction σ0 se prolonge en une fonction
analytique reelle positive et croίssante.

Consequences. L'analyticite de σ0 par rapport a μ permet de prolonger les elements
de la matrice de Diffusion de facon analytique par rapport a μ. Le comportement
asymptotique de la section efficace aux hautes energies serait alors sσoiμ\σo(μ)
donnee par ce prolongement analytique (s est Γenergie).

Pour une discution du rapport de ces resultats avec la theorίe physique, on
pourra se reporter a Intissar et al. [13].

3) Comportement asymptotique de e~tH pour t-> + co. Nous terminons ce para-
graphe par la demonstration de certains resultats enonces dans [12].

Pour μ>0, nous rappelons que le probleme de Cauchy u'(t)= —Hu(t) avec
u(0) = φ est bien pose et que e~tH est un semi-groupe compact verifiant la relation
suivante:

Nous avons la proposition suivante:

Proposition 10. Soient σ0 et σ1 designant respectivement la plus petite et la seconde
valeur propre de H alors:

i) \\e'tH\\=e~σot + o(e'εt) pour tout ε<σ^
ii) (e~tHφ, ψ) = <φ, φ*) <φ 0 ? Ψ) e~σot+ O(e~σot) pour tout φeE0 et pour tout

ψeE0oύ φ0 est la fonction propre de Hassociee a σ0 et φ§ est la fonction propre de H*
associee a σ0 telle que <φ 0, φ*) = ^

Demonstration, i) Soit σ0, la plus petite valeur propre de H, Comme elle est simple,
alors il existe φ0Φθ> fonction propre associee a σ0, qui engendre un espace Fo de
dimension un. Desormais, on prend φ o | | = l ; alors il existe un sous espace Fγ

supplemental de Fo tel que:

φoφF, , E0=F0®Fί et e'tnFγ^Fγ .

Soit P la projection de Eo sm F0QtQ = I — P la projection de Eo sur F1, alors on peut
ecrire :

d'oύ: e~tHφ = c1e~σotφo+e~tHQφ .
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Dans la suite on cherche une majoration de ||e~ ίH<2φ||. Comme e~tH est une
operateur compact on a:

r(e~tH\Fί) = e~σit; oύ r(e~tH\Fί) designe la rayon spectral de Γoperateur e~tH\Fι

et σγ designe la seconde valeur propre de H [6].
Posons maintenant, t = n + s, oύ n est la partίe entiere de t done 0 ^ s < 1, on en

deduit que:

Comme lim q U a n c | n t e n c [ v e r s l'infini, il en resulte que
avec ωπ->0 quand n-+ H- oo. On a aussi:

Soit ε < σί, on peut ecrire:

= e~εten{ε~σi)esε(l+ω'n)
n .

On a done:

\\e"tH\Fί\\ S \\e~nH\Fί\\ =e~εten{E-σi)esε(l +ω'n)
n .

II en resulte que:
lim Log [e~sεeεt\e~tH\Fι\}= -oo quand ί-> + oo d'oύ: lim ^ ^ " ^ I F J I =01ors-

que /-> + oo.
ii) II suffit d'ecrire (e~tHφ, ψ) = (e~tHPφ, ψ} + (e~tHQφ, φ). Comme

\(e~tHQφ, φyi^c^^81 avec ε<σί, il en resulte que:

\(e-tHφ,ψy\ = ce-σot + o(e-σot) \fφeE0 , \/ψeE0

et

4. Quelques proprietes spectrales de Hλ'ιμtλtΛ; λ' = 0 ou α = 0

Dans ce paragraphe, on etend d'abord les resultats principaux du Sect. 2 au cas
λf = 0 et |α|<μ/2. On aborde ensuite le cas α = 0 dans ce dernier cas Γoperateur
Hλ>,μ,λ,o peut s'ecrire:

N

H— ^ Hj oύ Hj n'opere que sur la variable Zj .
j = i

L'utilisation d'un resultat fin de Ira Herbst sur les produits tensoriels des semi-
groupes et leurs generateurs infinitesimaux permet alors de donner une description
complete du spectre.

A] Etude de:



Spectral Properties of a Non-Symmetrical Operator 283

Okazawa a ete amene a etudier une famille d'operateurs de la forme: l /«5+Γ,

Proposition d'Okazawa (Proposition 11, p. 21, [22]). Soit Tun operateur lineaire sur
un Hubert B, soit S un operateur lineaire de domaine D(S) tel que D(S) czD(T). On
suppose que:

(*) 3/?e(C; Image (l/nS+T+βI) = B c'est ά dire:

(**) V^ G B, les suites {|| φn ||} et {|| Tφn \\} ^o«ί bornees. Alors (Γ+ βΙ)D(S) est dense
dans B.

Pour nos operateurs i/^ et //, la verification des hypotheses de la proposition
d'Okazawa repose sur les deux lemmes suivants:

Lemme 12. Soient μ > 0 , |α|<μ/2 et Hmm — H de domaine Dmin, alors on a:

μ — Z | α

ii) Uoperateur H est a image fermee.
iii) i ) m ί n sΊnjecte dans Eo de faςon compacte.

Demonstration, i) Soit φeDmin, on a:

iV TV — 1

Pour μ > 0 et |α|<μ/2, on deduit que:

£ | | | | | | | | 2 . (4.1)

DΌύ R e < i / φ , φ > ^ 0 et | | φ | | ^ _ l _ \\Hφ\\ \fφeDmin.

ii) De Γinegalite (4.1) on deduit que Γimage de H est fermee.
iii) Classique.

Lemme 13. Pour μ > 0 et |α| <μ/2, // existe une constante b>0 telle que:

Re(Hφ,Sφ)^ ~b\\Sφ\\ \\φ\\ .

Demonstration. On commence par remarquer que:

fAj
+1Aj + ArAJ+1)φ, Σ AfAjφ

^Φ> Σ ΛfAJ)
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II en resulte que:

N

£ AfAjΨ,Sφ
= i

N-l

7 = 1 1 = 1

Commencons par simplifier ces dernieres expressions; pour l=j on a:

Im (A?(Aj +A?)Ajψ, Af2Ajφ)= -2lm(A*Aj(p, A?A2φ}

Pour /φj on a:

(AfA φ, Aι*
2A2φ}=\\AjA

2φ\\2 , Im (^ ^ + ̂ ^ φ ,

DΌύ:

En appliquant Γε-inegalite au couple (| AfAjφ\l \\A*Ajφ\\) on obtient:tft „
l2+ε\\AfiA2φ\\2 et comme \\A*φ\

II2 VjG[l,7VJ, on en deduit:
*Ajφ\\. II en resulte que:

/<2,J|2

En choisissant ε:§ , on obtient:
2\λ\

N

Re(Hφ,Sφ}^(μ-2\oc\-4\λ\/ε) ̂

On en deduit done:

Re<^φ,Sφ>^-6 | |Sφ | | | |φ | | avec 6 = |(μ-2|α|-4μ|/ε)| . (4.2)

Proposition 11. Soit Hλ> = λ'S + H, on suppose, μ>0 et |α|<μ/2.

Alors les hypotheses (̂ ) et (**) de la proposition d'Okazawa sont verifiees.
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Demonstration. Pour μ > 0 et |α|<μ/2, on a Re <//φ, φ > ^ 0 VφeDmin. Soit Λ/>0,
alors Re<(A/5' + //)φ, φ > ^ 0 . Comme Hλ> = λ'S + H est un operateur a resolvante
compacte et son ensemble resolvant ρ (i/^) contient ] — oo, 0], V/Γ > 0 il existe un reel
β0 independant de λ', tel que Hλ' + βol soit inversible. C'est a dire:

\/ιJ/eE0 , 3φeD(S) (λ'S + H+βol)φ = ψ , (4.3)

d'ou la premiere hypothese (*) de la proposition d'Okazawa.
Pour verifier Phypothese (**), on deduit de (4.3) que φ = (λ'S + HJrβoiy

1\jjet
comme \\(λ'S + H+β0I)~1\\ est borne independament de λ\ il est de meme pour
I φ ||. II nous reste a verifier que | //φ || est aussi borne independament de λ', pour ce

faire, considerons Γexpression \λ'Sφ\\2. On a:

En appliquant Γinegalite du lemme precedent, on a:

Pour /Γ>0, / ' Re (Hφ,Sφ) + λ'b\\Sφ\\ \\φ\\ ^ 0 , il en resulte que:

\\λ'Sφ\\2^+λ\λ'Sφ,Sφ)>+λ'Re(Hφ,Sφy+λ'b\\Sφ\\ \\φ\\

Soit /^o>0, alors pour ψ = (?^'S + H +βol)φ on a:

d'oΰ:

\\λ'Sφ\\£ \\ψ\\ +b\\φ\\ . (4.4)

Comme \\ψ\ +b\\φ\\ est borne independament de λ', il en est de meme pour || λ 'Sφ ||.

Finalement de (4.3) on deduit que Hφ = φ — λ'Sφ — βoφ et par suite | |#φj |

^ ll^ll + llΛ/SVH +jS 0 | |φ| | | | ^ φ | | e s t done borne independament de λ'. Ce qui

acheve la demonstration de la proposition.

Theoreme 1. Pour μ > 0, |α| < μ/2 et β0 > 0 on a:
1) Uoperateur H est a resolvante compacte.
2) Le domaίne minimal de H est egal a son domaine maximal.
3) Le spectre de H ne peut etre constitue que des υaleurs propres.
4) Les images de la boule unite par (Hλ' + βol) ~1 sont contenues dans un compact

de Eo independament de λ'
5) (Hλ-\-βol)^1 converge en norme vers (H-\-β0I)~ι lorsque λ' tend vers zero.
6) —H est generateur infinitesimal d'un semi groupe e~tH t^O.
7) e~tH est un operateur compact pour tout t>0.
8) σ(e~tH) = e-tσ(H)u{0}.

Demonstration. 1) Soient μ>0, |α| <μ/2 et β0 >0.. De la proposition precedente et
de la proposition d'Okazawa, on deduit que (H+β0I)D(S) est dense dans Eo;
comme D(S) est inclus dans Dmin, il en resulte que (H+β0I)Dmin est aussi dense
dans Eo. Or Hmin + βol est a image fermee alors //m i n + β 0/est done surjectif. On
sait d'une part que Hmm + βol est injectif et d'autre part que Z)min s'injecte dans
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Eo de facon compacte, il en decoule alors que Hmm est un operateur a resolvante
compacte.

2) II suffit de faire le meme raisonnement que pour le cas λ'ή=0 de la
Proposition (3).

3) Ce resultat est une consequence de (1) et (2).
4) Soit φeD(S), on a:

Re<^φ,φ>^λ' £ \\AJφ\\2+ (μ-2\x\) £ IMiΦp

Pour λ'>0, μ>0, |α|<μ/2 etft>0ona:

d'oύ

X |μ^| | 2 ^
7 = 1

c'est a dire :

|| | | i , (4.5)

ce qui montre que les images de la boule unite par (Hλ' +βol)~~1 sont contenues dans
un compact independament de λ'.

5) Soit Φe(H + β0I)D(S), 3φeD(S) tel que (H+β0I)φ = Φ, soit
-φ on a:

= -λ'Sφ .

II en resulte que \{Hλ. + βol)\l/λ.\=\λ'\ \Sφ\ et par suite:

\x z

On a done lim | |^ λ , j |=0 lorsque λ' tend vers zero. En appliquant le theoreme
d'Ascoli, on deduit de Γinegalite (4.5) la convergence dans D.

La convergence en norme des operateurs (Hλ> + βol)~ι vers (H-hβo)'1 lorsque
λ' tend vers zero resulte alors de la densite de D dans Eo.

6) Pour μ > 0 et |α| < μ/2 on a:
Re((H+βI)φ,φ}^β\\φ\\2 V^>0. II en resulte que:

Comme ] — oo, Q[czρ(H), il resulte du theoreme de Hille-Yosida, que —H est un
generateur infinitesimal d'un semi-groupe fortement continu, qu'on notera e~tH.

7) La demonstration de cette propriete repose sur le lemme suivant (similaire au
Lemme 7).
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Lemme 7 bis. Soient μ>0, |α|<μ/2 et u'(t)= —Hu(t)\ w(0)eZ>, Alors:

i) 3c>0 telque\/φeD(H2), Re(Hφ,φ}D^ -c\\φ\\2

D.

ii) loOtelque \\u(t)\\D^ect\\u(0)\\D.

in) e-tHΦEL2([0,TlD)VΦeE0.

iv) e~tHΦeD \fί>0eΐ ΦeEo.

Demonstration, i) Soit φeD(H2), alors:

2|α|) £ £ (A{AfAj
j = l 1 = 1

7 = 1 1 = 1

Pour /φy on a Im (AiAf (Aj +Af)Ajψ, Aιψ)=0. Pour /=y on a Im (A}Af (
+ Af)Ajψ,Ajψ} = ίm(AfAjCp,Ajψ), d'oύ:

Comme Vε>0 3c ε >0;

On en deduit que:

2|α|-εμ|) £ \\Af Ajψf-cε Σ UM\2

j=ι J = I

pour ε^(μ—2|α|)/|/l|, on a:

R e < / / φ , φ > ί ) ^ - c ε | | φ | | 2 VφeD(H2) .

ii) La demonstration est similaire a celle de (i) du Lemme 7.

iii) Soit uf(t)= —Hu(t), avec w(0) = φ.

Soit u(0)eD(H2) alors Re<«'(/),w(ί)>= -Re<//w(0,M(0> P o u r M > 0 e t

|α| <μ/2 on a:

Integrons chaque membre de cette derniere inegalite sur Γintervalle [0, T],, on
obtient:

!kD(|2 + (μ-2|α|) £ ]\\Aju(t)\\2dtφ(0)\\2 ,
j = i o

il en resulte que:

Σ ϊ \\AAt)fdt
j = i o

est bornee et par consequent w( )εL 2([0, T],D).
iv) Similaire a la demonstration de celle de iii) du Lemme 7.
La suite de la demonstration du theoreme est similaire a celle de la Proposition 5.



288 A. Intissar

B) Etude de Γoperateur Hλ>μλ^ dans le cas α = 0.

Soit Ej = \φj:<C-+<C analytiques; J e'^^φiZjψdXjdyjK + oo I V/e [1, N].

JV

L'espace de Bargmann E est le complete de ® £} produit tensoriel
algebrique [3]. Considerons les operateurs: i = 1

λ>=Σ Hf

= Σ

Les resultats de Herbst rappeles ci-dessous facilitent Γetude des operateurs Hλ> et H.
Soit {<?"'*, ί^O} un semi groupe verifiant \e~tB\^eβot sur un Hubert F. On

suppose que:

(*)

Etant donne yelR, 3yγ tel que si on pose:

Dy = {zeC, R e z ^ y et I m z ^ ^ } on ait:

Dynσ(B) = 0 et sup \\(zI-Byι\\ < + oo

Soient B1 et ^ 2 deux operateurs de domaines denses D(B1) et D(B2) sur deux Hubert
Fi et F2 respectivement.

On considere Γoperateur B1®I2

JrI1®B2 comme fermeture sur
D{Bι)®D(B2). Alors on a:

Theoreme de Herbst (Theoreme 3.1, p. 67, [10]). Soient {e'tBj t^O} 7 = 1,2 des
semi-groupes sur Fγ et F2 respectivement verifiant \e~tB] || ^eβt. On suppose que Bx et
B2 possedent la proprietέ (*).

Soit B le generateur infinitesimal du semi-groupe e~tB = e~tBι ®e~tBl. Alors:
i) B possede la propriέte (*).

ii)

En appliquant ce resultat de Herbst on demontre le theoreme suivant (enonce
dans [15]):

N λ>

Theoreme 2. Pour λ'>0 respectivement pour μ > 0 , les operateurs ® e~~tHj et

N

® e~tHj sont des semi-groupes fortement continus de generateur infinitesimal

respectif Cλ et C tels que:
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' λ'\ (x) D{Hf)~ λ'\ ® D{H}') I (g) D(Hj)~ \ ® D(Hj) '

ii) Hλ. = Hλ> et / / = # .

iv) P<9wr λ//l '(/I//,' + μ/λ) ^ 1, fe^ υaleurs propres de Hλ> sont reelles dont la plus
petite est de multiplicite TV. De memepour μ > 0, les υaleurs propres de H sont reelles et
la plus petite est semi-simple de multiplicite TV, c'est ά dire: son indice est Γunite et sa
multiplicite geometrique est egale ά sa multiplicite algebrique = N.

Demonstration. Le produit tensoriel de TV semi-groupes fortement continus est un
semi-groupe fortement continu est une propriete classique [26]. Quant a la propriete
(i), elle se deduit de la formule de Leibnitz qui nous donne:

N λ'

φ= —[Hi' ®I2 ® . . . ®/]v+ +h ®h ® ®HN] ® e~tHj φ

avec φe ®D(Hf). De facon similaire pour λ' = 0.
N

ii) Comme Γensemble P des polynomes est inclus dans ® D(Hf)
N

(respectivement dans ® D(Hj)), on en deduit que:

Hi ®I2® . . . ®/^+ . . .

(respectivement Hx®I2®..

etant la fermeture de:

Alors c'est une extension de H™m.
Par consequent //™inc//f ®/ 2 ® . . . ® / N + . . . +/ x ®/ 2 ® . . . ® Hχ\ or

Si λ' = 0 le raisonnement est similaire.
iii) Pour λ' >0, il existe βo>0 tel que e~

t(HJ + βoD est compact pour tout ί >0, en
appliquant le Theoreme 3.6, p. 50, Pazy [23], on deduit que:

Lim ||(j80 +/^-//./)- 11|=0 (4.6)

lorsque |j;| tend vers Γinfini pour loutye [1,7V].
D'apres la Sect. 3, pour λ/λ'iλ/λ' + μ/λ)^l, on a montre que le spectre de H}

n'est constitue que des valeurs propres et qui sont reelles. En combinant ce resultat
et la propriete (4.6) on deduit que les hypotheses du theoreme de Herbst son verifiees
et par suite:

N

σ(Hλ')= Σ 0"(///'), c e ^ e n t r a m e
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Les valeurs propres de Hλ> sont reelles. De la meme faςon, on montre que pour
N

μ>0, σ(H)~ Y^ σ{Hj) £ t Φ*e les valeurs propres de H sont reelles.

Pour achever la demonstration du theoreme precedent, il nous reste a prouver
que la plus petite valeur propre de H (respectivement de Hλ) est semi-simple de
multiplicite TV.

Pour ce faire soit σ0 la plus petite valeur propre non nulle de Γoperateur Hj qui
est simple [Proposition de T. Ando et M. Zerner, Sect. 3]. Soit Ψ une fonction
propre associee a σ0, elle verifie Γequation differentielle ordinaire suivante:

iλzjψ'Xzj) + (iλz) + μzjWizj) = σoφ(zj) . (4.7)

Soit ψj(zι,z2,. . ,zN) = ψ(Zj), on verifie que:

Hφj = σoψj Vje[ί,N] . (4.8)

II en resulte que σ0 est une valeur propre de /f, de multiplicite au moins egale a N.
Dans la suite, on montrera que sa multiplicite est exactement N. Pour ce faire, on

se contentera d'etudier le cas a deux sites (le cas a N sites se traitant de faςon
similaire).

Supposons done N = 2 et considerons H~H1 +H2. Soit σ0 la plus petite valeur
propre non nulle de Hί qui est aussi celle de H2.

Soit El (respectivement E2) Γespace associe a σ0 valeur propre de H1

(respectivement de H2).
Soient E'{ et E2 deux supplementaires respectifs de El et E2 respectivement

stables par Hγ et H2. On peut alors ecrire:

E1=Λ®El®Eΐ et E2 =

oύ A designe les constantes.
II en resulte que: E0 = El®A@A®E2®Foύ

F= E'i (x) E2 ® E'i ® E2® El ®E2 ®E{ ®E{ ®E'(®A®A®E2 .

Comme Hι+H2 = Hι®I+I®H2 et Hι (resp. H2) laisse stable El et E'i (resp. E2

et E2), on verifie facilement que H laisse invariant F.
Montrons, maintenant, que sur chaque sous espace decomposant i% H — σ0I

est inversible, ce qui prouvera que H\F—σ0IYGSt. Nous commencons par le sous
espace E'{ ® E2 .

Comme (H1 ~σ0I)\E^ est inversible, il en est de meme pour (Hi -~O0I)\E'(®I\E^
de facon similaire puisque (H2 — σo/)|£; est inversible alors I\E';®(H2 —G0I)\E^ Test
aussi. Par consequent σ0 n'est ni dans σ(Hx ®I2\EΪ®EΪ) ni dans σ(/x ®H2\E'{®EΪ)' Or
d'apres le theoreme de Herbst on a:

/i|Eί') + σ(//"2|^) D ' o u s i σo appartenait a σ(H\Eϊ®Eϊ), o n aurait
[') avec α ^ σ 0 et βeσ(H2\E^) avec β^σ0.

σ0 etant la plus petite valeur propre non nulle de i ^ et 7/2»les seuls cas possibles
sont α = σ0 et β = 0 ou j5 = σ0 et α = 0 comme σ0 et 0 n'appartiennent ni a σ ^ \E») ni
a σ(H2\E {) on deduit que: σoφσ(H\EϊΘE»).

Considerons maintenant le sous espace E'{®E2, comme precedement, d'apres
le theoreme de Herbst on a:
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0"(H\Eϊ®E2) = σ(#i|£ίθ + σ(H2\E^ done, si σ 0 etait dans σ(H\E{®E$ on aurait
σo = α + σo avec 0Leσ(Hχ\E») et α = 0, ce qui est impossible par consequent
σo$σ(H\E»®E£). De fagon similaire, on obtient pour E[®E2 \σQφσ{H\E[®Ed
Soient maintenant, les sous espaces E[ ®E2', A®E2 et E'{®A, on a:

Eϊ), d'oύ σo = 2σo ce qui est impossible.

Λ) = σ(Hι\Ed> comme σ0 n'appartenait ni a
<j{H2\E'i) ni a σ(//1|^') on deduit que:

σoφσ(H{Λ(S)E») et σoφσ(H\E>{®Λ)

II en resulte que σoφσ(H\F) e'est a dire:
[(// — σ o / ) | F ] - 1 existe. Par consequent la multiplicite de σ0 est deux.

5. Sur une methode de perturbation

On fait souvent usage du calcul des perturbations dans la mecanique quantique. II a
pour objet de calculer les valeurs propres et les elements propres d'un operateur Ta

de Γespace de Hubert (ou de Banach) dependant d'un parametre α sous la forme
d'une serie entiere:

Ta = To

Jr(χT1+oί2T2+ ..., a condition qu'on les connaisse pour Γoperateurnon
perturbe To correspondant a α = 0.

Differents auteurs, tels que Friedrichs [7], Sz-Nagy [20,21 ] Kato [18] et Rellich
[24] ont etudies la convergence de la methode de perturbation. Nous rappelons ici
le:

Theoreme de Kato-Rellich. Soit Ta unefamille d"operateur analytique au sens de Kato
et σ0 une valeur propre simple de To, alors pour α assez petit, Ta a une seule valeur
propre σ(α) dans le υoίsinage de σ0 et qui est simple, en plus σ(α) et Γelement propre
correspondant φ(cc) peuvent etre developpes en series entieres de α.

Si la valeur propre σ0 de To n'est pas simple, le resultat precedant n'est plus
valable en general Neanmoins, le resultat relatif a σ(α) reste vrai dans le cas
particulier d'une valeur propre non perturbee σ0 semi-simple de multiplicite finie JV
dont se detache deja en premiere approximation une valeur propre perturbee
simple. D'une facon precise, on a:

Theoreme 3 (enonce dans [16]). Soit Ta un operateur lineaire d'un espace de Hubert
(ou de Banach) B, analytique au sens de Kato. Soit σ0 une valeur propre semi-simple
de multiplicite finie N de To dont Po et Bo designent respectivement le projecteur et
Γespace propre assocίes a σ 0 .

5/ on ecrit Ta=T0 + aT1+(x2T2+ . . . ,on suppose que Po Ί\\Bo a une valeur propre
simple σi. Alors Γoperateur perturbe Γα aura, pour |α| assez petit, une valeur propre
σ(α) dans un voisinage de σ0 et dans ce voisinage, σ(α) peut etre dέveloppee en serie
entiere; la premiere approximation de ce developpement est donnee par σ(α) = σ0

Demonstration. Pour |α| assez petit, il existe un contour ferme y du plan complexe qui
entoure a la fois la valeur propre non perturbee σ0 et les valeurs propres de Ta
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tendant vers cette derniere a la limite α = 0. Soit Pa = ί (ζ — Γα) ~1 dζ, ce
2iπ J

y

projecteur est bien defini pour |α| assez petit car la resolvante est analytique. On a

done lim Pa = P0 lorsque α tend vers zero; P o = \(ζ — T0)~1dζ.
2ίπ J

y

Soient Po et Pa les projecteurs, definis precedement paralleles de Γespace B sur
ses sous espaces Bo et i?α.

Comme | |Pα — P o | | < 1, il est bien connu (voir [21]) que Bo et Ba ont la meme
dimension et Γoperateur β α = Λ Λ est bijectif.

Soit maintenant, le probleme des valeurs propres de Ta dans Ba qui est equivalent
au probleme des valeurs propres de TaPa.

Posons Mα = QαΓα(Qα |β o)" 1, comme Ma est analytique en α = 0, on Γecrit:

Explicitons les coefficients Mo et Mλ de ce developpement:
Soit φeBo, on a:

φ d'oύ:

et Maφ = QaT

En premiere approximation on a:

[M0 + ocM1+o(a)]φ = [P0T0P0 +

Comme P o et To commutent on deduit que:

[M0 + aMί+o(θL)]φ=[P0T0P0

II en resulte que le probleme des valeurs propres s'ecrit

DΌύ:
(Ma—σ0I)φ = (x[P0TίP0 + (xM2+ . . .]φ. Si σx est une valeur propre simple de

POTXPO, en appliquant le theoreme de Kato-Rellich rappele au debut de ce
paragraphe, on deduit que:

σ = σo + ασ1 + α 2 σ 2 + . . . . Ce qui acheve la demonstration du theoreme.
Maintenant, on va appliquer les resultats de ce theoreme a Γoperateur

avec:

pj Aj) λ' + O et

^ i = Σ U?+1Aj + A?Aj + 1)
7 = 1

oύ ^47 designe Γoperateur d'annihilation et done ^4/ Γoperateur de creation.
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N

PourΛ ; = 0 e t μ φ 0 , soitH00= Σ μAf Aj + iλAfiAj + Ά^AjQt on conύnuem a
7 = 1

noter Hα = Hoo + αH1.

Remarque 2. Les proprietes spectrales suivantes de Ha etaient montrees dans les
paragraphes precedentes.

a] Pour λ'ΦO, D(Ha) = f] D(Af) = D(S).
7 = 1

b] Pour Λ'ΦOet |α|<μ/2, il existe β0 reel independant de α tel que HΆ + β0Isoit
bijectif.

c] 3a>0, 3b>0;

d] Pour λ' Φ 0 et Λ// '(A/Λ ' + μ/λ) ^ 1, les valeurs propres de Ho sont reelles et la
plus petite est semi-simple de multiplicite N.

e] Pour λ' = 0, μ > 0 et |α| < μ/2, il existe /Jo independant de α tel que Ha + β0lsoit
bijectif.

f] Pour Λ,' = 0 et μ > 0, la plus petite valeur propre σ0 de Hoo est reelle et semi-
simple de multiplicite N.

g] Pour μ > 0 et |α| < μ/2, on a:
(Ho + α/Zi Λ-βoiy1 converge en norme vers (Hoo + aHγ +βoiγ

ι lorsque λ' tend
vers zero.

Dans la suite, on cherche a resoudre le probleme des valeurs propres Haφ = σφ
pour |α| assez petit.

Commenςons par un lemme:

Lemme 14, i) Pour λ1 >Oet\oc\ assez petit, lafamille Ha = H0 + aH1 est analytίque au
sens de Kato.

ii) Pour λ' = 0, μ > 0 et |α| assez petit, lafamille Ha = Hoo + ocH1 est analytique au
sens de Kato.

Demonstration. En combinant les proprietes (a), (b) et (c), on deduit le resultat (i).
En combinant le (i), la propriete (g) rappelee ci-dessus et le theoreme d'Ascoli,

on obtient (ii).
Pour Γetude de Haφ = σφ, on se contentera d'etudier le cas limite ou λ' = 0 le cas

Λ ' Φ O se traite de facon similaire.
Soit σ0 la plus petite valeur propre de Hoo, soient \j/j,je[l,N] les fonctions

propres lineairement independantes associees a σ0 et Eoo Γespace vectoriel engendre
par la suite [φj}je [Ί,N].

Soit Ei Γespace vectoriel orthogonal aux elements {ψf}, je[l,N] oύ {ψ*},
je[\,N] sont les fonctions propres de H* associees a σ0 telles que:

<ψj,ψt> = δjk , j e [ l , N ] et ke[\,N] .

On verifie que:

ii) Hoo laisse invariant E1.
iii) Hoo est Γhomothetie sur Eoo de rapport σ0.
iv) HQO ~σol est inversible sur E1.
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Afin d'appliquer le Theoreme 3, il nous reste a preciser Γaction de Hγ sur Eoo et
d'etudier les valeurs propres de P0HXPQ oύ Po est le projecteur associe a σ0.

Proposition 12. Les valeurs propres de P0HιP0 sont reelles et simples.

Demonstration. On rappelle que L'operateur Ha agit sur Γespace de Bargmann [1],

: (C^^C, analytiques; J e~^ \φ(z)\2dz Λ dz< + oo et

Et dans cette representation holomorphe, il s'ecrit Ha = Hoo + α ^ avec:

Soit Po le projecteur sur Eoo parallelement a £Ί, oύ P oΦ = Σ
J =

iV N

Pour tout φeE00, on a φ = £ <Φ> Ψfyψj e t -^iΦ= Σ <φ?

que pour 7 fixe avecye [1, TV], on obtient:

j S ϋenresulte

il en resulte que:

par consequent on a:

a v e c z o =

On est done amene a calculer les expressions:

g
P0(zj+ί+zj-1) — ψj pourtout ;

Pour 7 fixe, on a:

Comme ((zj+1+zj-1) ^— ψj,ιl/*) est Γintegrale sur (£N d'une fonction en les
\ ozi i

variables zj+1, Zj et zj^ι on peut deduire que:
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Sik${j — 1 j\j + 1} Γintegrale precedente se separe en produit d'integrales dont
un facteur est <1, ψ£} = ψ£(0) = 0. II en resulte que:

Pour k=j — 1 on a:

Comme <z7- + 1 ,1) = 0 et comme dans Γespace de Bargmann Eo, la multiplication par
z n'est autre que Γadjoint de la derivation, on en deduit que:

Dans la suite on va poser a = (z, ψ*(z)} <ι^(z),z>. Pour k=j on verifie que:

et pour k=j+l on a:

II vient qu'on a:

d'oύ:
N

P0Hiφ = a X iφiψfXΦj
j = i

De cette expression, on deduit que les valeurs propres de P0H1 Po sont donnees par

βk = aί 2-4 sin2 I — I I k e [1, TV], il en resulte que pour a reel non nul toutesI

les valeurs propres de PQH^PQ sont reelles et simples.
Le lemme suivant acheve la demonstration de la proposition.

Lemme 15. Le parametre a = <z, φ*(z)} (\j/(z), z> est un nombre reel non nul.

Demonstration. Commengons par montrer que le nombre a est non nul; pour ce
faire, on a:

<z, y^*(z)> = <(//(z),z> doncα= [<ι^(z),z>]2, ou ι//(z)est la solution de Γequation
differentielle ordinaire:

( 2 ) / / ( ) / ( ) avec
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Comme (φ(z), z) = φ'(O) alors si <yHzX z> = 0 on aurait ^ = 0 ce qui est impossible.

Montrons maintenant que a est un nombre reel. Pour y > 0, on sait d'apres [1]

que φ(—iy) est reelle. Si on ecrit

+ GO

k = l k=l

f
k = l

f= Σ
k = ί

Comme φ( — iy)e IR, il en resulte que Im a2k = Re βik + i — 05 d'oϋ : φ'(O) = i Im β1 ?

done « = - ( I m ^ ) 2 ; ce qui prouve que a est un nombre reel non nul.

Consequences, i) Pour |α| assez petit, la plus petite valeur propre de Ha peut etre

developpee en serie entiere:

σ = σo + 0ίσί + α 2 σ 2 + . . . , oύ σί est la plus petite valeur propre PQH^PQ,

ii) Pour |α| assez petit, la plus petite valeur propre de Ha developpee a Γordre un

est reelle.

iii) Dans le cas a deux sites, e'est a dire TV = 2, on a:

et φo = Φi+Φi »

et φo = φi~φ2 •>

oύ [φ±, φ2] est une base de functions propres associees a σ0.
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