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Abstract. Consider a self adjoint quantic hamiltonian: P(h) = p(x,hDx) where
h > 0 is the Planck's constant and p some smooth classical observable on the
phase space lR2n. When the classical flow on a compact energy shell {p = λ} is
ergodic we prove that in the limit h 10 almost all the eigenfunctions of P(h)
whose energy is near of λ are distributed according to the Liouville measure on
{p = λ}.

In the high energy case (λ-+ + GO) this sort of problem was considered by
A. Schnirelman, S. Zelditch, and Y. Colin de Verdiere.

0. Introduction

Le sujet aborde ici nous a ete suggere par un travail recent de Colin de Verdiere
[C.V] concernant la concentration des fonctions propres du Laplacien sur des
varietes riemanniennes compactes, [C.V] faisant suite aux travaux de Schnirelman
[S] et de Zelditch [Z] (cas des varietes a courbure constante negative).

En particulier [C.V, Sect. 6] pose le probleme de Γextension des travaux
precedents dans le cadre semi-classique: Γobjet de ce travail est d'apporter une
reponse a ce probleme pour les fonctions propres d'operateurs du type
p(h) = p[χ^ hDx) correspondant a des surfaces d'energie compactes sur lesquelles le
flot classique est ergodique. Nous montrons egalement que pour les systemes a un
degre de liberte on obtient un resultat plus precis. Pour les systemes a n degres de
liberte, «^2, Γexistence d'hamiltoniens a flot ergodique sur des surfaces d'energie
ne semble toujours pas pouvee pour Γequation de Schrόdinger, mais seulement
conjecturee (cf. [V, Chap. III]).

Le plan de notre travail est le suivant:
1. Rappels et complements d'analyse semi-classique
2. Utilisation de Γergodicite
3. Consequence du resultat principal du §2
4. Cas unidimensionel
5. Application a Γequation de Schrodinger
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On obtient en particulier le resultat suivant:
Soit ΛelR non critique pour p tel que sur la surface d'energie p'1^) le flot

hamiltonien soit ergodique.
Sous des hypotheses supplementaires convenables, il existe une famille Ψh de

fractions propres normalisees telle que la famille λ(h) des valeurs propres associees
verifie: limλ(h) = λ et telle que pour tout ouvert DOR" on ait:

h->0

lim||<Pj£2 ( J ) ) = f dσλ
h^O fp(x,ξ) = λ\

\ xeD \

oύ dσλ est la mesure de Liouville sur p~x{λ).
On montre dans le §4 que pour n = l, ce resultat est vrai pour toute famille

de fonctions propres normalisees telle que lim λ(h) = λ.
h-+0

1. Rappels et complements d'analyse semi-classique

Soit Ph (h e ]0, ft0], h0 > 0 assez petit) une famille d'operateurs symetriques donnes
par la quantification de H. Weyl:

( ^

oύ Ψe¥{W\ et p(Kx,ξ) ^
(plus generalement, on pourra supposer que Ph est un operateur admissible au sens
de [H-R]2).

Soit aussi /leR. On suppose:

(HI) 1 +Po e s t u n poids tempere, et il existe y0eR et des constantes
Caβj>0 tq. po^yo et WdlpjlSC^il+pl)112, ocJeW,
; = 1,...,N.

(H2) 3sί>0 t.q. PQ x(\_λ—ε1? λ + ε j ) est compact, et \_λ — ε l5 λ + εx] ne
contient pas de valeurs critiques de p0.

D'apres Helffer et Robert [H-R] l 5 on sait alors que Ph est essentiellement auto-
adjoint et, si on designe encore par Ph son extension auto-adjointe dans L2(R"),
alors pour tout ε o <ε 1 ? le spectre de Ph est purement discret dans [A — εo,/l + εo].

Pour μ e \_λ — ε l5 λ + ε j , on designe par dσμ la mesure de Liouville sur la surface

d'energie Σμ

ά=p^\μ\ i.e.:

oύ dSμ designe la mesure euclidienne sur Γμ.
Soit d'autre part Hpo = (δξpo, —dxp0) le champ hamiltonien associe a p0, et

Fί(x,O = expίfrpo(x,ξ) son flot.

On suppose aussi:

(H3) σA({(x,£)

[Bien entendu, (H3)
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En reprenant les arguments de Petkov et Robert [P-R] [en particulier les
proposition (4.2), le lemme (4.4) et le theoreme tauberien (3.1)], on obtient
sans trop de difficultes:

Theoreme 1.1 (d'apres Petkov-Robert). Sous les hypotheses (HI), (H2), (H3), il
existe une const ante C > 0 ne dependant que de p et de λ telle que: Vε>0, 3^>0,
3 C ε > 0 tel que pour tout intervalle Ic~\λ — η,λ + η\_ et pour tout fte]0,1], on ait:

#(Spectre(PJn/)-(2π/2)"n j dxdξ S^Ch1~n-\-Cεh
2~n. (1.1)

Designons maintenant par Ej{h) le projecteur spectral de Ph sur Γintervalle /. Les
arguments de [P-R] etant microlocaux, ils permettent aussi d'obtenir Γextension
suivante du Theoreme 1.1:

Theoreme 1.2. Soit aeC°°(R2 n) vέrifiant:

Va,βeN", 3C a / ? >0 t.q.

Sous les hypotheses (HI), (H2), (H3), il existe C > 0 , t.q.: Vε>0, 3C ε >0, 3/?>0 t.q.
pour tout intervalle Ic'jλ — η.λ + ηlet pour tout /ze]0,1], on ait:

J a(x,ξ)dxdξ (1.2)

No tons (λJ{h))j^1 la suite (fmie) des valeurs propres de Ph dans [_λ — ε0,/l + ε0]
( ε 0

< ε i ) repetees suivant leur multiplicite, et (φJ{h))j>ί un systeme orthonorme de
fonctions propres associe. Soit aussi I(h)=[μ(h\~β(h)~\ tel que β(h) — cc(h)^ε2h
( ε 2 > 0 fixe), ct(h)-*λ, β(h)->λ lorsque /z->0. On note:

A(I, h) = {j/λj(h) e I(h)} pour h assez petit.

II resulte alors de (1.2) et de Γegalite:

J a(x,ξ)dxdξ ) = J -dSμ (v,μe\_λ — ε0, A + ε0])

que Γon a, en notant ^ Λ = Op^(α):

.e Σ h)<Ahφj(h\φj(h))=(2πhΓn(β(h)-a(h)) ^ ^ - ^ d S λ + o(l)J (1.3)

(ft \ 0).

A Γaide de (1.1), on en deduit:

Theoreme 1.3. Sous les hypotheses (HI), (H2), (H3), et pour tout αeS(l), on a:

- = ί αdσλ. (1.4)lim

Dans le meme esprit que Zelditch [Z], on va maintenant modifier la
quantification des operateurs, afm de pouvoir reecrire (1.4) comme une convergen-
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ce vague de mesures de Radon. Pour cela, on va utiliser la /z-quantifϊcation
antiwick (cf. [V]) notee O p ^ , qui respecte la positivite [i.e. a ̂  0 => Op^(α) ̂  0].

Posons Ψh(x)= (πh)~n/4e~χ2/2h (etat fondamental normalise d'un oscillateur
harmonique), soit II h Γoperateur de projection orthogonale sur Ψh9 et W(y,η)
Γoperateur ηx—yDx.

On defϊnit alors

Op£w(a) = (2πh)-n$ a(y,η)eίh~ίW(hy>η) Πh e-ίh~lW(hy>η)dydη. (1.5)

II est clair que Γon a la propriete:

D'autre part, le /ι-symbole de Weyl de Πh s'ecrit:

On en deduit que Op^(α) admet pour /ί-symbole de Weyl:

a(h,x,ξ)=={πhyn $a{y,η)e-h~1[iχ-y)2 + (ξ-η)2]dydη. (1.6)

Cette formule permet en particulier de donner un sens a Op^(α) pour tout a e S(m)
oύ m est une fonction d'ordre pour la metrique plate de R 2 n (cf. Hδrmander [Ho]).

Proposition 1.4. Pour tout αeS(l), on a:

|| Opf(α) - OpΓ(α) I I W , L2) = O(h) (fc-0).

Preuve. On a: OT?£w{a) = Opf (a(h)) oύ a{h) est donne par (1.6).
Par un argument standard sur les regularisations gaussiennes, on deduit de

(1.6) que:

VαV β e N " , d«xd
β

ξa(K x, ξ) - d"xd
β

ξa(x, ξ) = 0{h)

uniformement pour (x,ξ)eΈt2n.
La Proposition 1.5 resulte alors du Theoreme de Calderon-Vaillancourt (voir

par exemple Robert [R]). Π

Pour la suite, on a aussi besoin d'une version semi-classique du theoreme
dΈgorov, dont on trouvera une demonstration dans le cours [R, theoreme IV-9].

Soit Q(h) une famille d'operateurs admissibles au sens de [H-R]1? c'est-a-dire
verifiant:

II existe une suite de symboles (q^o t e* s

(Al)

(A2) ViVeN*,
N

= 0(1) (A-0);

(A3) Q(h) est symetrique sur J*?(Rn) pour tout h>0 assez petit.

Proposition 1.5. Pour tout αeS(l) et pour tout ίeR, on a:

lorsque /z->0, te O(/z) έίαπί uniforme sur tout intervalle borne par rapport a t.
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Remarques i.6. i) On peut montrer que sous les hypotheses (A 1), (A2), (A3), Q(h) est
essentiellement auto-adjoint pour h assez petit (cf. [R, problemes IV-12 et IV-13]).

ii) Les resultats de [H-R]2 sur le calcul fonctionnel permettent de se ramener
au cas oύ (Al), (A2), (A3) sont satisfaites a partir des hypotheses (H1)-(H2)
relatives a un intervalle d'energie [/I — εo,/l + εo].

En effet, soit χ<ΞC°°(R), SuppχC]/l-ε1? +oo[, χ^Id sur [λ-εθ9 /L + ε0],
χ = λ + 2ει sur [/l + ε1? +oo[, χ croissante R, strictement croissante, dans un
voisinage de [λ — εo,Λ + εo].

P(h) et χ(P(h)) = Q(h) ont alors meme spectre et memes fonctions propres dans
\_λ - ε0, λ + ε0]. De plus, exp tHpo = exp tHqo sur {(x, ξ)/λ - ε0 ^ p(x, £) ̂  A + ε0}, et le
symbole X hjqjdeQ(h)veήfie:qo = χ(po\qjeCQ(λ-εί <Jp0<A + fi1)pour;^l et

Λ assez petit (cf. [H-R]2).
Dans la suite, on pourra done remplacer P(h) par 2(^) pour Γetude du spectre

de P(h) dans [λ — εo,

2. Utilisation de l'ergodicite

Considerons maintenant Γhypothese:

(H4) Sur Σλ9 le flot F* est ergodique, i.e.:

1 τ tlim — \a(F(:
Γ ^ + oo T 0

presque partout sur Σλ, et pour tout aeC°(Σλ).

Cette hypothese implique (H3) pour n^2. En effet, du fait que F̂ o + 0 sur Σ ;,
on voit que Γensemble des periodes de Ft sur Σλ est minore par une constante
Γo>0. Par suite, VτeN*, l'ensemble Kτ = {(x,ξ)eΣλ/3t t.q. |ί |e]0,τ], F\x,ξ)
= (x, ξ)} est ferme, et invariant par F\ L'ergodicite entraine alors qu'il est de σλ-
mesure 0 ou 1. Or (H4) implique qu'il existe une trajectoire de Fι dense dans Σλ.
Comme n ̂  2 cela entraine que Kτ Φ Σλ et done σλ(Kτ) = 0 puis σλ ( (J Kτ\ = 0.

D'apres le Sect. 1 et un theoreme classique de L. Schwartz, Γegalite:

defmit une mesure de probabilite sur R2", et, d'apres la Proposition 1.4 et le
Theoreme 1.3, on en deduit:

Theoreme 2.1. Sous les hypotheses (HI), (H2), (H3), on a:

. Σ dμ)
lim

jeΛ(I,h)
= dσλ\ ΦA(I,h)

au sens de la convergence vague des mesures de Radon sur R2".

On se propose maintenant de deduire du Theoreme 2.1 et de (H4) le:
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Thέorέme 2.2. Sous les hypotheses (HI), (H2), (H4), et si n^2, on a:

Vε>0, VαeS(l),

*{jeΛ{l,h);\\adμ)-\adσλ\<ε}\

ϊ Φ ) = 1

. On suit la methode de [Z] et [C.V].
Posons:

a) = Jαiμ»-f αrfσ,, et Γ(I,ε,h) = {jeΛ(I,h)/\ahj\<ε}.

On a:

ou:

1 τ

ψ J <•
1 o

dμ),

Or:

1

II resulte done des Propositions 1.5 et 1.6 que, pour tout T>0, il existe hΎ& tel que:

p

| f r* Γ |<— pour tout jeΛ(I,h) et h<hTε.

On en deduit:

#Γ(/,βJ
>
=

(2.1)

pour tout Λe]0,ftΓiβ[.
Posons main tenant:

2n i 1 T
<ε/4y,

et

dm(I,h) = Σ

Comme F' et F' coincident sur Σλ, Γhypothese (H4) montre que σλ(Ω(T, ε))^l
lorsque T-> + ao.

A Γaide du Theoreme 2.1 et du theoreme de convergence dominee de Lebesgue,
on en deduit:

V<5>0, 3Γ(<5)>0 et h{δ)>0
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t.q.

m(I,h)(Ω(T9ε))^ί-δ pour T^T(δ) et h^

Par suite, si ΩC(T, ε) designe le complementaire dans R 2 " de Ω(T, ε), on a par
Γinegalite de Tchebichev:

#{jeΛ(I,ft),μhj(Ωc(T, ε))<]/δ}^(ί-]/δ)(*Λ(I,ft)). (2.2)

Or μ)(SF{T9 ε))<]/δ entraine:

A l'aide de (2.1) et de (2.2), on en deduit, en prenant ]/δ sous la forme:

]/δ= ]β, que l'on a: V<5'e]0,l], 3ft(^,ε9/)>0 t.q. pour h<h(δ',ε,I):

#Γ(/,β, f t)_ ε r-

#>4(/,ft)

3. Consequence du Theoreme 2.2

On se propose ici de donner un corollaire peut-etre un peu plus parlant du
Theoreme 2.2.

En prenant ε= - (peN*) dans le Theoreme 2.2, on obtient:
P

3hp>0 t.q. Vfte]0,fcp],

φ\jeΛ(I,h); \aάμ)~ \ adσλ <-Wl--V#Λ(/,ft)). (3.1)

On peut de plus supposer que la suite (hp) est decroissante et converge vers 0.
Posons alors, pour Ae]ftp+1,ftp]:

Mp(ft)= ^jeΛ(I,h) φpFWφJlhlφβ))- I adσ* λ

1
I

puis, pour tout fte]0,h{]\

M(h) = Mp(h) sur J V i Λ L

D'apres (3.1) et la Sect. 1, on a done:

#M(ft) . Λ , .
— ^ 7 λ -»1 lorsque ft^O.

De plus, pour toute application y':]0,/zj 9 h^>j(h)eM(h), on a:

<OpΓ(α)φ}(ft),φ}(ft)>-> f αdσλ lorsque ft^O,

et ceci uniformement par rapport a Γapplication j .
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En s'inspirant de la methode de [C.V], on va montrer que Γensemble M(ft) peut
en fait etre pris independant de a, i.e.:

Theoreme 3.1. Sous les hypotheses (HI), (H2), (H4), n^let si /(ft) est un ίntervalle
tel que |/(ft)|^ε2ft fε 2>0 fixe) et /(ft)——+{λ}9 alors:

3M(h)c{j/λβ)eSp(Ph)nI(h)}

tel que:

* / ? > - » ! lorsque h^O,
#(Sp(PΛ)n/(ft))

et pour tout a e Sx(IR2w) et toute application j : ]0, ftj 3 h^j(h) e M(ft) (h1>0 assez
petit), on a:

{O^{a)φ){h),φ){h)y^\adσλ lorsque Λ-0,

uniformέment par rapport a Vapplication j .

Preuve. On a tout d'abord besoin de se ramener a Supp(α)C/C voisinage compact
fixe de Σλ, et pour cela de localiser en energie:

h

Lemme 3.2. Si p$ ι(λ) est compact, et si Ψh est une fonction propre normalisέe de P
associέe a la valeur propre λ{h\ avec λ(h)->λ lorsque ft-^0, alors, pour tout a e S(l) tel
que Supp(α)n{po = Λ,}=0, on a:

Preuve. Posons

p(x,ξ)-λ(h)'

Du fait que p — λ(h) reste minore par une constante >0 fixe sur Supp(α) pour ft
assez petit, il est facile de voir que, si Γon considere λ(h) comme un parametre
supplemental, alors bh definit un operateur pseudo-differentiel auquel le calcul
de [H-RJi peut s'appliquer.

On a en particulier:

d'oύ le resultat puisque (Ph — λ(h))Ψh = 0.
[En fait, en iterant le procede, on pourrait sans trop de difficultes remplacer

O(h) par Oίft00).] •

Soit alors χeCc0(]R2'1), χ = l au voisinage de {Po^}-
En ecrivant Op^(α) = Op^((l—χ)α) + Op^(χα), on est done ramene par le

Lemme 3.1 a {αeS^JR2") t.q. Supp(α)cSupp(χ)} = Let on peut trouver une suite
(aι)ι^ι d'element de S(ί) dont Γadherence pour la norme uniforme contient L
[considerer par exemple les combinaisons lineaires finies des fonctions propres du
laplacien dans L2(R2n) avec condition de Dirichlet au bord d'un ouvert contenant
Supp(χ)].
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D'apres ce qui precede, on peut done trouver, pour tout / e N* 5 un ensemble
tel que:

>1 et itydμxQ^Stydσχ lorsque
ΦSp(Ph)nI(h)

et pour toute application
En particulier, VZ, p e N * , 3hPtl>0 tel que

On se ramene ensuite a Mι + ίcMι en posant M ^ M Ί et, pour Zg l, M z + 1

= M i + 1 n M , . II est alors facile de voir par recurrence sur I que, VZ,
3 /Γp z > 0 tel que

[II suffit en effet de prendre hpΛ=hpί et ^ p , ί + i =Min(/Γ2p,/,^2p,z + i) ]
Les ensembles Mj(/z) ont done les memes proprietes que les Mz(/z), avec en plus

M/ + 1CM/. D'autre part, la suite φι^ι>i P e u t etre P r i s e decroissante, et
convergeant vers 0. On pose alors, pour /ze]0, K1 J :

) = Mι(h) sur ]/Γί + l f ί + 1 , ^ ί ] ,

On a alors:

VZeN*, si h^hu, alors 3/c^/ t.q. M{h) = Mk(h),

et done:

#Sp(P,)n/(/z) " k= V

Par suite — — T T V " ^ lorsque /z->0, et comme M(h)cMι(h) pour h assez

petit, on a aussi:

V/^l, \aιdμh

m-^\aιdσλ lorsque Λ-^0, et Mj{h)eM{h).

Les μj(h) [avec j(h) e M(/z)] sont done des mesures de probabilite qui, lorsque h tend
vers 0, convergent vaguement sur un ensemble dont Γadherence dans C°(R2w)
contient L. On en deduit qu'elles convergent vaguement sur tout L vers σλ.
(L'uniformite par rapport a Γapplication j se voit de meme.) Π

On a le corollaire suivant du Theoreme 3.1:

Corollaire 3.3. Avec les memes notations qiiau Thέoreme 3.ί, et si Π designe la
projection naturelle: T*IR"->IR", on a:

VDC1R" ouverU \\φ){h)\\lHD)^σλ(Π-\D)) lorsque h^O.

(En particulier, la limite est > 0 si DnΠ(Σλ) est d'intέrieur non vide.)
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Preuve. Grace au Lemme 3.2, on peut supposer D compact et, ε > 0 etant donne, on
peut trouver χeCo(SLn)9 χ=l sur D, tel que:

\μχoΠ)dσλ-σλ{Π-\D)) <"-

et

2 p o u r h a s s e z p e t i t *

On applique ensuite le Theoreme 3.1 avec a(x, ξ) = χ(x), ce qui permet d'obtenir par
Γinegalite triangulaire:

III φhj(h) II IHD) ~ <ϊλ(Π " \D)) I < ε pour h assez petit. •

4. Cas de la dimension 1

Lorsque n = l, Γhypothese (H4) est automatiquement verifϊee si Σλ est connexe.
Dans ce cas, on obtient neanmoins un resultat beaucoup plus precis sur le
comportement des (Ah(pj{h),(pj{h)):

Theorέme 4.1. En dimension 1, et sous les hypotheses (H1), (H2), soit λ(h) une υaleur
propre de Ph telle que λ(h)-+λ (h-+0), et soit φh une fonction propre normalisee
assocίέe. Si de plus {Po = λ} est connexe, alors, pour tout αeS(l) on a:

lim <Opf {a)φh, φh} = j adσλ,

ou dσλ est la mesure de Liouvίlle sur Σλ = {pp = λ}.

Preuve. Appliquant les techniques de [H-R] 2, on pose Q = J(Ph) oύ J est un

prolongement C°°aR (affine en dehors d'un compact) de J(μ) = —- J" dxdξ.
2π (ξ)^

On a alors (cf. Lemme 2.7 de [H-R]2): exptHqo est 2π-periodique pres du
niveau d'energie {qo(x,ξ) = J(λ)}.

Par suite, si Σμ = {q0 = μ} et dσμ est la mesure de Liouville sur Σμ, on voit
facilement que pour αeC°°(R2), on a:

J adσμ = i - t α(expίtf Jx,ξ))dt, \f(x,ξ)eΣμ. (4.1)
Σμ

 λ π 0

Si maintenant a e S^IR2), on se ramene d'abord par le Lemme 3.2 a a e CJ(R 2), a
support pres de {po = λ}, et on pose:

ά(μ)= \adaμ. (4.2)

On a alors a e CJ(R) et, pour tout t e IR [en notant Q = χ(β)β oύ χ e C (̂1R) vaut 1
pres de A]:

<OpΓ(α)φΛ, φh} = <«"*
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oύ [cf. Proposition 1.6 et (4.1)-(4.2)] Bh a pour symbole principal ά o χ(qo(x, ξ)). En
utilisant le calcul fonctionnel de [H-R] 2 , on peut done ecrire:

{ΦH, Ψh> = <ά(Q)φh, φh> + 0(h) = ά(J(λ(h))) + 0(h)

qui tend vers ά(J(λ)) = J adσλ. Π

Remarque 4.2. On trouvera en appendice une autre approche du Theoreme (4.1)
suggeree par le rapporteur.

5. Application a I'equation de Schrδdinger

Lorsque p(x,ξ) = ξ2+ V(x) [oύ Fe C°°(R"; R)], les techniques de Helffer et
Sjόstrand (cf. [H-S^ et [H-S]2) permettent (comme remarque dans [He]) de
remplacer Phypothese (HI) par:

(HI) lim V(x)>λ.

En effet, soit (Ph)D Poperateur de Dirichlet associe a Ph sur un ouvert Ω
contenant {F(x)^A}, et soit Ph= -h2A + V(x) oύ F e C ^ R " ; R), V\Ω=V\Ω, et V
est temperee a Pinfini (par exemple V= λ + 1 a Pexterieur d'un ouvert contenant Ω).

Du fait que sur [Λ. — ε0, Λ. + ε0] les cardinaux de Sp(PΛ), Sp(Ph)D, Sp(Ph) sont
majores par une puissance negative de h, il est clair qu'en modifiant I(h) par des
O(h2) convenables on peut construire deux intervalle Γ(h) et Γ{h) tels que:

/'(ή)C/(Λ)cr(Λ)

et 3a(h)>0 t.q. Vε>0, 3 C ε > 0 avec a(h)^ -e~Φ et tel que:

Sp(P,)uSp(P,)DuSp(P,)

ne rencontre pas les ensembles:

:-2a(h\2a(h)-])\Γ(h) et (

On sait qu'alors (cf. [H-SjJ, les ensembles Sp(Ph)nΓ(h\ Sp(Ph)DnΓ(h), Sp(Ph)
nΓ(h) sont en bijection, et que ces bijections different de Γidentite par un O(e~Elth)
oύ ε 2 > 0 [et de meme en remplaςant Γ(h) par I"{h)~\.

D'autre part, en appliquant la formule (1.1) a Ph on voit que # A(I, h\ # Λ(Γ, h),
#Λ(Γ,h) ne different que par un o(h)h~n, et de meme avec \τOpζ{a)EI{h\
trOpJ^(a)Ej,(h), t r O p f (a)Er{h) oύ les E designent ici les projecteurs spectraux
associes a Ph [cf. (1.2)]. Si les dμ) designent les mesures de probabilites du §1
associees a Ph, on aura done:

Σ diή

*-o φΛ{Γ,h) λ

puis, pour ε>0:

<z}

φΛ(Γ,h) ^ ^ '
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Maintenant, les resultats de [H-S^ impliquent [en passant par les functions
propres de ( P ^ ] que Γon a:

3 σ > 0 t.q. Vj e Λ(Γ9 h)9 | f adμ) - f αdμj| = O(e " σ// l).

On en deduit:

* {j e Λ(I, h);\ί adμ) - J adσλ\ < ε} ^ # {j e Λ(I\ h)/\ J adμ) - J adσλ\ < ε}

' *Λ(I,h) = #Λ(F,h) ^

et done

Theoreme 5.1. SiPh=-h2Λ + F i^πyie fes hypotheses (H1), (H2) eί (H4), α/ors fcs
rέsultats des Thέoremes 2.2 et 3.1 s'appliquent a Ph.

Remarque 5.2. Dans le cas du double puits symetrique (i.e. {F^/l} = L^uL^ avec
UUU2 connexes, et symetriques Γun de Γautre par rapport a un hyperplan de Rn

qui est aussi un axe de symetrie pour V\ et lorsque V est analytique, notons λ) les
valeurs propres de Dirichlet de Ph associees a Γun des puits. Alors, le Theoreme 5.1
montre que si Hp est ergodique sur chaque composante connexe de {p = λ}, et si de
plus on peut trouver une application J 3 h-+j(h) e M(h) (oύ J C]0,1], 0 e J) telle que
λh

m soit simple et separee du reste du spectre de Dirichlet de Ph par une distance

non-exponentiellement petite I i.e. ^ -^e~ε/h, Vε>0 I, on se trouve dans ce cas

dans la situation du Theoreme 1.1 de [M]. (En effet, le Corollaire 3.3 montre que
pour tout ouvert non vide D de {V^λ}, \\φh

m\\mD) r e s t e minore par une
constante >0.)

En particulier, chaque λh

m est alors associee a deux valeurs propres de Ph, λ
+(h)

et λ~(h) (exponentiellement proches de λh

m de Γordre de e~So/h) qui verifient:

λ+(h)-λ-(h)^^-e-{SQ+ε)/h, Vε>0, V/ieJ assez petit,

et oύ So designe la distance d'Agmon entre les deux puits [distance associee a
(V~λ)+dx2l

Appendice

Comme le suggere le rapporteur, on peut egalement penser a une demonstration
utilisant les constructions B.K.W. Nous en esquissons les grandes lignes sous les
memes hypotheses que pour le Theoreme (4.1) Maslov indique et ceci est demontre
rigoureusement dans les travaux de Fedoryuk-Maslov [FE-MA], Duistermaat
[DU], Candelberger-Nosmas [CA-NO], Leray [LE] que, pour μelλ

= [/! — εuλ + ε{\ defini par (H2) on peut construire pour tout couple (h9 j) verifiant
la condition de quantification:

=(-f ί dxdξ)=(j+l/2)h
\aμ )
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avec j e N , /ie]0,/zo] une solution Lagrangienne "SP¥r£Λ et un developpement
asymptotique en h a coefficients continus en μ e I telle que

Ph*ΨU= (β+ Σ Ej(μ)hΛ ΨU + W") en norme L2

a v e c || r j h | | L 2 — i .

II est demontre (cf. [HE-RO]3) (ce qui etait classique dans le cas de
Schrόdinger) que toutes les valeurs propres dans Iλ sont obtenues module ^(/i00)
de cette maniere et que, pres de la solution Lagrangienne ^Ψμ

ih, il existe une vraie
fonction propre Wjth telle que

\\Ψlh-^Ψμ

j,h\\=Θ{hco) dans L2 uniformement

par rapport au couple (j,h,μ) verifiant (*). (**)

Les discussions de [DU, pp. 223-224] montrent que O^(a)seΨμ

jjϊ est egalement
une distribution Lagrangienne dans L2 et grace a (1.3.16)—(1.3.18) de [DU] on peut
calculer:

par la methode de la phase stationnaire.
On en deduit que:

^ (I adσΛ + Σ fM)hj (modΦίΛ00)) (***)

et revenant aux vraies functions propres: *F£Λ, on a, pour des functions
continues /} sur JΛ (les /) sont memes C00),

^ ^ h ) = fj adσ

uniformement par rapport a μ.
Pour tout 0',/z) tel que (y + l/2)/i6J[/A] on obtient ainsi en prenant

1

i^)ψj,h\ψj,h)= ί adσ-h Σ (fjoJ'

Ceci precise le Theoreme 4.1.
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