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Abstract. Consider a self adjoint quantic hamiltonian: P(h)=p(x, hD,) where
h>0 is the Planck’s constant and p some smooth classical observable on the
phase space IR?". When the classical flow on a compact energy shell {p=1} is
ergodic we prove that in the limit & | 0 almost all the eigenfunctions of P(h)
whose energy is near of 1 are distributed according to the Liouville measure on
{p=1}.

In the high energy case (1— + o0) this sort of problem was considered by
A. Schnirelman, S. Zelditch, and Y. Colin de Verdiére.

0. Introduction

Le sujet abordé ici nous a été suggéré par un travail récent de Colin de Verdiére
[C.V] concernant la concentration des fonctions propres du Laplacien sur des
variétés riemanniennes compactes, [ C.V] faisant suite aux travaux de Schnirelman
[S] et de Zelditch [Z] (cas des variétés a courbure constante négative).

En particulier [C.V, Sect. 6] pose le probléme de I'extension des travaux
précédents dans le cadre semi-classique: 'objet de ce travail est d’apporter une
réponse a ce probléme pour les fonctions propres d’opérateurs du type
P(h)=p(x, hD,) correspondant a des surfaces d’énergie compactes sur lesquelles le
flot classique est ergodique. Nous montrons également que pour les systémes a un
degré de liberté on obtient un résultat plus précis. Pour les systémes a n degrés de
liberté, n = 2, 'existence d’hamiltoniens a flot ergodique sur des surfaces d’énergie
ne semble toujours pas pouvée pour 'équation de Schrodinger, mais seulement
conjecturée (cf. [V, Chap. I11]).

Le plan de notre travail est le suivant:

1. Rappels et compléments d’analyse semi-classique

2. Utilisation de I'ergodicité

3. Conséquence du résultat principal du §2

4. Cas unidimensionel

5. Application a ’équation de Schrédinger



314 B. Helffer, A. Martinez et D. Robert

On obtient en particulier le résultat suivant:

Soit AeIR non critique pour p tel que sur la surface d’énergie p~ (1) le flot
hamiltonien soit ergodique.

Sous des hypothéses supplémentaires convenables, il existe une famille ¥, de
fonctions propres normalisées telle que la famille A(h) des valeurs propres associées
vérifie: }llirré AMh)= 4 et telle que pour tout ouvert DCIR" on ait:

lim || lPh”IZ,Z(D)= { da,
h—0 p(x,§)=l}
xeD

ou do, est la mesure de Liouville sur p~ ().
On montre dans le §4 que pour n=1, ce résultat est vrai pour toute famille
de fonctions propres normalisées telle que 'llirré AMh)y=A.

1. Rappels et compléments d’analyse semi-classique

Soit P, (he ]0, hy], hy >0 assez petit) une famille d’opérateurs symétriques donnés
par la quantification de H. Weyl:

xX+Yy

Ly
P(x)=(2nh) " [ ( 5 é) w()dyd = (OP () #(x)
Oﬁ Ye y(IR")’ et p(hs X, 6) =p0(xa é) + hpl(x: é) +...+ thN(xs é)a pj € COO(]RZ"; IR)
(plus généralement, on pourra supposer que P, est un opérateur admissible au sens
de [H-R],).
Soit aussi AeR. On suppose:

(H1) 1+ pj est un poids tempére, et il existe y,€IR et des constantes
aﬂi>0 ]V:[ -q. pO Yo et laaaépjl = Cjaz[}j(1 +p%))1/2a a, ﬂEN”’

(H2)  3¢;>0t.q.po '([A—¢&;, A +¢&,]) est compact, et [A—e,, A+¢;] ne
contient pas de valeurs critiques de p,.

D’aprés Helffer et Robert [H-R],, on sait alors que P, est essentiellement auto-
adjoint et, si on désigne encore par P, son extension auto-adjointe dans L%(R"),
alors pour tout g, <¢,, le spectre de P, est purement discret dans [A—¢ggy, 4+ ¢&,].

Pour pe[A—e,, A+¢,], on désigne par do, la mesure de Liouville sur la surface

. e )
d’énergie X, = py '(n), ie.: < as, >—1 ds,
“\L o)

ou dS, désigne la mesure euclidienne sur X,.

Soit d’autre part H, =(0:po, —0.Po) le champ hamiltonien associé¢ a p,, et
Ff(x,&)=exptH ,(x,¢) son flot.

On suppose aussi:

H3)  0,({(x, §)e 2/t +0, F(x, &) =(x,{)})=0.
[Bien entendu, (H3) = n=2.]
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En reprenant les arguments de Petkov et Robert [P-R] [en particulier les
proposition (4.2), le lemme (4.4) et le théoréme taubérien (3.1)], on obtient
sans trop de difficultés:

Théoréme 1.1 (d’aprés Petkov-Robert). Sous les hypothéses (H1), (H2), (H3), il
existe une constante C>0 ne dépendant que de p et de /. telle que: Ye>0, 3n>0,
3C, >0 tel que pour tout intervalle I C1A—n, A+ [ et pour tout he]0,1], on ait:

4 (Spectre(P)nI)— 2mh) ™" | dxdf| <eCh' ™"+ Ch?™". (1.1)

PG

Désignons maintenant par E,(h) le projecteur spectral de P, sur l'intervalle I. Les
arguments de [ P-R] étant microlocaux, ils permettent aussi d’obtenir 'extension
suivante du Théoréme 1.1:

Théoréme 1.2. Soit ae C*(R?") vérifiant :

Vo feN', 3C,>0 tq |dla=C, (& aes()).

Sous les hypothéses (H1), (H2), (H3), il existe C>0,t.q.:¥e>0,3C,>0,3y>01.4.
pour tout intervalle I C1A—n, A+#[ et pour tout he]0,1], on ait:

trace(Op}Y (a) - E,(h))— 2mh) ™" P_jlm a(x, f)dxdé‘ <eCh' "+ Ch* ™. (12)

Notons (4j(h));> ; la suite(finie) des valeurs propres de P, dans [A—eq, A+¢0]
(80 <&;) répétées suivant leur multiplicité, et (¢ (h));>, un systéme orthonorm¢ de
fonctions propres associé. Soit aussi I(h)=/[a(h), f(h)] tel que P(h)—a(h)=¢e,h
(65,>0 fixé), a(h)— 4, p(h)— 4 lorsque h—0. On note:

AL h)={j/2(h)eI(h)} pour h assez petit.
11 résulte alors de (1.2) et de Iégalité:

0 a
= a(x, &)dxd&\ =
ou <V§po(£n§)§u ) ) 5. VDol

que l'on a, en notant 4,=O0p} (a):

dSu  (v,ueli—eg Ateo])

a

Y. LAy h), @ h)) = (2nh)~"(B(h)—o(h)) < | ds;+ 0(1)) (1.3)

jeAt.m 55 [V ol
(h Q).
A laide de (1.1), on en déduit:
Théoréme 1.3. Sous les hypotheses (H1), (H2), (H3), et pour tout aeS(1), on a:

> ) <Ah(pj(h)a Q’j(h»

. jeA(l,h
Aim # A0 h)

) = [ ado,. (1.9
/ 25

Dans le méme esprit que Zelditch [Z], on va maintenant modifier la
quantification des opérateurs, afin de pouvoir réécrire (1.4) comme une convergen-



316 B. Helffer, A. Martinez et D. Robert

ce vague de mesures de Radon. Pour cela, on va utiliser la h-quantification
antiwick (cf. [V]) notée Opi?¥, qui respecte la positivité [ie.a=0 = Op;*(a)=0].
Posons ¥,(x)= (mh)"*e~**/?" (état fondamental normalisé d’un oscillateur
harmonique), soit IT, 'opérateur de projection orthogonale sur ¥,, et W(y,#)
Popérateur yx—yD,.
On définit alors

Op™(a)=Q2nh) " [a(y,n)e Wl . [T, . e~ " Whr.ngygy (1.5)
11 est clair que I'on a la propriété:
az0 = Op;¥(a)=0.

D’autre part, le h-symbole de Weyl de II,, s’écrit:

ul2
+5 +
x 2!

ul2
)P e

a,,(x, é)z(nh)—n/z f e—-ih- lu.ée‘(
On en déduit que Op;'¥(a) admet pour h-symbole de Weyl:
a(h, x,&)=(mh) ™" { a(y,n)e ™" TIHE gy dy (1.6)

Cette formule permet en particulier de donner un sens a Op;¥(a) pour tout a € S(m)
ou mest une fonction d’ordre pour la métrique plate de R*" (cf. Hsrmander [H&]).

Proposition 1.4. Pour tout ae S(1), on a:
1OpY (@) —Opa” (@ #12,12)=0()  (h—0).

Preuve. On a: OP%(a)=Op}¥(a(h)) ou a(h) est donné par (1.6).
Par un argument standard sur les régularisations gaussiennes, on déduit de
(1.6) que:

Va¥ feN",  d:0fa(h, x, &)— 0%0fa(x, &)= O(h)

uniformément pour (x, &)e R?".
La Proposition 1.5 résulte alors du Théoreme de Calderon-Vaillancourt (voir
par exemple Robert [R]). [

Pour la suite, on a aussi besoin d’une version semi-classique du théoréme
d’Egorov, dont on trouvera une démonstration dans le cours [R, théoréme IV-9].

Soit Q(h) une famille d’opérateurs admissibles au sens de [H-R];, c’est-a-dire
vérifiant:

11 existe une suite de symboles (q;);s o tels que:

(A1) Vjz0,  |0308q(x, IS Copll + x| +[E2 171D~

(A2) YNeN*, “h (Q(h)— z thp:V(q,-)) =0(1)  (h-0);

P(L2,L?)
(A3) Q(h) est symétrique sur Z(R") pour tout h>0 assez petit.
Proposition 1.5. Pour tout ae S(1) et pour tout teR, on a:

™" Op}Y(a)e ™"~ '™ —Opy/(a - exptH ol 2@z, 2 =0(h)

lorsque h—0, le O(h) étant uniforme sur tout intervalle borné par rapport a t.
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Remarques 1.6. 1) On peut montrer que sous les hypotheses (A 1), (A 2), (A 3), Q(h) est
essentiellement auto-adjoint pour h assez petit (cf. [R, problemes IV-12 et [IV-13]).

ii) Les résultats de [H-R], sur le calcul fonctionnel permettent de se ramener
au cas ou (A1), (A2), (A3) sont satisfaites a partir des hypothéses (H1)~(H?2)
relatives a un intervalle d’énergie [A—eq, A+ &0].

En effet, soit ye C*(IR), SuppyCJi—e;, +oof, x=Id sur [A—egq, A+eo],
y=A+2¢ sur [A+e;, + o[, x croissante IR, strictement croissante, dans un
voisinage de [A—¢gy, A+ &5]

P(h) et y(P(h))=Q(h) ont alors méme spectre et mémes fonctions propres dans
[A—eg, A+€o]. De plus, exptH , =exptH, sur {(x,{)/A—eo<p(x, ) S A+ey ), etle
symbole Z h’q} de Q(h) verifie: qo = x(po), 4;€ C5'(A—&; <po<Ai+e)pour j=1et
h assez petlt (cf. [H-R],).

Dans la suite, on pourra donc remplacer P(h) par Q(h) pour I’étude du spectre
de P(h) dans [A—¢gy, A+ ¢,].

2. Utilisation de Pergodicité
Considérons maintenant 'hypothése:
(H4)  Sur X, le flot F' est ergodique, ie.:
lim — fa(F’(x E)dt = fado',
T—+ o
presque partout sur X,, et pour tout ae C%(2 ).

Cette hypothéese implique (H3) pour n=2. En effet, du fait que ¥, +0 sur X,
on voit que 'ensemble des périodes de F, sur X, est minoré par une constante
To>0. Par suite, YteIN*, l'ensemble K, ={(x,¢)e2,/3t t.q. |t[e]0,7], F'(x,¢)
=(x, &)} est fermé, et invariant par F'. L’ergodicité entraine alors qu’il est de o -
mesure 0 ou 1. Or (H4) implique qu’il existe une trajectoire de F* dense dans 2.
Comme n>2 cela entraine que K.+, et donc g,(K,)=0 puis o, ( U KI> =

21

D’apres le Sect. 1 et un théoréme classique de L. Schwartz, ’égalité:
[ adp;=<Opy" (@) (h), (1)

définit une mesure de probabilité sur R?", et, d’aprés la Proposition 1.4 et le
Théoréme 1.3, on en déduit:

Théoréme 2.1. Sous les hypothéses (H1), (H2), (H3), on a:

h—0
au sens de la convergence vague des mesures de Radon sur R*".

On se propose maintenant de déduire du Théoréme 2.1 et de (H4) le:
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Théoréme 2.2. Sous les hypothéses (H1), (H2), (H4), et si n=2, on a:
Ve>0, VaeS(1),

. (#{jeAd, h);|[adyi—[ado, <&} _
%‘33( A1) )’1‘

Preuve. On suit la méthode de [Z] et [C.V].
Posons:

al=fadpt—fads,, et I(eh)={jeAl h)d}|<s}.

On a:
|a% |b% ]+ 1
ou:
h LR h
bj,T=.f a—?g;aOth d:u’_]’
h 1T ~ h ot
cj,sz'—i;t[)aOth——jadGl dﬂj, erxptho’
Or:

1T e -
b= [ (™ Opii™ (@e™™" """ —Opi™(a> F))g}, ¢}

Il résulte donc des Propositions 1.5 et 1.6 que, pour tout 7> 0, il existe hy , tel que:

&

,b_';, Tl < 2

pour tout jeA(l,h) et h<hp,.

On en déduit:
#I(Leh) 1

pour tout he]0,hy [.
Posons maintenant:
AT, )= {(x, HeR? / -~ J P, )t~ Jado, <a/4},
0

et
_1__ Y d h
F# AL, h) jeitt,n Hi-

Comme F* et F' coincident sur X,, ’hypothése (H4) montre que o (T, &))—1
lorsque T— + 0.

ATaide du Théoréme 2.1 et du théoréme de convergence dominée de Lebesgue,
on en déduit:

dm(I, h)=

¥6>0, 3ITG)>0 et h®)>0
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t.qg.
m(L (AT, e))=21—0 pour T=T(©) et h=Zh(d).

Par suite, si Q%(T, ¢) désigne le complémentaire dans IR*" de (T, ¢), on a par
I'inégalité de Tchébichev:

4 {j € AL ), (T, €) <)/6} Z(1 = /) (3 AL h).. (22)
Or ul(Q4T, ¢))< |/ entraine:
ICh I S2all /5 +e/4.
A Taide de (2.1) et de (2.2), on en déduit, en prenant \/5 sous la forme:
1/3— ]f que 'on a: V' €]0,17, 3h(d, ¢, 1)>0 t.q. pour h<h(d,¢,I):

”a”Lw

#F(I,s,h)> €
>1— o,
wAh 2 gV O

3. Conséquence du Théoréme 2.2

On se propose ici de donner un corollaire peut-€tre un peu plus parlant du
Théoréme 2.2.

1
En prenant ¢= ; (p e N*) dans le Théoréme 2.2, on obtient:
VpeN*, 3Jh,>0 tq. Vhe]0,h,],

W — | ado) < ;} <1——5>(#/ﬂ1h» (3.1)

#{]eAIh

On peut de plus supposer que la suite (h,) est décroissante et converge vers 0.
Posons alors, pour helh,, 1, h,]:

5

p

M (h)= {16/1(1 h) / {Op}/ (@) (h), @ {h I ada,| <

puis, pour tout he ]0,h,]:
M(h)y=M,h) sur ]h,.,h,], peN*.
D’aprés (3.1) et la Sect. 1, on a donc:

4+ M(h)
% A(I, h)

De plus, pour toute application j: 10,/ ]2h— j(h)e M(h), on a:
COpY (a)l(h), p'(h)y — j ado, lorsque h—0,

-1 lorsque h—0.

et ceci uniformément par rapport a 'application j.
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En s’'inspirant de la méthode de [C.V], on va montrer que 'ensemble M(h) peut
en fait étre pris indépendant de q, i.e.:
Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (H1), (H2), (H4), n=2 et si I(h) est un intervalle
tel que |I(h)| Z e;h (e,>0 fixé) et I(h)—> {4}, alors:
AM(h)C{j/A{h) e Sp(PnI(h)}
tel que:

# M(h)
#(Sp(Pyn1(h)

et pour tout ac S'(IR*") et toute application j:10,h,]3h— j(h)e M(h) (h, >0 assez
petit), on a:

—1 lorsque h—0,

<Op¥ (@)@’(h), p'(h)>— [ ado; lorsque h—0,
p¥Y

uniformément par rapport a Papplication j.

Preuve. On a tout d’abord besoin de se ramener & Supp(a) C K voisinage compact
fixe de X, et pour cela de localiser en énergie:

Lemme 3.2. Si p, *(4) est compact, et si ¥, est une fonction propre normalisée de P,
associée a la valeur propre A(h), avec A(h)— A lorsque h—0, alors, pour tout ae S(1) tel
que Supp(@)n{po=2}=0, on a:
{Opy (@)¥}, Py =0(h).
Preuve. Posons
a(x, ¢)
p(x, &) —A(h)

Du fait que p— A(h) reste minoré par une constante >0 fixe sur Supp(a) pour h
assez petit, il est facile de voir que, si 'on considére A(h) comme un paramétre
supplémentaire, alors b, définit un opérateur pseudo-différentiel auquel le calcul
de [H-R], peut s’appliquer.

On a en particulier:

1Opi (@)—Opy/ (by) o (P~ Ah))l| ¢ 12, 12y = O(h)

d’ou le résultat puisque (P,— A(h))¥,=0.
[En fait, en itérant le procédé, on pourrait sans trop de difficultés remplacer
O(h) par O(h*).] O

Soit alors ye C*(R*"), y=1 au voisinage de {p,=4}.
En écrivant Op}’(a)=O0p} (1 —y)a)+Op) (x,), on est donc ramené par le

bh(x9 é) =

Lemme 3.1 & {ae S'(IR*") t.q. Supp(a) CSupp(x)}  Leton peut trouver une suite
(a);> d’élément de S(1) dont 'adhérence pour la norme uniforme contient L
[considérer par exemple les combinaisons linéaires finies des fonctions propres du
laplacien dans L2(IR2") avec condition de Dirichlet au bord d’un ouvert contenant

Supp(x)]-
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D’aprés ce qui précéde, on peut donc trouver, pour tout e IN*, un ensemble
M (h)C{j/2{h)e Sp(P,)nI(h)} tel que:
# M (h)
#Sp(P,)nI(h)

et pour toute application h— j(h)e M (h).
En particulier, VI, pe N*, 3h, ;>0 tel que
4 M (h) 1

hel0,h _ > 1—-.
10l = Pt =

-1 et [aduly,—[ads, lorsque h—0,

On se raméne ensuite & M,,, CM, en posant M,=M, et, pour [=1, M,,,
=M, nM,. 1l est alors facile de voir par récurrence sur [ que, VI, pe N*,
dh, >0 tel que

_o#M
#Sp(Py)nI(h) = p’
[11 suffit en effet de prendre f{p,l =h, et EP‘,H =Min(l72p,l, hypis1)]
Les ensembles M (h) ont donc les mémes propriétés que les M (h), avec en plus

M,.,CM, Dautre part, la suite (ﬁ,’,),; . peut étre prise décroissante, et
convergeant vers 0. On pose alors, pour he]0,h; ]:

M(h):]VIl(h) sur ]El+1,l+laﬁl,l]a leN*.

heloh, ] =

On a alors:

~

VieN*, si h<h,,, alors 3k=l tq. MMH)=M(h), h<h,,

et donc:
O 21—121—1.
#Sp(PnIh) =  k~= [
Par suite %A1 lorsque h—0, et comme M(h)C M(h) pour h assez

petit, on a aussi:
Viz1, [adpl,—[ado, lorsque h—0, et Vjh)eM(h).

Les 1, [avec j(h) e M(h)] sont donc des mesures de probabilité qui, lorsque / tend
vers 0, convergent vaguement sur un ensemble dont 'adhérence dans C°(IR?")
contient L. On en déduit qu’elles convergent vaguement sur tout L vers o,.
(L’uniformité par rapport a application j se voit de méme.) [

On a le corollaire suivant du Théoréme 3.1:

Corollaire 3.3. Avec les mémes notations quau Théoréme 3.1, et si IT désigne la
projection naturelle: T*R"—>IR", on a:

VDCR" ouvert, |@%l2apy—0,(II~ (D)) lorsque h—0.

( En particulier, la limite est >0 si DNII(X,) est d’intérieur non vide.)
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Preuve. Grace au Lemme 3.2, on peut supposer D compact et, ¢ >0 étant donné, on
peut trouver ye CY(IR"), y=1 sur D, tel que:
_ €
Ef (xoMdo,—o,(IT"'(D))| < 3
A

et

€ .
| H(P?(h)ﬂlz_l(m‘ <X¢j"(h)7 90?(h)> |< 3 pour h assez petit.

On applique ensuite le Théoreme 3.1 avec a(x, &) = x(x), ce qui permet d’obtenir par
l'inégalité triangulaire:

| 1@t mll 2y — 01~ 1(D))| <& pour h assez petit. []

4. Cas de la dimension 1

Lorsque n=1, 'hypothé¢se (H4) est automatiquement vérifiée si X, est connexe.
Dans ce cas, on obtient néanmoins un résultat beaucoup plus précis sur le
comportement des {A4,¢(h), p(h)):

Théoréme 4.1. En dimension 1, et sous les hypothéses (H 1), (H2), soit A(h) une valeur
propre de P, telle que A(h)— A (h—0), et soit ¢, une fonction propre normalisée
associée. Si de plus {p,=A} est connexe, alors, pour tout ae S(1) on a:

}.iné <OpY @)@y 1y = xj ade

ot da est la mesure de Liouville sur X, ={p,=A}.

Preuve. Appliquant les techniques de [H-R],, on pose Q=J(P,) ot J est un
e 1
prolongement C* a R (affine en dehors d’'un compact) de J(u) = o [ dxd¢.
po(x, &) =p

On a alors (cf. Lemme 2.7 de [H-R],): exptH,, est 2n-périodique pres du
niveau d’énergie {qo(x, &)=J(1)}. _

Par suite, si 2,={q,=pu} et dé, est la mesure de Liouville sur 2,, on voit
facilement que pour ae C*(R?), on a:

§ adé,= 1 Zj" alexptH,(x,&)dt, V(x,&)el,. 4.1)
fu 2n 0

Si maintenant ae S*(IR?), on se raméne d’abord par le Lemme 3.2 4 ae C(IR?), a
support prés de {p,=4}, et on pose:

W= | adé,. (4.2)
2n

On a alors de CP(R) et, pour tout t e R [en notant § = ¥(Q)Q ou y € CL(R) vaut 1
pres de A]:

COPY (@)@ ppy =™ 'Ol (a)e ™" "2, >
1 2r 1A —ith-10
= < o ‘5) e L Opy (a)e ™™ Lo, dt, (Ph>

=By, @4 + O(h)
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ot [cf. Proposition 1.6 et (4.1)+(4.2)] B, a pour symbole principal d o y(qo(x, £)). En
utilisant le calcul fonctionnel de [H-R],, on peut donc écrire:

COPY (@4 @1 = LAD)py 94 + Oh)=a(J (A(h) + O(h)
qui tend vers d(J(A)= | ado,. [
{po=2}
Remarque 4.2. On trouvera en appendice une autre approche du Théoréme (4.1)
suggérée par le rapporteur.

5. Application a Péquation de Schrodinger

Lorsque p(x,&)=E*+V(x) [ou VeC™(R";R)], les techniques de Helffer et
Sjostrand (cf. [H-S], et [H-S],) permettent (comme remarqué dans [He]) de
remplacer ’hypothéese (H1) par:

(H1) Illim V(x)> 4.

En effet, soit (P,), 'opérateur de Dirichlet associé a P, sur un ouvert Q
contenant {V(x) <2}, et soit P,= —h?4+ V(x) ot Ve C*(R"; R), V|o=V|q, et ¥
est tempérée & l'infini (par exemple ¥= A+ 1 a extérieur d’'un ouvert contenant Q).

Du fait que sur [A—eo, A+¢,] les cardinaux de Sp(P,), Sp(P,)p, Sp(P,) sont
majorés par une puissance négative de A, il est clair qu’en modifiant I(h) par des
O(h?) convenables on peut construire deux intervalle I'(h) et I"(h) tels que:

I'(h)ycIth)ycI"(h)
et Ja(h)>0 t.q. Ve>0, 3C,>0 avec a(h)= %e‘g/" et tel que:

Sp(Py)uSP(Py)puSp(Py)
ne rencontre pas les ensembles:
(I'(h)+ [ —2a(h), 2a(m]\I'(h) et (I"(h)+L[—2a(h), 2a(h)D\I"(h).

On sait qualors (cf. [H-S],), les ensembles Sp(P,)nI'(h), Sp(P,)pI'(h), Sp(P,)
nI'(h) sont en bijection, et que ces bijections différent de I'identité par un O(e~*2/*)
ou &,>0 [et de méme en remplagant I'(h) par I"(h)].

D’autre part, en appliquant la formule (1.1) & P, on voit que # A(1, h), # A(I', h),
# A(I",h) ne différent que par un o(h)h™", et de méme avec tr Op} (a)E,(h),
tr OpyY (a)E(h), tr Op}Y (a)E,.(h) ou les E désignent ici les projecteurs spectraux
associés a P, [cf. (1.2)]. Si les dii" désignent les mesures de probabilités du §1
associées a P,, on aura donc:

h dﬂ;’
jedd'h
h1—>0 # A(I", h) =do;

puis, pour £>0:
#{je A, h); | Jadjli— [ ado| <e)

AT o b
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Maintenant, les résultats de [H-S], impliquent [en passant par les fonctions
propres de (P,)p] que I'on a:

Jo>0 tq. Vjedd"h),|[{adil— [adul|=0(e").
On en déduit:

#{je AU h); |[adp—[adoy)<e) _ #{je AT k)| [adyi—[ado) <e}

# A(I, h) = #A(I", h) !

et donc

Théoréme 5.1. Si P, = —h*4 +V vérifie les hypothéses (1), (H2) et (H4), alors les
résultats des Théorémes 2.2 et 3.1 sappliquent d P,.

Remarque 5.2. Dans le cas du double puits symétrique (i.e. {V <A} =U,uU, avec
U,, U, connexes, et symétriques 'un de I'autre par rapport a un hyperplan de R"
qui est aussi un axe de symétrie pour V), et lorsque V est analytique, notons A" les
valeurs propres de Dirichlet de P, associées a I'un des puits. Alors, le Théoréme 5.1
montre que si H, est ergodique sur chaque composante connexe de {p= 1}, et si de
plus on peut trouver une application J 3 h— j(h) e M(h) (ou J C ]0, 17,0 J) telle que
%4 soit simple et séparée du reste du spectre de Dirichlet de P, par une distance

. . . 1 _
non-exponentiellement petite ( ie. = Ee ek V8>0>, on se trouve dans ce cas
&

dans la situation du Théoréme 1.1 de [M]. (En effet, le Corollaire 3.3 montre que
pour tout ouvert non vide D de {V<4i}, |¢h,l2p reste minoré par une
constante >0.)

En particulier, chaque A%, est alors associée a deux valeurs propres de Py, 1 *(h)
et A (h) (exponentiellement proches de A}, de I'ordre de e™5°™) qui vérifient:

1 .
AT(h)— A~ ()= xe Gotah  ye>0, VheJ assez petit,
C,

et ou S, désigne la distance d’Agmon entre les deux puits [distance associée a
(V—=2),dx*].

Appendice

Comme le suggére le rapporteur, on peut également penser a une démonstration
utilisant les constructions B.K.W. Nous en esquissons les grandes lignes sous les
mémes hypothéses que pour le Théoréme (4.1) Maslov indique et ceci est démontré
rigoureusement dans les travaux de Fedoryuk-Maslov [FE-MA], Duistermaat
[DU], Candelberger-Nosmas [CA-NO], Leray [LE] que, pour uel,
=[1—¢g, A+¢,] défini par (H2) on peut construire pour tout couple (h, j) vérifiant
la condition de quantification:

J)= (% N “dxdé> —(i+1/2h *)
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avec jeN, he]0,h,] une solution Lagrangienne “¥%, et un développement
asymptotique en h a coefficients continus en puel telle que

Py, —(u+ z E{u hf> “,+0(h) en norme L

avec ¥4l =1

Il est démontré (cf. [HE-RO];) (ce qui était classique dans le cas de
Schrédinger) que toutes les valeurs propres dans I, sont obtenues module ¢(h*)
de cette maniére et que, prés de la solution Lagrangienne ¥ ¥# % 1 1l existe une vraie
fonction propre ¥4, telle que

1%, =7 | =0(h™) dans L? uniformément
par rapport au couple (j, h, ) vérifiant (x).  (*%)
Les discussions de [DU, pp. 223-224] montrent que Opj’'(a) “ P4 , est également

une distribution Lagrangienne dans L? et grace a (1.3.16)1.3.18) de [DU] on peut
calculer:

(OP fg/u h/y.l,, )LZ(JR)

par la méthode de la phase stationnaire.
On en déduit que:

(Opy(a) 2 Wh /29" )= (Ej adaﬂ> + _; Sf{wh' (mod O(h™)) (#%%)

et revenant aux vraies fonctions propres: ¥%,, on a, pour des fonctions
continues f; sur I, (les f; sont mémes C*),

(Opy (@) ¥4,/ %)= <ZI ad%) + X S{mh + O(h*)

uniformément par rapport a p.
Pour tout (j,h) tel que (j+1/2)heJ[I,] on obtient ainsi en prenant
u=J"1((j+1/2)h) que
(Op (@P;4l¥;0)= | ado + L (329 "G+ 1/2)h)h + O(h™).
FT NG 1R Jjz

Ceci précise le Théoréme 4.1.
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