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Abstract. For each number ¢ between the lower and the upper rotation number
of the Birkhoff attractor of a dissipative monotone twist map, there is a periodic
or quasi-periodic orbit with rotation number g.

On va prouver ici un théoréme d’existence d’orbites quasi-périodiques pour un
difftfomorphisme de ’anneau déviant la verticale et dissipatif. On utilise pour cela
une méthode géométrique simple conduisant d’autre part au théoréme géométri-
que de Poincaré-Birkhoff dans le cas de l'itérée d’une application déviant la
verticale.

I. Rappels sur les Attracteurs de Birkhoff

Les résultats qui suivent se trouvent pour la plupart, mais sous une terminologie
différente, dans les articles [B1] et [Cha].

On note T* le tore de dimension 1, et on considére T* x IR muni de la mesure de
Lebesgue et de ses projections canoniques p, et p,. On définit de méme sur son
revétement R x IR les projections j, et j,, la translation T (T(0,r)=(0+1,r))etla
projection canonique 7: R x R—T* x R.

On notera x = (6, ) un point de T' xR et £=(f,r) un point de R x R.

On écrira respectivement 4, Fr(A), T* x R\A pour I'adhérence, la frontiére et
le complémentaire d’une partie A de T* xR et 4 'ensemble 7~ (A4).

On dit qu’un compact connexe A de T' x R sépare T* x R si, et seulement si
T! xR\A posséde deux composantes connexes non bornées (éventuellement
d’autres composantes connexes bornées); on note alors respectivement U(A) et
V(A) les composantes connexes contenant T! x ]— oo, —MJet T! x [M, + oo[ ou
M est grand. Si T! x R\A = U(A)uV(A), on dira que 4 est un compact annulaire.

On considére un difffomorphisme f de T! xR, de classe C!, homotope a
I'identité, tel que:

i) Il existe e J0,1[ tel que, pour tout xe T* x R, 0 <DetDf (x) <.
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ii) L’application f dévie la verticale a droite: il existe f € ]0, z/2[ tel que, pour
tout xe T! xR, on ait

Df(x)-(0,1)eC((B), Df'(x)-(0,1)e Ciy(p),
ou C(p) est le cone formé des demi-droites OD vérifiant — =z + < angle (Or, OD)
< =B, et ou Cyy(B)=—C(p).

CII(B) ey

Fig. 1.

On veut étudier les compacts connexes séparant T x R invariants par f.

On montre d’abord I'existence de tels ensembles. D’apres i), si M >0, I'aire de
Sf(T* x [0, M]) est plus petite que aM. Par conséquent, si M est suffisamment
grand, on peut trouver un point x vérifiant: p,(x)=M+2cotgp, p,(f(x) =M
—2cotgp. Sijamais on a f(T* x {M})nT* x {M} # 0, il existe alors deux points X
et  dans R xR vérifiant, pour un relévement f de f, les relations: j,(7) < (%)
<p(M+1, 132(]7()7)) =p,(N) =M, p,(X) = M +2cotgf3, ﬁz(f(f)) <M —2cotgf, et
ceci est impossible par la condition ii). En effet, 'angle entre le vecteur (0,1) et
% — T(y) serait alors compris entre 0 et f et on aurait j, o f(£) = p, o f(7)+1. Par
conséquent, il existerait k>1 tel que 'angle entre (0,1) et T*o f(§)— f(%) soit
compris entre — f et 0; on en déduirait alors, par passage a l'inverse, I'inégalité
P1(X)=p1(9) +k et donc une contradiction. Ainsi, pour M assez grand, on a:

FMx[=M, + M) CT! x 1—M, + M[ .

Soit maintenant A, un compact connexe quelconque séparant T' x R et
invariant par f. Il est de mesure nulle, donc d’intérieur vide, et, de plus, annulaire.
On considére alors A} = FrU(A,)nFrV(A,), c’est un compact annulaire invariant
par f, et on montre que A; =FrU(A7)=FrV(A)).

De plus, si 4, est un autre compact annulaire invariant par f, on a I'égalité

5= A7 Eneffet, ouvert U(A7) NV (A%) est borné et invariant par f, donc vide. On
en déduit U(A})nV(A3)=0 et donc Iinclusion U(A7)CU(A5) qui suffit pour
conclure. Il n’y a donc qu’un compact annulaire qui est frontiére commune des
deux composantes connexes de son complémentaire, invariant par f. On I'appelle
Pattracteur de Birkhoff de f et on le note A’, il est contenu dans tous les compacts
annulaires invariants. Cest aussi l'attracteur de Birkhoff des itérées f? de f
ou ge N*

On obtient de la déviation de la verticale une propriété géométrique
supplémentaire. Si A est un compact annulaire invariant par f, tout point de U(A)
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est accessible par un chemin négatif issu verticalement de Iinfini & valeur dans
U(A), de méme pour tout point de V(A) [B1, He].

Fig. 2. Y

Rappel. Le chemin y est dit négatif si c’est un plongement C! de ]— 00,0] dans
U(A) avec p(0)=x et y'(£)=(0,1) si t<7 (t<0). De plus, le relévement a R de
I’angle que fait le vecteur (0, 1) avec la tangente en y(t), et qui vaut 0 quand t <7, est
strictement négatif si t>1.

On écrit, pour 0eT?, respectivement (6,u;(0)) et (6,v}(0)) les points de
An{0} x R d’ordonnée minimale et maximale. On note alors respectivement A,
A*Y, U (4), V*(A) les graphes de u,, de v, et les ensembles
{0,neT xR, r<uy(0)}, {(6,r)eT' xR, r>v}(0)}.

La propriété précédente prouve alors les résultats suivants [B1]:

) fTHU (AN CU(A); f V() CV (A

i) fYAT)cA*; f7(A7)cA .

iii) L’application u, est semi-continue inférieurement, continue a droite et
admet une limite a gauche en tout point.

iv) L’application v} est semi-continue supérieurement, continue a gauche et
admet une limite a droite en tout point.

V(A)

U(n)
Fig.3

Choisissant un relévement f de f, on montre que /! préserve sur A" 'ordre
donné par la premiére projection et on en déduit I'existence d’un réel g tel que,

pour tout e A", e
hm pl(fn (x)) =_é'+

A4
n—+ oo

puis d’un ensemble d’Aubry-Mather dans A*, de nombre de rotation g} .
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Note ([Che]). Unensemble d’Aubry-Mather est un compact = de T! x R invariant
par f et minimal, genvoyant injectivement sur T* par la projection p,, et tel que
'ordre ainsi défini sur = est conserve par f. Il existe alors un réel § appelé nombre
de rotation, et tel que pour tout X €=,
L T
X
i T
n

n—+ o

On définit de méme g, pour les points radialement accessibles par le bas et,
utilisant le fait que /'~ dévie la verticale et préserve sur A et A~ I'ordre donné par
la premicre projection, on obtient alors les doubles inégalités suivantes, pour tout
% e et pour tout ke N:

—1—kg; <p(fHR) - P (R) S1—kay ,
—1+kd; <P (FE) — (RS 1+ kdy -

On en déduit, si 4,CA, sont deux compacts connexes invariants par f,
séparant T! x R, les inégalités:

01,=04,504,504, (en particulier g3 <04 <01 =04)-

Lesnombres ¢ et ¢} sont appelés nombres de rotation inférieur et supérieur de A.
On écrira plus simplement respectivement ¢, ¢*, u~, v* pour g, 01, Uy, Vj-

1l existe une autre interprétation de ¢~ et §* en termes de points accessibles et
non plus seulement radialement accessibles. La théorie de Carathéodory prouve
Iexistence d’un homéomorphisme H : U(A")—IR x ]— 00, 0[, commutant avec T,
tel que, si y:[0,1[—U(A") est un chemin continu avec 11rr11 y(t)e A’ alors Hoy

admet une limite quand t—1 vers un pointde R x {0} ne dépendant que de lim (1)

[car A’=FrU(A")=FrV(A)]. On obtient ainsi une bijection 7 entre lensemble
invariant par f, des points de A accessibles par le bas et une partie dense S de
IR x {0}. On considére alors la bijection @=47o foij ! de £ sur elle-méme, elle se
prolonge en un homéomorphisme croissant de IR x {0} commutant avec 7, le
nombre de rotation de cet homéomorphisme est alors égal a ¢~ .

C’est d’ailleurs cette interprétation de §~ qui permet de montrer le caractére
topologiquement compliqué de A’ dés que §~ & ¢ . Il ne s’écrit pas comme réunion
de deux compacts connexes propres: c¢’est un continu indécomposable [Cha].

Exemple de Birkhoff. Originellement, Birkhoff donne I'exemple d’un attracteur
indécomposable de la fagon suivante: soit f, un difffomorphisme de T* x R, de
classe C*!, homotope a I'identité, préservant la mesure, déviant la verticale a droite
et ayant une zone d’instabilité 4 [B2, He] délimitée par deux graphes C=gry~
et CT =grp* (y~ <y™). On sait que les nombres de rotations g, et g5 sur C~ et
C* d’un relévement f; de f, sont distincts. On peut définir alors une famille de
difffomorphismes dissipatifs f,, e€]0,1[, en choisissant y de classe C*, avec
p_ <y<p?, et en posant:

J0.1)=fo(0, (1 —e)r +ep(6)) ;

lattracteur de Birkhoff de f, est alors contenu dans A4 et ses nombres de rotations
inférieurs et supérieurs convergent, pour le relévement naturel, quand ¢ tend vers
zéro, respectivement vers g, et g . Il est indécomposable dés que ¢ est assez petit.
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II. Existence d’Ensembles d’Aubry-Mather

On garde les notations de 'exemple de Birkhoff. On sait qu’il existe, pour chaque
9€[dq,0q ], un ensemble d’Aubry-Mather pour f, dans 4 de nombre de rotation
0 (cf. [Che] et réf. cit.). On va montrer le résultat analogue suivant (dans le cas
dissipatif), en prenant une application f définie au §1.

Théoréme. Pour tout nombre ge[§~, 0], il existe dans A’ un ensemble d’ Aubry-
Mather pour f de nombre de rotation g.

On suppose que p e Z, g € N*, et que p et g sont premiers entre eux. On rappelle
qu’un point E-périodique de f est un point X e R x R vérifiant f9(%) = T?(%). En
particulier, t(éut ensemble d’Aubry-Mather de nombre de rotation P est Porbite
d’un point x =n(X), ou X est B-périodique. !

On montre d’abord les régultats suivants:

Proposition 1. Pour tout se]@ ~,0"[, il existe un point g périodique dans R x R.
Proposition 2. Si ¥R xR est un point Z-périodique, avec ¢~ < g <g™, alors
Xed

Chacune de ces propositions utilise le lemme suivant (voir §I pour les no-
tations).

Lemme 1. Si j, =~((-70, ro)€ U~ (A) et si %o=(0,,u(0,)), alors, pour tout ke N,
B1(F ™ Go)) > 5o (F H(Fo))-

Démonstration du Lemme 1. On rappelle que /(U (A)cU(A) et que la
restriction de £~ a A"~ est croissante. Si I'on pose, pour ke N, 7 5,) = (0, 1),
%= (0, u(0); la déviation a droite et les résultats mentionnés entrainent les
inégalités suivantes:

B:(J 7 Go)) > Fu( ' (o))
ﬁl(f_z(fo))>ﬁ1(f—l(il))>l31(f_2(io))

ﬁl(f_k(J%o)) >I31(f_1(£k—1))>ﬁ1(f_2(3zk—2))> >131(J7_k(io))~

FrE)
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Démonstration de la Proposition 1. La démonstration repose sur I'étude du
compact K de T! x R défini par:

K={xeT" xR|p;(f4%)=p1(2)+p, ot n(%)=x},
et plus spécialement sur le résultat suivant:
Lemme 2. Si LCK est un compact connexe séparant T! xR, il existe un point
g-périodique dans L.
Démonstration du lemme 2. On considére un point § de R, un entier g>1 et le

chemin p, défini par u (t) =70, ) ou teR. Utilisant la déviation de la verticale
vers la droite et le fait que f est un difftfomorphisme, on en déduit les égalites:

im fyop ()= lim py opy(t)=+o0,
t—>+ t—>+ o0
lim o p(t)= lim §y o ()= —co.
t—>— o0 t—=—o0

On peut alors montrer par une récurrence sur g le résultat suivant vérifi€¢ pour
les chemins négatifs [He]:
_ le premier et le dernier point de rencontre du chemin p, avec une verticale
{0} xR, 6" R (ce qui a un sens d’apres ce qui précede) sont les points de rencontre
d’ordonnée respectivement maximale et minimale.

Fig. 5. [CRER

Le résultat est évident quand g=1. On suppose le résultat vrai jusqu’au rang
g—1 et on écrit %,= (05, 7o) = p,(to) le premier point de rencontre de y, avec la
verticale {#p} x R. On note alors X, =(6,r,) le point pu,_,(t,) = F7Y(%,). Le fait
que

pg-10 =00, 1D~ ({06} x [, + 00D =0,

et la propriété appliquée au chemin y,_, prouvent alors que p,_ (] —00,%,[) se
trouve 4 gauche de {0} xR et que u,_, ne rencontre pas la verticale
{01} x]rq, + oo

En considérant Iimage de y,_;(]1— 0, t,)u({0} x [r;, +o0[) par f. onen
déduit que y, ne rencontre pas ]ro, + oo[.
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N £((B])x)r) =0
(1R BxR «

FLBxdry D)

g-1

Fig. 6.

La démonstration est identique pour le dernier point de rencontre.

Si R, on note h~(0) et h*(h) les ordonnées respectivement minimale et
maximale de 'ensemble {#} x RNK, on obtient alors des fonctions de période 1,
h™ et h*, h~ <h*, vérifiant:

{i) Pour tout fe R, ,(f40, h~ () =p,(F40.h* (B))=0+p.
Q ii) Pour tout (0,7r)e R xR,
h™@)=rsh* 6

5 (FY0.1)=0 = . ~ ~ ~
@) =0+ {ﬁz(f"(l%h*@))éﬁz(f"(&r))éﬁz(f“(f),h‘(f))))-

@n" @)

9@E,n6)

~J

- <

- TR
@h°(®)) ~ 1R
£2((8)xR)
9@, 0" @)

Fig.7. {8}xR (F+p}xR
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Soit LCK un compact connexe séparant T x R. D’aprés la propriété (Q), si
feR, les courbes {0} x]—c0,h~ (O et F~1({0+p} x 15o(f40.h™(B)), +o0D)
ne rencontrent pas K. Le graphe de A~ est donc contenu dans L. De méme, celui
de h*.

Si on suppose maintenant que, pour tout x €L, p,(f4(x))=p,(x), on aura
Pinclusion U(L)Cf4U(L)).

(8,07 (9))

/
/7 £4(r)
T £90,1" (0))

(0,h%(8))

Q; T
-

/’_— (6,0 (8))

Fig. 8.

Or, A’ se trouve dans tous les compacts connexes séparant T* x R, invariants
par f4. Par conséquent, A'nU(L)=0.
De méme, si, pour tout x € L, p,(f%x))<p,(x), on aura A’'nV(L)=0. Or, si

%oe A'™, ona py(f ~9(%,))> By (%) —p puisque §~ < g et 5, (7~ %G0) > B1(Jo) —p

pour tout jo=(f,ro)€ U (4"). Par conséquent, la courbe 7 %({f,} x]—co,
P2(%,)]) ne rencontre pas L, donc f~%%,) € A'nU(L). De méme, A'nV(L)+0. Le
lemme découle de la connexité de L. [

Fin de la démonstration de la Proposition 1. Dans le cas g=1, K est un graphe
continu et le lemme s’applique directement a K ; mais, si ¢> 1, K peut ne plus étre
connexe et il faut trouver un compact connexe dans K séparant T! x R. On
considére pour cela 'ouvert

0,={xeT' x R|j,(f42)) <, (%) +p o n(X)=x}

qui contient T x ]— oo, — M[ et ne rencontre pas T* x TM, + co[ dés que M est
assez grand. On note alors O, la composante connexe de O; contenant
T!'x]—o0, —M[, O; la composante connexe de T'xR?*0, contenant
T* x 1M, + oo et L la frontiére de O5. On a ainsi construit un compact connexe
séparant T! x R qui vérifie LCFrO,CFrO,CK. [
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Remarque. La démonstration de la Proposition 1 s’applique aussi dans le cas d’un
difffomorphisme défini sur un anneau limité par deux graphes invariants
préservant laire et transformant chaque verticale en une courbe négative, pour
montrer le théoréme géométrique de Poincaré-Birkhoff.

Démonstration de la Proposition 2. Soit J, un point g périodique tel que

0 < g <@™*. Si j, € U(A"), alors, d’aprés le Lemme 1, I'orbite de 7, est formée de

points de U(A") non radialement accessibles. -
On considére, pour tout point de discontinuit¢ 6 de u~ le segment

{0} x [u ~(6), li%n u“(t)]. Il rencontre soit des points de U(A’) (dont I'image inverse
t—0~

est d’ailleurs dans U’({l’)), soit des points de A’ accessibles. On peut donc
considérer I'image par H (définie au ) de ce segment qui est un arc continu
joignant deux points de R x {0}.

_E
Fig. 9. N LN

On obtient de cette fagon une famille (W), ., au plus dénombrable d’ouverts
connexes disjoints de R x ]— oo, O[, délimités par des arcs (I});.; joignant deux
points de R x {0}.

el e2

Fig. 10. W

Onnote F=Hof-H ! I’homéomorphisme de R x ]—o0,0[ conjugué a f et
W ouvert R x ]— oo 0[\U =H(U~(A%). Comme F~Y(W)C W, pour toutiel,
Pouvert connexe F(W)) est entlerement contenu dans un des Wj. Soit ¥, = H(j,), ou
o est g-périodique' il existe i, tel que Y, € W, (en fait ¥, € W, car F~*(¥,) ¢ W), et

comme F4(¥,)=T?(¥,), on a linclusion F"(W )C T”(W ). En notant &, et &, les
extrémités de I}, on en déduit f, o ®YE,)=p, o TP(é,) et §, o BUE,) < p, o TP(&,)

io?

(lapplication @ a été défini au §I), ce qui entraine ¢~ = Z O

Démonstration du théoréme. 11 suffit de prouver I'existence d’ensembles d’Aubry-
Mather dans A’ pour tout nombre de rotation rationnel B, oug < L gt (voir

[K]). On va le montrer d’abord dans le cas ou f est de classe C>, et pour cela
utiliser les deux propositions et un résultat récent de Hall [Ha]. Celui-ci montre
quun difffomorphisme de classe C* sur un anneau délimité par deux graphes
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invariants, déviant la verticale, admet un ensemble d’Aubry-Mather de nombre
de rotation ZGQ des qu’il posséde un point g-périodique.

On choisit un anneau A=T"x]—a, +4a[ (a>0) vérifiant f(4)CA, et on
suppose construit un difffomorphisme g de classe C2, défini sur un anneau
B=T"x[—b, +b] (b>a), coincidant avec f sur A, laissant invariants les deux
bords T! x {—b} et T' x {b} et déviant la verticale. Le compact A’ est alors
invariant par g et on a les relations g~ (U (A))CcU (A) et g~ (VF(A))
CV*(A') puisque f et g coincident sur 4 et que A’C 4. Or, g admet un ensemble

d’Aubry-Mather de nombre de rotation Z Par une démonstration équivalente a

celle du Lemme 1, on montre qu'’il est formé de points non radialement accessibles;
c’est donc un ensemble d’Aubry-Mather pour f. On utilise ensuite la Proposi-
tion 2.

Il reste a construire g.

On définit deux champs de vecteurs w, et w, sur T! x IR par les relations: w(x)
=Df(f " (x))-(0,1), w,(x)=(1,cotgf) ot xeT* xR (le réel B est défini au
§1I).

On considére ensuite une application réelle v de classe C2, croissante et
veérifiant: v(x)=0si x<0 et v(x)=1si x=1.

On appelle alors & le champ de vecteurs défini, pour tout x=(6,r) e T xR,
par:

@(x) = (1 =v(lr| = @))wo(x) + v(r| — @), (x);

les équations: (0, a)=1(0, a) et % 0, r)=a(g(6, r)) définissent alors un difféomor-

phisme de classe C*> de T* x R sur son image, coincidant avec f sur 4. De plus, le
dessin ci-dessous prouve que I'image g(T* x R) est égale a T* x R. Enfin, § déviela

verticale a droite.
/ f({8}xR)

v d ] A

()

s {a} /\

N\

£(rtx {a})

Fig. 11.
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Les images par § des droites {6} xR sont, dans le revétement R xR, des
graphes de pente égale a cotgff sauf sur un intervalle borné. Il est facile ensuite de
construire un champ de vecteurs w de classe C* en conservant en tout point la
direction du champ @, et le champ @ lui-méme sur T! x [—a—1, a+ 1], pour quele

difftomorphisme g, défini par les équations g(0, a)=f(6, a) et % 0,r)=w(g@,1)),

laisse invariantes les courbes T! x { —b} et T* x {b} ou b est grand, et vérifie ainsi
toutes les conditions requises.

On suppose maintenant que f est seulement de classe C' et on choisit un
anneau A=T!x]—a, +a[ vérifiant f(4)CA. On construit aisément — par
exemple par une méthode utilisant des champs de vecteurs sur T x IR analogue &
celle que I'on vient de voir — une suite ( f,),. de difftomorphismes de classe C* de
T! x R, déviant la verticale, dissipatifs, convergeant uniformément vers f sur A4 et
vérifiant f,(A4) C A pour tout ne IN. On note alors A, 'attracteur de Birkhoff de f,
et, considérant une suite (f)),.n formée de relévements des f, qui converge
uniformément vers f sur A, on note g, et §, les nombres de rotation
respectivement inférieur et supérieur de A, pour f,.

Pour tout ne N, on a l'inclusion A, CA. Ainsi, la suite (A4;), ., €St une suite
bornée pour la distance de Hausdorff. Toute valeur d’adhérence de cette suite sera
alors compacte, connexe, invariante par f et séparera T* x R, elle contiendra donc
A

De la double inégalité suivante, vraie pour tout k € N, pour tout ne N et pour
tout Xe A:

—1+kg, <ProfiR)—p(R)S1+kg,
on en déduit la suivante, pour tout ke N et tout xe A"
—1+klimsup g, <p, o f*(%)—p,(£) <1+kliminfg,; .
n—+o n—+o

En choisissant x dans un ensemble d’Aubry-Mather formé de points radiale-

ment accessibles, on obtient:

limsupg, <¢~ <¢* <liminfg; .

n-+ow n—+ o0
Si on choisit maintenant p/qe g™, 3" [, la relation précédente montre qu’il
existe N € N et une suite (Z,),» y d’ensembles d’Aubry-Mather pour £, de nombre
de rotation p/q contenus dans A, et donc dans A. On obtient alors un ensemble
d’Aubry-Mather pour f en choisissant une valeur d’adhérence de cette suite. [J

Remarques. C’est une «bonne propriété d’intersection» vérifiée par A’ qui a permis
de montrer la Proposition 1 (U(L)Cf%U(L)) = A’nU(L)=0). On peut montrer
que le théoréme est faux dans le cas d’un compact connexe quelconque séparant
T! x R invariant par f. Il peut manquer des nombres de rotation entre §; et g.
Supposons en effet que Papplication f;, (définie au §I) posséde de plus un point

g-périodique hyperbolique au-dessus de C* et que g4 (voir §I) est irrationnel.
On peut montrer I'inégalité gy, 4 <0y OU {4, 4 €St le nombre de rotation

supérieur (pour £,) de I'ensemble A(e, A)= () f"(A). Si ¢ est assez petit, f, posséde
nelN
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un point fl—)-périodique et, pour un anneau B=T" x [ — M, 4+ M] suffisament large,

on aura f(B)CB, 1. 52 S, et finalement:

~— ~ ~+ ~r P _ ot
04, B) S 06, 1) = 04, 1) <0o < 5 =04¢B)

Il est alors facile de montrer que f, n’a pas d’ensemble d’Aubry-Mather de
nombre de rotation dans ¢4, 4, 0o [. O
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