
Communications in
Commun. Math. Phys. 104, 77-86 (1986) Mathematical

Physics
© Springer-Verlag 1986

Approximation semi-classique de Γequation
de Heisenberg

Xue-Ping Wang

U.E.R. de Mathematiques, Universite de Nantes, F-44072 Nantes Cedex, France

Abstract. We study the semi-classical approximation for the solution of
Heisenberg equation in terms of pseudo-differential operators and establish a
semi-classical version of Egorov's theorem. As an application of these results,
we get the classical limit of quantum mechanical correlation functions for a
class of non-bounded observables.

1. Introduction

II est bien connu qu'il existe une equivalence physique entre la representation de
Schrόdinger et la representation de Heisenberg. Soient H un hamiltonien
quantique et u(t) la fonction d'onde representant Γetat d'une particule a Γinstant t.
Dans le modele de Schrόdinger, u(t) verifie Γequation de mouvement:

ihjtu(t) = Hu(t)9 u(0) = uo (1.1)

tandis que dans la representation de Heisenberg, revolution quantique G(t) d'un
observable quantique Go doit satisfaire

ih j t G(t) = [G(ί), H] , G(0) = Go, (1.2)

Si Γon note pour L un operateur dans L2(Rn), <L>φ = (φ,Lφ},oϋφe L2(R") et (.,.)
est le produit scalaire, on a alors au moins formellement:

Cela montre qu'il y a une equivalence entre (1.1) et (1.2). Mais il ne s'agit pas d'une
equivalence mathematique. En fait la solution fondamentale de (1.1) peut etre
approchee par des operateurs integraux de Fourier sous certaines conditions de
regularite (voir [1,11]). Dans cet article on va montrer que la solution de (1.2) peut
etre approchee par des operateurs pseudo-differentiels. Done au niveau
d'approximation semi-classique, (1.2) est plus facile a etudier.
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Supposons que α(ί), t e ] — T, T[, soit une famille de symboles sur # 2 n , qui
verifie les estimations

\d«xd
β

ξa(x, ξ, 01 £ Cα/J(l + |x| + \ξ\Y2 ~ •«' - M>+, ί 6 ] - Γ, T [ , (1.3)

et d£d£α(x, £, ί) est continue en t e ] - T, Γ[. On note par aw(h2x, h2D, t) Γoperateur
pseudo-differentiel associe par le formalisme de Weyl:

= Π expίiίx-ΛQflίft^ίx + ̂ A Λ ^ O / ω ^ ξ , /eS(R") (1.4)

oύ dξ = (2Π) ndξ Qt h>0 est un petit parametre. On notera aussi par OpJ^
Γoperateur associe au symbole b par le formalisme (1.4). On va considerer
Γapproximation semi-classique de Γequation de Heisenberg:

^ ^ (1.5)

oύ l'on a note Ah(t) = aw(hll2x, h1/2D, t). Dans le cas oύ C est un symbole de poids
borne, ce probleme a ete considere dans [12]. Pour C non borne, le probleme de
domaine se pose. Notre etude de (1.5) est basee sur la regularite de la solution de
Γequation de Schrόdinger (voir Wang [19]):

... - -=Ah(t)u(t9s)9 u(s,s) = φeS(ΊRn). (1.6)

On montre que la solution de (1.5) admet un developpement semi-classique en
termes d'operateurs /j-pseudo-differentiels dont le premier terme est un operateur
de symbole C°φ's oύ φt

s = (x(t9s)9 p(t,s)) est la solution du systeme hamiltonien:

X ' S = dpa(x(t9 s), p(t9 s), t) x(s, s) = y

eP(us) 2 I ( L 7 )

- ^ — = - dχx(t9 s\ p(ί, s)91) p(s, s) = q9 (y9 q) ε R 2 M

Ce resultat peut etre considere comme une version semi-classique du theoreme
d'Egorov [3]. II decrit la liaison etroite entre evolution quantique et trajectoire
classique et possede des applications interessantes (voir par exemple [12,13, 20]).
En particulier, on va appliquer ce resultat a Γetude de la limite classique de
functions de correlations quantiques et retrouver les resultats de [19] obtenus par
d'autres methodes. Remarquons que depuis le travail elegant de Hepp [7], il y a de
nombreux articles sur ce sujet (voit par exemple [5, 8, 14-16]). Mais les auteurs
cites ci-dessus ont generalement considere les operateurs de type:

oύ Wh(xθ9po) est Γoperateur de Weyl:

Wh(x0,p0) = Qxp(ih~1/2(p0 x - x 0 DJ).

Dans notre cas, on considere les operateurs de type:
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oύ B(h) est un operateur pseudo-differentiel, generalement non borne dans L2(]Rn).
Done il s'applique au theoreme dΈhrenfest et permet d'obtenir une correspondan-
ce remarquable entre mecanique quantique et mecanique classique. Pour d'autres
aspects concernant ce sujet, on renvoie a [19].

2. Existence de la solution de Γequation de Heisenberg

Soit α( , , t) une famille de symboles reels, ί e ] — T, T[. Supposons que pour tous
α, β, dxd

β

pa(x, p, t) soit continue en t e ] - T, T[, (x, p) e R 2 " et que

|δ^α(x,p, ί )I^C β / ϊ ί e ] - Γ , T [ , (x,p)eR 2» (2.1)

pour |α| + |/?|^2. Posons Ah(t) = aM'(hll2x,h1/2D,t). Considerons Γequation de
Heisenberg:

ihjtFh(t, s) = [Fh(ί, s), Ah(ty] , Fh(s, s) = b ^ x , h^D), (2.2)

dans if (S(R"), S(IR")), oύ b est un symbole de poids tempere. Rappelons le resultat
suivant concernant la regularite de la solution de Γequation de Schrόdinger:

ih

 d3^A = Ah(t)uh(t9 s), tιΛ(5, s) = uoe S(R"). (2.3)

Theoreme 2.1. Sows fes conditions ci-dessus, la solution du probleme (2.3) existe
pour ί, s e ] - T , T[ αί βc |ί — s| αssβz petit. Si Von note par Uh(t,s) Γapplication
uo~>uh(t, 5), Uh(t, s) se prolonge en un propagateur unitaire dans L2(R"). Si Von note
par Bm(h) Γespace:

Bm(h) = {fe L2(1R"); (hίl2xy(hll2Dx)
βf e L2'

muni de la norme naturelle notέe \\ \\m h, Uh(t, s) est uniformέment continu de Bm(h)
dans Bm(h):

En particulier Uh(t, s) est un isomorphisme topologique de S(RM) sur S(Rn).

Pour la demonstration du Theoreme 2.1, on renvoie a [19] (voir aussi Fujiwara
[4] et Kitada et Kumano-go [10]).

D'apres le Theoreme 2.1, Fh(t,s) = Uh(s,t)bw&1/2x,hll2D)Uh(t,s) est une
application continue de S dans S et verifie Γequation de Heisenberg (2.2).

Proposition 2.2. Soit a(-, , t) une famille de symboles υerifiant (2.1). Alors il existe
Tί>0 tel que pour ί, s e ] — T, T[, \t — s\ ^ Tί9 le probleme (2.2) admet une solution
unique Fh(t9s)e ^(S(Rn); S(Rn)). De plus pour φeS(Rn), (t,s)-+Fh(t,s)φ est de
classe C1 dans L2(Rn) par rapport a ( ί , 5 ) e ] - T, Γ [ x ] - T, T[, \t-s\STv

Preuve. On a deja demontre Γexistence de la solution. L'unicite de la solution pour

(2.2) vient de la surjectivite de Uh(t,s) comme operateur de S(]R") dans

SQRT). C.Q.F.D.

Dans la suite on va donner un developpement semi-classique de Γoperateur du
type Uh(s,t)BUh(t,s), qui represente la solution de Γequation de Heisenberg.
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3. Un theoreme du type Egorov

On commence par etablir certaines estimations sur le flot hamiltonien classique.

Definition 3.1. On designe par Sm(h) la classe des symboles admissibles b(h)
verifiant que pour tous α, β, il existe une constante Caβ telle que

|3«5j&(x,p,fc)|^Ce/,(l + |x| + | p | r - W - ^ , Vfce]0,l]. (3.1)

On designe par S+(/ι) la classe des symboles b(h) verifiant Γestimation:

|δί3jfe(^ΛΛ)I^Cβ/ϊ(l + |x| + | p | ) ( w - | β | " l / ϊ | ) + Vfce]0,l]. (3.2)

Soit α( , , ί), ί e ] — T, T[, une famille de symboles reels verifiant:

pour tout Tu 0<Tx<T, pour tous α et /?, il existe une constante Cl
telle que > (3.3)

, p, 01 ̂  C(l + |x| + |p|)2 - | α l " m , |ί| ^ Γx, (x, p) e R 2 « . J

Alors on sait que la solution du systeme hamiltonien associe a a(t):

— (ί, 5) = dqa(y(t, s), q(t, s), t)

^(t9s)=-dya(y(t9s)9q(t9s)9t)

avec donnees initiales

y(s,s) = x, q(s,s) = p (3.5)

existe pour |ί|, \s\ ^ T t. De plus, si on note par φ\ le flot hamiltonien defini par (3.4) et
(3.5): φl = (y(t,si q(t,s)), il existe δ(Tί)>0 tel que pour |ί —s|^5(T x), on a:

(3.6)

avec C o > 0 independant de (x,p) et de t, s tels que \t — s\^δ(T1).

Lemme 3.1. Sous les conditions prέcέdentes, soient (y(t, 5), q(t, s)) rέpondant au
probleme (3.4) et (3.5). Alors y(t, s) et q(t, s) sont C00 par rapport a (x,p) et C1 par
rapport a ί, s. De plus, on a:

U 5)| ̂  Caβ(l + |x| + \p\)x ~|α| - l / ? l , (3.7)

M (3.8)

pour .tous α, β eί powr ίows ί, s, |ί — s| ^

La demonstration de ce lemme est elementaire. On Γomet.

Lemme 3.2. Soient t, s, |ί — s| ^ 5(7^). Alors pour tout b(h)eSm(h),

da

xd
β

pb{φlh)eSm-M-m{h) pour tous α, β. (3.9)

De meme, pour tout bQήeS^Qί), on a:

fyeS^-W-^ + ih) pour tous α, β. (3.10)
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Preuυe. Utilisant les notations du Lemme 3.1, notant u = (x,p), on peut ecrire:

W . , Λ ) = Σ Σ cn...υ(dib)(φl,h)diψs...diψs. (3.ii)
7 = 1 y i + ... + yj = 0

7k6N2"\{0}

Done si b(h)eSm(h), on a:

1*1

2 Σ
7 = 1

^CXl + lttl)"1"101 si l ί - s l ^ ^ T i ) . J (3.12)

De meme, pour bQήeSΊQi), on a:

l^<? Σ Σ

\u\ym-m+ si (t-s)Sδ(T1), J (3.13)

(3.9) et (3.10) decoulent de (3.12) et (3.13). C.Q.F.D.

Considerons maintenant Γapproximation semi-classique de la solution du
probleme de Cauchy pour Γequation de Heisenberg (2.2). On va donner un
developpement semi-classique pour Fh(t, s)=Uh(s, t)bw(hll2x, hlj2D, h)Uh(t, s) oύ
b(h) e Sm(h), ainsi obtenir un theoreme du type Egorov (voir [3]).

Theoreme 3.3. Sous les conditions ci-dessus, il existe δ(Tί)>0 tel que pour tout
b(h) G Sm(h), Fh(t, s) admet un developpement au sens suivant: pour tout entier N ^ 0,
on peut ecrire:

Fh(t,s)= ΣtiBj(t,s;h) + hN+1RN + 1(t,s;h) pour | ί-s |^<5(7ί), (3.14)
o

oύ Bj(t, s h) est un operateur pseudo-diffέrentίel de symbole bj( , , ί, s h)e Sm J(ft),
j = 0,1,..., N, jRjy+iCίjS; /ι) applique continύment de S(Rn) dans S(Rn) et pour tout
entier k^.0, il se prolonge en un operateur contίnu de B\h) dans Bk+N~m(h)
uniformέment par rapport a /ze]0,1], \t — s\^δ(Tι). En partίculier, b°(t,s; h) est
donne par:

oύ φl est le flot associέ a ΓHamίltonien a(x,p,t), c'est a dire la solution du
probleme:

— y(t, s) = dqa(y(t, s), q(t9 s), t), y(s, s) = x,

d \ (3-16)

dt
q(t, s)=- dya(y(t, s), q(t, s), t), q(s, s) = p.

Remarque. Dans le cas oύ a(t) est independant de ί, soit φ[ resolvant le probleme
(3.16) avec s = 0. Alors le Theoreme 3.3 donne

Uh(t)*bw(hίl2x, hll2D, h)Uh(ή = B0(t, h) + hBt(t9 h) + h2B2(t, Λ) + . . . ,

oύ Uh(t) est le groupe unitaire associe a Λh = aw(h1/2x, h1/2D) et B0(t,h) est un
operateur pseudo-differentiel de symbole b(^o, h). Voir Robert [12] pour le cas oύ
b(h) est de classe S°(h).
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Avant d'aborder la demonstration du Theoreme 3.3, on prepare des lemmes.
Soit (5(Ti) donne dans le Lemme 3.2, \t — s\ ^ ^ ( T J . On definit Γoperateur Bh(r) par:

,s)φ, φeS(JR"). (3.17)

Lemme 3.4. Pour tout φ e S(IRW)? Bh(r)φ est continύment diffέrentίable dans L2(R").
Et on a:

jrBh(r)φ=Uh(s,r)\~\_Ah{r),opW,,*)](opJTMr),b(φ\,Λ)})| t/A(r,s)φ. (3.18)

Preuve. D'apres le Theoreme 2.1, Bh(r)φ est evidemment differentiable dans
L2(R2). Comme:

- L/ft(ί, s)φ = -ih'U^U^t, s)φ, ^ t/fc(ί, s)φ = iΛ"' l/ft(ί, s)

on obtient facilement:

^ BΛ(r)φ = Uh(s, r) I - %- [Ah(r), (otfb(φ<n Λ)] + | ( o p J T ^ , Λ))} ^*(r, s)φ, (3.19)

φl etant la solution du probleme (3.16), on a evidemment:

b(φ<h){()b(Φ'h)}

oύ {•, •} est le crochet de Poisson. On peut verifier:

, (3.20)

(3.18) vient de (3.19) et (3.20). Q.C.F.D.

Lemme 3.5. Posons:

hRx(K r, ί) = Λ"'LAh(r), (opMφU Λ))] - opΠα( , , r), fc(Λ »)}

^4/ors JR^ft,r, ί) αdraeί comme symbole bx(r,t; h)eSm~2(h).

Preuve. Comme b(Λ) G Sm(h\ b{φ\, h) e Sm(h) par le Lemme 3.2. D'apres la formule

de composition, le symbole de -\_Ah(r), (op^b(φt

r,h))'] — op^{a(r),b(φ\h)} s'ecrit

sous la forme:

h2Σ Σ C^dlDla(r)dlDlb{φ^h).
j^3 \a\ + \β\=j

D'apres le Lemme 3.2, chaque terme est dans la classe Sm~2(h). En sommant
asymptotiquement ce developpement, on prouve que R^h.r.t) admet comme
symbole bfat; h)eSm~2(h). C.Q.F.D.

Maintenant, nous somme en mesure de demontrer le Theoreme 3.3.
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Preuve du theoreme 3.3. D'apres le Lemme 3.4, on a pour

Uh(s, t) • W 2 x , V'2D, h)Uh(t, s)φ-{o^hb{φt

s, h))φ

= I Uh(s, r) | i [Ah(r), op^b(φl, A)] - (opft

w{«( , , r), &(#, A)}) j ϊ/h(r,

= /z2 J Uh(s, r)otfb,{r, t; t)Uh(r, s)φdr. (3.21)
S

Par le Lemme 3.5, b1(r,t;h)eSm~2(hχ done Γoperateur
[/Λ(5,r)opJ'fe1(r,ί; h)Uh(r,s) est uniformement continu de Bk+m~1(h) dans k

pour tout entier fe.
Appliquant (3.21) successivement JV fois, on obtient:

! ( r 1 ? ί h) o ^

• Uh(rN+1,s)φdr1dr2...drN + 1. (3.22)

DΌύ, il suffit de prendre:

b%,-,t,s;h) = b(φl,h),

bj(', ,t,s;h)= J J ... J bj(t,rur2,...,rj_ί;h)oψr

sJdr1dr2...drj.
s s s

Par une recurrence, il est facile a montrer bj( , ,t,s;h)eSm~2j(h). Et pour
φeS(ΊR.nl l ί - s l ^ δ ί Γ J , on a:

| |R N + 1 ( ί , 5;/z)φ | | k + N _ m > h ^C| |φ | | k , h pour fte]0, l],fe entier. (3.23)

Done RN+ί(t,s; h) se prolonge en une famille d'operateurs uniformement continus
de B\h) dans Bk + 2N~m(h). Cela finit les demonstration du Thereme
3.3. C.Q.F.D.

On a resultat analogue pour b(h)cS1(h).

Theoreme 3.6. Sous les conditions du Theoreme 3.3 pour α(ί), il existe δ>Otel que
pour tout bQήeSΊQi) et pour tout entier iV^O, on a:

Fh(t,s)= Σ h>Bfas;h) + hN+1RN+ι(t9s;h)9 \t-s\£δ, (3.24)

oύ Bj(t,s;h) admet comme symbole bj(t,s;h)eS{™~j) + (h) et RNjrί(t,s;h) se
prolonge en une famille d'operateurs continus de Bk(h) dans Bk'{m"N) + (h) pour tout
entier k. En particulier, b°(ί, s; h) = b(φt

s,h).

On omet la preuve du Theoreme 3.6 qui suit la meme ligne que celle du
Theoreme 3.3. Une consequence du Theoreme 3.6 est le resultat suivant qui est une
version semi-classique du theoreme dΈgorov [3].
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Theoreme 3.7. Sous les conditions du Theoreme 3.3 pour a(t), posons:

Fh(t, 5) = Vh(s, ί) W / 2 * , h^2D)Uh(t, s),

oύ b satisfait aux estimations:

\d%dβ

pb{x,p)\SCJ\ + \x\ + \p\Ym-M->">• , a,βeW.

Λlors il existe δ>0 tel que Von a:

Fh(t,s)= Σ yb^2xXl2D\t9s) + hN^RN+1{Us'9h)9 | t - s | £ δ , (3.25)

oύ bj(t,s) est un symbole veriflant:

pourj = 0,1,2, ...etpour N^O assez grand RN+I(t,s;h)seprolonge en un opέrateur
uniformement borne dans L2(ΊR.n). En particulier, on a

b0(t,s) = boφ's. (3.26)

Remarque. Dans le cas oύm = 0, on peut obtenir (3.25) en remplaςant (3.3) par:

\dldla{x,V,t)\SCaβ, |α| +10|£2 (3.27)
voir Robert [12].

4. Limite classique de functions de correlation quantique

On montre dans cette section que les resultats obtenus dans [19] se deduisent
facilement du theoreme du type Egorov etabli dans la Sect. 3. On se borne ici au
cas oύ ait) est independant de t. Pour hamiltoniens dependant de ί, on a aussi les
resultats analogues a ceux de [19].

Soit (x 0 ,p 0 )eR 2 " . Posons Wh(x0,p0) = Qxp(ih~1/2(x pQ — xo-D)). Alors
d'apres Hόrmander [9], Wh(x0,p0) est un operateur pseudodifferentiel et on a:

Wh(x0, porb^h^

= ftw(Λ1/2x + xo,Λ
1/2i> + Po)/. / e S ( R " ) , (4.1)

oύ b est un symbole de poids tempere quelconque.

Lemme 4.1. Pour tout symbole de poids tempere b, on a:

\\(Wh(x0,porb^h1i2x,h1i2D)Wh(x0,p0)-b{x0,p0))f\\^C(J)h1i2, / 6 S ( R " ) ,
(4 2)oύ C(f) est une constante dependant de f. v ' ;

Preuve. II suffit d'utiliser (4.1) et de developper le symbole de bw(hίl2x + x0, h1/2D
+ p0) autour de (xo»Po) C.Q.F.D.

Theoreme 4.2. Supposons que le symbole b vέrifie qvCil existe un entier N tel que

\d«xd
β

pb(x,p)\^Caβ(l + |x| + \p\)N pour tous α J e N " .

Λlors pour tout feBN(l), on a

lim Wh(xθ9po)*υh(t)*b™{hVH^ (4.3)
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dans L2(]R"), oύ (x(t),p(i)) est la trajectoire classique pour Γhamiltonien a, avec
donnέes initiales (xo,po):

(4.4)

KO)=Po
Ui

En particulier si b est un symbole borne, on a:

s- lim ^ ( x o , p o ) * ^ ( 0 * ^ 1 / 2 ^ (4.5)

dans L2(Rn). La limite dans (4.3) et (4.5) est uniforme en t dans tout compact de R.

Preuυe. On noe par φx la solution de (4.4) avec donnees initiales (x,p). Alors la
demonstration du Theoreme 3.3 donne

||Uh(t)*bw(hί/2x,h1/2D)Uh(t)f-φoφγ(hll2x,hll2D)f\\ SC^, feS(R"). (4.6)

D'apres le Lemme 4.1, on a

II Wh(x0,Po)*(boφTQi^x, fc1/2D)^(x0,po)f-boφ'(χ0,Po)f || ^

oύ Ci et C2 sont dependants de /, mais independant de t dans un compact fixe de
IR. De (4.6) et (4.7), il vient

2 V2D)Uh(t)Wh(x0, Po)f

/eS(R")

Par un argument de densite, on obtient (4.3) C.Q.F.D.

Corollaire 43. Sous les conditions du Theoreme 4.2, on a pour tout feB1,

lim Wh(x0,p

lim ^ ( x o , p o ) * [ / f t ( t J ^ , o o / / J
h->0 +

dans L2(R")? oύ x(t) = (x^t),..., xn{t)\ p(t) = {px{t\ ..., pn(i)) est la solution de (4.4).

Appliquant le theoreme dΈhrenfest, on obtient:

Corollaire 4.4. Supposons que a = ̂ \p\2 + V(x) avec V satisfaίsant

Si Von note pour un operateur auto-adjoint L:(L}φh{t) = (Uh(t)Wh(x0,p0)φ,
LUh(t)Wh(xo,po)φ), on a alors pour tout φeB1:

h-+o+

La limite έtant localement uniforme en teR.
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Notons que si Γon s'interesse seulement a etablir (4.5), on peut lacher le
contrόle sur la croissance du symbole a (voir [19] et aussi [7, 15, 16]).

Bibliographie

1. Albeverio, S., Arede, T.: The relation between quantum mechanics and classical mechanics. A
survey of some mathematical aspects, to appear in Proc. Como. Conf., 1983, "Quantum
Chaos", G. Casati (ed.), New York: Plenum

2. Chazarain, J.: Spectre d'un hamiltonien quantique et mecanique classique. Commun. Partial
Differ. Equations 5 (6), 595-644 (1980)

3. Egorov, Yu.V.: On canonical transformation of pseudo-differential operators. Usp. Mat.
Nauk. 25, 235-236 (1969)

4. Fujiwara, D.: A construction of the fundamental solution for the Schrόdinger equations. J.
Anal. Math. 35, 41-96 (1979)

5. Hagedorn, G.A.: Semi-classical quantum mechanics, I, the /ι-> 0 limit for coherent states.
Commun. Math. Phys. 71, 77-93 (1980)

6. Helffer, B., Robert, D.: Calcul fonctionnel par la transformation de Mellin et operateurs
admissibles. J. Funct. Anal. 53 (3), 246-268 (1983)

7. Hepp, K.: The classical limits for quantum mechanical correlation functions. Commun. Math.
Phys. 35, 265-277 (1974)

8. Hogreve, H., Potthoff, J., Schrader, R.: Classical limits for quantum particles in Yang-Mills
potentials. Commun. Math. Phys. 91, 573-598 (1983)

9. Hormander, L.: The Weyl calculus of pseudo-differential operators. Commun. Pure Appl.
Math. 32, 359-443 (1979)

10. Kitada, H., Kumano-go, H.: A family of Fourier integral operators and the fundamental
solution for a Schrόdinger equations. Osaka J. Math. 18, 291-360 (1981)

11. Maslov, V.P., Fedoriuk, M.V.: Semi-classical approximation in quantum mechanics.
Dordrecht: Reidel 1981

12. Robert, D.: Autour de Γapproximation semi-classique. Notas de Curso, n° 21, Recife, 1983
13. Robert, D., Tamura, H.: Semi-classical bounds for resolvents of Schrόdinger operators and

asymptotic for scattering phase. Commun. Partial Differ. Equations 9 (10), 1017-1058 (1984)
14. Schrader, R., Taylor, M.: Small asymptotics for quantum partition functions associated to

particles in external Yang-Mills potentials. Commun. Math. Phys. 92, 555-594 (1984)
15. Simon, B.: The classical limit of quantum partition functions. Commun. Math. Phys. 71,

247-276 (1980)
16. Sirgue, M., Sirgue-Collin, A., Truman, A.: Semi-classical approximation and microcanonical

ensemble. Ann. Inst. H. Poincare 41 (4), 429-444 (1984)
17. Wang, X.P.: Comportement semi-classique de traces partielles. C.R. Acad. Sci. Paris 299 (17),

867-870 (1984)
18. Wang, X.P.: Asymptotic behaviour of spectral means for pseudo-differential operators. J.

Approximation Theory and its Applications 1(2), 119-136 and 1(3), 1-32 (1985)
19. Wang, X.P.: Etude semi-classique d'observables quantiques. Ann. Fac. Sci. (Toulouse), ser. 5,

Vol. 7 (1985)
20. Wang, X.P.: Time-delay operators in semi-classical limit. Expose Seminaire d'Analyse

Fonctionelle, Universite Rennes 1985

Communicated by B. Simon

Recule 11 may 1985




