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Abstract. We study the semi-classical approximation for the solution of
Heisenberg equation in terms of pseudo-differential operators and establish a
semi-classical version of Egorov’s theorem. As an application of these results,
we get the classical limit of quantum mechanical correlation functions for a
class of non-bounded observables.

1. Introduction

Il est bien connu qu’il existe une équivalence physique entre la représentation de
Schrodinger et la représentation de Heisenberg. Soient H un hamiltonien
quantique et u(t) la fonction d’onde représentant I’état d’une particule a I'instant ¢.
Dans le modéle de Schrodinger, u(t) vérifie I’équation de mouvement:

ih%u(t) =Hu(t), u(0)=u, (1.1)

tandis que dans la représentation de Heisenberg, I'évolution quantique G(¢) d’un
observable quantique G, doit satisfaire

ih% G(t)=[G(t), H], G(0)=G,, (1.2)

Sil'onnote pour Lun opérateur dans L*(R"), (L), =<¢, Lo}, ot ¢ € *(R"et(.,.)
est le produit scalaire, on a alors au moins formellement:

<G(t)>u0 = <G0 >u(t) .

Cela montre qu’il y a une équivalence entre (1.1) et (1.2). Mais il ne s’agit pas d’une
¢quivalence mathématique. En fait la solution fondamentale de (1.1) peut &tre
approchée par des opérateurs intégraux de Fourier sous certaines conditions de
régularité (voir [ 1, 117). Dans cet article on va montrer que la solution de (1.2) peut
étre approchée par des opérateurs pseudo-différentiels. Donc au niveau
d’approximation semi-classique, (1.2) est plus facile a étudier.
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Supposons que a(t), te]—T, T[, soit une famille de symboles sur R*", qui
verifie les estimations

|0308a(x, &, DI < Cop(1+ x| +[EDE 710~ re =T, T[, (1.3)

et 020%a(x, &, t) est continue en t € ]— T, T[. On note par a*(h*x, h*D, t) 'opérateur
pseudo-différentiel associé par le formalisme de Weyl:

(@*(h*?x,h*?D, t) f) (x)
= ngnexp(i(x—y),é)a(h”z(x-’ry)/Z,h”Zé, Of(dyds, feS@R") (1.4)

ou dé=(2II)™"d¢ et h>0 est un petit paramétre. On notera aussi par Opyb
I'opérateur associé au symbole b par le formalisme (1.4). On va considérer
I'approximation semi-classique de I’équation de Heisenberg:

OF,(t,s)
ot
ou I'on a noté 4,(t) =a*(h*'?x, h'/>D, t). Dans le cas ou C est un symbole de poids
borné, ce probléme a été considéré dans [12]. Pour C non borné, le probléme de
domaine se pose. Notre étude de (1.5) est basée sur la régularité de la solution de

I'équation de Schrddinger (voir Wang [197):

ou(t, s)
ot

On montre que la solution de (1.5) admet un développement semi-classique en

termes d’opérateurs h-pseudo-différentiels dont le premier terme est un opérateur
de symbole Co gL ou ¢.=(x(t,s), p(t,s)) est la solution du systéme hamiltonien:

ih =[Fy(t,s), A,(0)], Fus,s)=C¥(h'*x,h''*D), (1.5)

ih =A,(Ou(t,s), u(s,s)=¢peSMR"). (1.6)

w = 6pa(x(t7 S)a p(ta S), t) X(S, S) = y
g t (1.7)
pg; ) = —0,a(x(t,s), p(t,s),t) p(s,8)=q, (,q€ R2".

Ce résultat peut étre considéré comme une version semi-classique du théoréme
d’Egorov [3]. 11 décrit la liaison étroite entre évolution quantique et trajectoire
classique et posséde des applications intéressantes (voir par exemple [12, 13, 20]).
En particulier, on va appliquer ce résultat a I’étude de la limite classique de
fonctions de corrélations quantiques et retrouver les résultats de [ 197] obtenus par
d’autres méthodes. Remarquons que depuis le travail ¢légant de Hepp [7],ilya de
nombreux articles sur ce sujet (voit par exemple [5, 8, 14-16]). Mais les auteurs
cités ci-dessus ont géneralement considéré les opérateurs de type:

Wi(X0, o)*Un(t) exp(—ih*/(r - x +5 - D))U (Wi (xo, Po) »
ot W(x, po) est I'opérateur de Weyl:
I/Vh(xos Po) =exp(ih‘ 1/2(p0 *X—Xo- Dx)) .
Dans notre cas, on considere les opérateurs de type:

Wi(x0, po)* U () B U () Wi (X0, Do) »
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ou B(h) est un opérateur pseudo-différentiel, généralement non borné dans L*(IR").
Doncil s’applique au théoréeme d’Ehrenfest et permet d’obtenir une correspondan-
ce remarquable entre mécanique quantique et mécanique classique. Pour d’autres
aspects concernant ce sujet, on renvoie a [19].

2. Existence de la solation de Pequation de Heisenberg

Soit a(- , -, t) une famille de symboles réels, t € ]— T, T[. Supposons que pour tous
a, B, 0%dba(x, p, t) soit continue en te ]— T, T[, (x, p) e R*" et que

02080, p, 1S Cyy t€]-TTL, (x,p)eR* (2.1)

pour |o|+|f|=2. Posons A,(t)=a"(h'’*x,h'*D, ). Considérons I'équation de
Heisenberg:

DR =TR09, A, Fis9=b" 0P hPD),  @2)

dans £ (S(R", S(R™), ou b est un symbole de pbids tempéré. Rappelons le résultat
suivant concernant la régularité de la solution de I’équation de Schrodinger:

Ouy(t, s)

ih 5 = A, (Out,s),  wus,s)=uq,e S(R". (2.3)
Theoreme 2.1. Sous les conditions ci-dessus, la solution du probléme (2.3) existe
pour t,s€]—T, T[ avec |t—s| assez petit. Si 'on note par U,(t,s) 'application
ug—1,(t, s), U,(t, s) se prolonge en un propagateur unitaire dans [*(R"). Si I'on note

par B™(h) lespace:
B"(h)={f e *(R"); (h'"*x)*(h"?D)f € L* |o|+|f| < m}

muni de la norme naturelle notée || - |, 4, U,(t, s) est uniformément continu de B™(h)
dans B™(h):

10 ) [l s S Cll flmns  feB™(), O0<hz1.
En particulier U,(t, s) est un isomorphisme topologique de S(R") sur S(R").

Pour la démonstration du Théoréme 2.1, on renvoie a [ 19] (voir aussi Fujiwara
[4] et Kitada et Kumano-go [10]).

Daprés le Théoréme 2.1, Fy(t,s)=U,(s, )b*(h'*x, h*2D)U,(t,s) est une
application continue de S dans S et vérifie 'équation de Heisenberg (2.2).

Proposition 2.2. Soit a(-, -, t) une famille de symboles vérifiant (2.1). Alors il existe
T, >0 tel que pour t,se =T, T[, |t —s|< T}, le probleme (2.2) admet une solution
unique Fi(t,s)e L(S(R"); S(R"). De plus pour ¢ € S(R"), (t,s)—F,(t,s)p est de
classe C* dans L*(R") par rapport a (t,s)e |— T, T[ x1—T, T[, |t—s| < T;.

Preuve. On a déja démontré I'existence de la solution. L’unicité de la solution pour

(2.2) vient de la surjectivit¢ de U,(t,s) comme opérateur de S(R") dans
S(R". C.Q.F.D.

Dans la suite on va donner un développement semi-classique de 'opérateur du
type U,(s, t)BU,(t, s), qui représente la solution de I’équation de Heisenberg.
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3. Un theoreme du type Egorov
On commence par établir certaines estimations sur le flot hamiltonien classique.

Definition 3.1. On désigne par S™(h) la classe des symboles admissibles b(h)
vérifiant que pour tous «, f, il existe une constante C,, telle que

|0505b(x, p, W = Cop(1+Ixl+Iphy™ =11, VheT0,1]. 3.1
On désigne par S (h) la classe des symboles b(h) vérifiant ’estimation:
10%05b(x, p, W) < Cog(1+ x|+ [phm~ 14 =180+ ¥R e]0,17. (3.2)

Soit a(-,,t), te]—T, T[, une famille de symboles réels vérifiant:

telle que

pour tout T;, 0< T, < T, pour tous « et f3, il existe une constante C
(3.3)
|0z05a(x, p, ] < C(1+ x|+ p)> =W, f|< Ty, (x, p) e R>".

Alors on sait que la solution du systéme hamiltonien associé a a(t):

2,9 =0,0(0,5). (5,9,
y (3.4)
—é‘t' (t,8)=— 6ya(y(ta 5),q(t, ), 1)

avec données initiales

y(s,8)=x, q(s,8)=p (3.5)

existe pour |t, |s| £ T;. De plus, si on note par ¢ le flot hamiltonien défini par (3.4) et
(3.5): dL=(y(t, ), q(t, s)), il existe 6(T;) >0 tel que pour |t—s|<(T)), on a:

1+¢5(x, p)l = Co(1+ |x]+ |pl) (3.6)
avec C, >0 indépendant de (x, p) et de ¢, s tels que |t —s| < H(T)).

Lemme 3.1. Sous les conditions précédentes, soient (y(t, s), q(t, s)) répondant au
probléme (3.4) et (3.5). Alors y(t, s) et g(t, s) sont C® par rapport a (x, p) et C* par
rapport a t,s. De plus, on a:

|0205)(t, = Cog(1+ x|+ [pD)* 7111, (3.7)
105054(t, 5)| < Co(1+ x| +[p)t 11 (3.8)
pour tous o, f§ et pour tous t, s, |t —s| S 0(T)).
La démonstration de ce lemme est ¢lémentaire. On 'omet.
Lemme 3.2. Soient t, s, |t—s|<0(T)). Alors pour tout b(h) e S™(h),
020bb(¢', hye ™11~ 1Bi(h) - pour tous a, f. (3.9)
De méme, pour tout b(h) e S (h), on a:
0208b(¢t, hy e S~ V=10 (h)  pour tous o, f. (3.10)
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Preuve. Utilisant les notations du Lemme 3.1, notant u=(x, p), on peut écrire:
19]

U CADESD YD S PN (i D N T/t 0 R CR Y
g Ty

Donc si b(h) € S™(h), on a:

1o . ,
G EOD IS 4 D™ (1 +-fu) 1!

j=1yi+..+yi=

SCA4upmlot sio i—s|<8(TY). (3.12)
De méme, pour b(h) € S (h), on a:

j=ly+..+y=

~ ol . .
0b(g MISC Y X 9(1+l¢§|)"”“”*(1+Iul)’_“’|
SCAF|upm=1e s (t—8)<H(T)). (3.13)
(3.9) et (3.10) découlent de (3.12) et (3.13). C.Q.F.D.

Considérons maintenant P'approximation semi-classique de la solution du
probléme de Cauchy pour I'¢quation de Heisenberg (2.2). On va donner un
développement semi-classique pour Fy(t, s) = U,(s, )b*(h*'*x, h'’*D, h)U (t, s) ou
b(h) € S™(h), ainsi obtenir un théoréme du type Egorov (voir [3]).

Theoreme 3.3. Sous les conditions ci-dessus, il existe 6(T,)>0 tel que pour tout
b(h) € S™(h), F,(t, s) admet un développement au sens suivant: pour tout entier N =0,
on peut écrire:

N
F,,(t,s):zothj(t,s;h)+hN“RN+1(t,s;h) pour |t—s|<6(Ty), (3.14)
=

oii B(t, s; h) est un opérateur pseudo-différentiel de symbole b'(-, -, t,s; h) € S™/(h),
j=0,1,...,N, Ry, (t,s; h) applique continiiment de S(R") dans S(R") et pour tout
entier k=0, il se prolonge en un opérateur continu de B*(h) dans B**™ ™(h)
uniformément par rapport a he10,1], |t—s|<d(Ty). En particulier, b°(t,s; h) est

donne’ par:
bo(x, p; t, 55 B)=b(¢y(x, p), 1), (3.15)

ou ¢ est le flot associé a I'Hamiltonien a(x,p,t), c’est a dire la solution du
probléme:

N9 =0,a0005), a0, s 9=x,
] (3.16)
ot q(t,s)=— aya(.V(tv s), q(t,5), 1) 5 q(s,s)=p.

Remarque. Dans le cas ou a(t) est indépendant de t, soit ¢ résolvant le probléme
(3.16) avec s=0. Alors le Théoréme 3.3 donne

U(0)*b*(h"2x, k2D, W)U (£) = Bo(t, )+ hBy(t, h) + W2B,(t, )+ ...,

ou U,(t) est le groupe unitaire associé a A,=a"(h'*x, h*?D) et By(t, h) est un
opérateur pseudo-différentiel de symbole b(¢j, h). Voir Robert [12] pour le cas ou
b(h) est de classe S°(h).
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Avant d’aborder la démonstration du Théoréme 3.3, on prépare des lemmes.
Soit §(T;) donné dans le Lemme 3.2, |t — 5| < §(T;). On définit 'opérateur B,(r) par:

By(r)¢ =U,(s, 1)opyb(@},, HU(r,5)¢, ¢ eSR). G.17)

Lemme 3.4. Pour tout ¢ € S(R"), B,(r) est continiiment différentiable dans [*(R").
Et on a:

%Bh(r)co =Ui(s,7) {% LA4(r), opi’b(¢, )] (opy; {a(r), b(¢;., h)})} U, )p.  (3.18)

Preuve. D’aprés le Théoréme 2.1, B,(r)¢ est évidemment différentiable dans
I*(R?). Comme:

U1, 990= il 4OV 0. - Ui, o =il Uyt ) As)o

on obtient facilement:

) |
ZB (e =U(s.1) { — L TA), (oPRb(dl, ] + - opib(s h»} Uir.9)p. (3.19)

#% etant la solution du probléme (3.16), on a évidemment:

%b(gﬁﬁ, h)=—{a(r), b(¢;, )},

ou {-,-} est le crochet de Poisson. On peut vérifier:

£ tonrbiér. o= (o Zt65) o
= —(opi{a(r), b(¢, MWDo  @ee@?),  (3.20)
(3.18) vient de (3.19) et (3.20). Q.C.F.D.
Lemme 3.5. Posons:
hR(h,r,t)=h"'[4,(r), (opy’b(¢}, )] —opy{al-, -, 1), b(¢s, h)} .
Alors R(h,r,t) admet comme symbole b (r,t; h) e S™ %(h).
Preuve. Comme b(h) € S™(h), b(¢L, h) € S™(h) par le Lemme 3.2. D’aprés la formule
de composition, le symbole de %[A,,(r), (opyb(¢i, h))1—opy{a(r), b(¢', h)} s’écrit
sous la forme:

Y S ChoiDla(r)dtDb(4 h) .

Jz3 el +1pl=]j

D’aprés le Lemme 3.2, chaque terme est dans la classe S™ %(h). En sommant
asymptotiquement ce développement, on prouve que R,(h,r,t) admet comme
symbole b,(r,t; h)e S™ *(h). C.Q.F.D.

Maintenant, nous somme en mesure de démontrer le Théoréme 3.3.
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Preuve du théoréme 3.3. D’aprés le Lemme 3.4, on a pour ¢ € S(R"),
Ul(s, £)- b"(h'2x, h'2D, U (¢, s)p — (opib(45, W)

F U35, | LA 0B ]~ OB LaC ). b 0D Ui Yo

=h2[ U,(s,n)opyb,(r,t; )U,(r, s)pdr . (3.21)

Par le  Lemme 35,  br,t;n)eS""*(h), donc  lopérateur
U, (s, r)opyby(r, t; h)U,(r, s) est uniformément continu de B**™~'(h) dans B¥(h)
pour tout entier k.

Appliquant (3.21) successivement N fois, on obtient:

Ui(s, Db (h'x, k' 2D, WU (¢, 5)¢

t
=opyb(gt, Mo +1* [ (0p"by(ry, t; h) o g)edr,

o 1 (OPYbN(E Py Ty oo Ty K)o $N)dry . dry

N

t
+.. +hS

,,,.__.,:

+h2N+ZI j .ivUh(Sa"N+1)(0Phwa+1(ta"1a7'z,---,’”N+1;h))
~Up(Pys 1, 8)@dridr,..dry,q . (3.22)
D’ou, il suffit de prendre:
bO(-,-,t,5; h)=b(d, h),
try ry -
B, 5= § oo § bt 11 Tas ooty g B)o Bdrydry...dr,.
Par une récurrence, il est facile a montrer b(-,-,t,s; h)e S™ %/(h). Et pour
e SR, [t—s|=4(Ty), on a:
IRy+1(t s: Mo llsn-mu=Clloli, pour he]0,1],k entier.  (3.23)

Donc Ry , 4(t, s; h) se prolonge en une famille d’opérateurs uniformément continus
de BYh) dans B**2¥~™(h). Cela finit les démonstration du Théréme
33. C.QFD.

On a résultat analogue pour b(h) CS" (h).
Theoreme 3.6. Sous les conditions du Théoréme 3.3 pour a(t), il existe 6 >0 tel que
pour tout b(h) € S (h) et pour tout entier N =0, on a:

N

Fit9= 3, WB(t,s; )+H" 1Ry, (6,s; h), [t—s|<5,  (3.24)

ou Byt,s;h) admet comme symbole bi(t,s;h)eST™7+(h) et Ry, (t,s;h) se
prolonge en une famille d’opérateurs continus de B*(h) dans B¥~™~N+(h) pour tout
entier k. En particulier, b°(t, s; h)=b(¢., h).

On omet la preuve du Théoréme 3.6 qui suit la méme ligne que celle du
Théoréme 3.3. Une conséquence du Théoréme 3.6 est le résultat suivant qui est une
version semi-classique du théoréme d’Egorov [3].
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Théoréme 3.7. Sous les conditions du Théoréme 3.3 pour a(t), posons:
F(t,s)=U,(s,)b"(h**x, h'?D)U (¢, s),
ou b satisfait aux estimations:
10505b(x, P S Cap(1+ x|+ p)m 17100 - o peN".

Alors il existe 6>0 tel que l'on a:
N
Fy(t,9)= 3 WbY(h'?x,h'*D; t,s)+h" 'Ry, (t,s;h),  |t—s|<6, (3.25)
j=0
ou bi(t,s) est un symbole vérifiant:
10%05b(x, p; £, )| = Cop(1+|x| +[p)™ =110 e —5) <6

pourj=0,1,2, ... et pour N 20 assez grand Ry . {(t, s; h) se prolonge en un opérateur
uniformément borné dans [*(R"). En particulier, on a

bo(t,s)=bo¢. (3.26)
Remarque. Dans le cas ou m=0, on peut obtenir (3.25) en remplagant (3.3) par:
|0305a(x, p, )| S Cop,  lol+1122 (3.27)

voir Robert [12].

4. Limite classique de fonctions de correlation quantique

On montre dans cette section que les résultats obtenus dans [19] se déduisent
facilement du théoréme du type Egorov établi dans la Sect. 3. On se borne ici au
cas ou a(t) est indépendant de ¢. Pour hamiltoniens dépendant de ¢, on a aussi les
résultats analogues a ceux de [19].
Soit  (xg, po) €IR?™. Posons W(xq, po) =exp(ih™**(x - py—x,- D)). Alors
d’aprés Hormander [9], Wj(x,, poy) est un opérateur pseudodifférentiel et on a:
Wi(xo, Po)*b"(h*x, k' >D)Wi (X0, po) f
=b¥(h'"?x+x0,h'"*D+po) f,  feSR"), (4.1)

ou b est un symbole de poids tempéré quelconque.

Lemme 4.1. Pour tout symbole de poids tempéré b, on a:

(W05 Po)*b*(h*2x, R 2 D)W, (xo, po) —b(x0, Po)) S| S C(/HRY2,  fe SR,
ot C(f) est une constante dépendant de f. (4.2)

Preuve. 11 suffit d’utiliser (4.1) et de développer le symbole de b*(h'/?x + x,, h'/*D
+po) autour de (x,,py). C.Q.F.D.

Théoréme 4.2. Supposons que le symbole b vérifie qu’il existe un entier N tel que
10205b(x, p)| < Cog(1 + x| +Ip))¥  pour tous o, e N".
Alors pour tout f e BY(1), on a
,,11%’ Wi(xo, Po)*U(0)*b" (h'2x, ' 2D)U () Wi(xo, po) f =b(x(t), p(D)) S (4.3)
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dans L*(R"), ou (x(t), p(t)) est la trajectoire classique pour I’hamiltonien a, avec
données initiales (xy, po):

dx(t)

7 = 8pa(x(t), p(), x(0)=x,,

Ei%(tt_) — —o.a(x(0),p(®),  pO)=p,.

4.49)

En particulier si b est un symbole borné, on a:
s- im W, (xo, Po)*Up(t)*b"(h'/?x, h12DYU((t) Wi(xo, Do) = b(x(2), (1)) (4.5)
h=0+

dans I?(R"). La limite dans (4.3) et (4.5) est uniforme en t dans tout compact de R.

Preuve. On noe par ¢' la solution de (4.4) avec données initiales (x, p). Alors la
démonstration du Théoréme 3.3 donne

1U@)*b*(h*Px, B PDYU () f — (b o )" (W%, B2 D) f| SC1h,  feSIR"). (4.6)
D’aprés le Lemme 4.1, on a
IWi(xo, Po)*(b o ) (B 2x, R 2DYWi(xo, o) f —b o ¢'(x0, Po) S| S Coh' 2, @7

ou C, et C, sont dépendants de f, mais indépendant de ¢ dans un compact fixe de
R. De (4.6) et (4.7), il vient

IWi(x0, Po)* U(®)*b" (h'x, K 2DYU () Wi(xo, Po).f
—b(x(@®), p@) fI =Ch'?,  feSR").
Par un argument de densité, on obtient (4.3) C.Q.F.D.

Corollaire 4.3. Sous les conditions du Théoréme 4.2, on a pour tout f € B,
,,Hr(? Wi(x0, Po)* Uh(t)*hllzijh(t)VVh(xm pPo)f=x,0)f,

hl_i}gl Wi(xo, Po)*Uh(t)*hllszUh(t)Wh(xo, po)f=p0)f, j=12,..,n

dans TA(R™), ou x(t) = (x1(2), ..., X,(0)), p(t) = (p(1), ..., (1)) est la solution de (4.4).
Appliquant le théoréme d’Ehrenfest, on obtient:
Corollaire 4.4. Supposons que a=%|p|*+ V(x) avec V satisfaisant
[0XVN=Cys  pour 2] 22.

Si Pon note pour un opérateur auto-adjoint L:{L), = (U)W (xo,po)o,
LU (t)Wi(xo, po)®), 0n a alors pour tout ¢ € B*:

. d
lim 2;(<h1/2xj>(ph(t)) =Pj(t) “(0“2 ,

h—0 4
. d __orG@) o
Jim D)0 === ol

La limite étant localement uniforme en t e R.
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Notons que si 'on s’intéresse seulement a établir (4.5), on peut lacher le

contrdle sur la croissance du symbole a (voir [19] et aussi [7, 15, 16]).
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