
Communications in
Commun. Math. Phys. 93,123-139 (1984) Mathematical

Physics
© Springer-Verlag 1984

Sur une Valeur propre (Pun Operateur

T. Ando1 et Martin Zerner2

1 Division of Applied Mathematics, Research Institute of Applied Electricity, Hokkaido
University, Sapporo 060, Japan
2 Departement de Mathematiques, Universite de Nice, F-06034 Nice Cedex, France

Abstract. The studied eigenvalue is the smallest one of the operator:

Hμ = μA*A + iλA*(A+A*)A,

in the orthogonal complement of the vacuum where A* and A are the creation
and annihilation operators. Call this eigenvalue E{μ) as attention is focused on
the dependence on μ. This eigenvalue exists and is a positive number for
positive values of μ. Using the fact that the inverse of Hμ is a positive operator, it
is proved that E extends to a positive, increasing, analytic function on the
whole real line. In particular, £(0)φ0, contrary to what might have been
expected from the fact that A*(A + A*)A is formally self-adjoint.

1. Position du probleme et resultats

Les specialistes de la physique des hautes energies ont ete amenes a utiliser
Γoperateur:

Hλίβ = μA*A + iλA*(A + A*)A,

oύ A designe Γoperateur d'annihilation et done A* le createur, que son nom soit
loue. (L'etoile designe Γadjoint, une definition mathematique precise de ces
operateurs sera donnee un peu plus loin.)

Cet operateur intervient comme hamiltonien de la mecanique quantique des
reggeons. Dans cette theorie, e'est Γhamiltonien le plus simple qui puisse decrire un
champ avec interaction et il est plausible qu'il decrit Γinteraction dominante entre
deux hadrons.

Dans ce qui precede, le mot «simple» ne s'applique qu'a Γexpression algebrique
de Γoperateur. Si on examine la famille un peu plus generate,

on voit que pour v non nul il s'agit d'une perturbation compacte d'un operateur
defini positif possedant un inverse compact. On sait que cette circonstance peut
faciliter grandement son etude. La situation est radicalement differente avec Hλ μ.
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D'abord un probleme se pose a priori, celui de la definition de son domaine. Ce
probleme a ete resolu pour μ different de zero: les domaines «maximal» et
«minimal» sont les memes (ce resultat, du a Intissar [3] est explicite un peu plus
loin). Mais si Γon prend deux a deux ce domaine, celui de A*A, et un domaine qui
paraisse raisonnable pour A*(A + A*)A, on peut verifier qu'il n'y a aucune
inclusion entre eux. La situation est encore pire pour Γoperateur d'interaction
A*(A + A*)A. Ses domaines maximal et minimal ne coincident pas, il n'est pas
autoadjoint sur son domaine maximal. II a des realisations autoadjointes mais une
des conclusions de cet article est qu'aucune d'entre elles n'intervient dans le
passage a la limite μ tendant vers zero dans Hλ μ. Si tant est qu'on peut definir un
operateur limite, il n'est meme pas une extension du minimal!

Les valeurs propres de Hλ μ sont reelles et du signe de μ (Intissar [3,4]). On
peut en tirer Γimpression que quand μ tend vers zero, ces valeurs propres tendent
vers zero aussi, c'est du moins ce qui est arrive a Γun des auteurs avant d'y regarder
de plus pres. II n'en est rien, et le principal resultat demontre ici est que si on appelle
E(μ) la plus petite valeur propre non nulle pour μ positif, E a un prolongement
analytique strictement positif pour tout μ reel.

II est vraisemblable que la valeur physique de μ est negative. Le comportement
asymptotique de la section efficace aux hautes energies serait alors en σE{μ\ E(μ)
donne par ce prolongement analytique (σ est Γenergie). Pour une plus ample
discussion du rapport des resultats demontres ci-dessous avec la theorie
physique, on pourra se reporter a Intissar et al. [5].

Pour μ = 0, on verifie que la valeur limite £(0) est bien une valeur propre de
ίλA*(A + A*)A. Le vecteur propre correspondant n'est evidemment pas dans le
domaine d'une realisation auto-adjointe de A*(A + A*)A (de telles realisations
existent, on ne le demontre pas ici).

L'absence de toute relation entre les domaines des parties auto-adjointe et anti-
adjointe de Hλ μ nous a oblige a utiliser une propriete assez speciale de cet
operateur: dans la representation de Bargmann, si on se restreint a un demi-axe
imaginaire, Γoperateur possede un inverse operateur integral a noyau positif.

Ciafaloni et al. [1] ont donne une serie de proprietes spectrales de Hλ μ.
Toutefois, la transcription de leur article dans le langage mathematique usuel pose
des problemes et il semble s'etre eleve des desaccords parmi les physiciens quant a
la validite de leurs resultats. Intissar a commence Γetude mathematique de cet
operateur ([3-4]). Nous resumons d'abord certains de ses resultats.

Definition L L'espace de Bargmann, que nous noterons £, est Γensemble des
functions /, analytiques sur tout le plan complexe et telles que Γintegrale

n c
converge. La norme de / dans cet espace est la racine carree de cette integrate, ce
qui en fait un espace de Hubert. Le produit scalaire correspondant sera note (.,.).
Enfin, Eo designera le sous-espace (ferme) de E forme des fonctions qui s'annulent a
Γorigine.

Notations 1. On pose pour toute fonction analytique complexe /:

Attz)=f'(z),
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Remarque L La notation est justifiee. On a {/; / ' e £} = {/; zfsE}, et si on prend
cet ensemble comme domaine commun de A et A*, ils sont adjoint Γun et Γautre
dans Γespace de Bargmann.

Notations 2. On definit un operateur dans Eo en posant:

avec comme domaine:

D = {feE0;HλJeE)

(Γimage est bien contenue dans £ 0). On notera Hμ au lieu de Hx μ.

Proprietes de Hλ μ:
a) Hλtμ = λHμβ
b) pour μ + 0, Hλ μ est la fermeture de sa restriction aux polynδmes
c) toujours pour μφO, Hλ μ a un inverse compact
d) H-x.μ = Hlμ

e) les valeurs propres de Hλ μ sont reelles
f) 2

Consequence: les valeurs propres de Hλ μ sont plus grandes que μ pour μ
positif, plus petites que μ pour μ negatif (voir la figure ci-dessous oύ les parties
hachurees du plan ne peuvent pas contenir de valeur propre de Hλ μ.)

Fig. 1

Les proprietes b et c seront essentielles et la reference [3] est difficile a trouver.
II est done bon d'indiquer ici une demonstration de ces proprietes.

Notons H™μ la fermeture de la restriction de Hλ μ aux polynδmes (nuls a
Γorigine puisqu'appartenant a Eo) et Dn

Supposons μ>0 pour fixer les idees.
On a pour ueDmin:

son domaine.

(Ici et par la suite M designe la partie reelle d'un nombre complexe. L'inegalite
serait fausse si on n'avait pas elimine les fonctions constantes en se restreignant a
Eo. Cette inegalite deviendra la propriete / lorsque nous aurons demontre b.)
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Ces relations ont deux consequences:
- Dm i n est contenu dans le domaine de A. En particulier son injection dans Eo est
compacte (quand on munit Dm i n de la norme du graphe).
- Hf™ est injectif et son image est fermee.

Nous allons maintenant demontrer que H^μ est inversible. Au point oύ nous
en sommes il reste pour cela a voir que son image est dense, et pour cela que son
adjoint est injectif. On verifie que cet adjoint n'est autre que H_λ μ. Les seules
fonctions nulles a Γorigine que Hλ μ annule sont (en ecartant le cas particulier λ = 0)

On verifie «a la main» que ces fonctions n'appartiennent pas a Γespace de
Bargmann.

Hf™ e s t done inversible et Hλ μ en est une extension injective. Dans cette
situation, la seule possibilite est:

qui est la propriete b. La propriete c en resulte puisque nous avons vu que H™*
etait inversible et Γinjection de son domaine dans Eo compacte.

Proposition 1. Pour μ>0, Hμ possede au moins une valeur propre. Soit E(μ) la plus
petite de ses valeurs propres. Lafonction E se prolonge en une fonction analytίque
reelle positive et croissante sur 1R tout entier.

La demonstration de cette proposition sera Γessential de cet article. Voici
quelques indications sur la marche que nous allons suivre. Notons d'abord que le
spectre de Hμ est fait de valeurs propres isolees qui sont les inverses des valeurs
propres de H~ι (d'apres la propriete c). C'est le spectre de cet inverse H~ι que nous
etudierons.

Nous expliciterons d'abord (Sect. 3) cet inverse sous forme d'un operateur
integral portant sur les restrictions des fonctions au demi-axe imaginaire negatif.

Le point clef est que le noyau de cet operateur integral est positif. On dispose
done des generalisations du theoreme de Perron-Frobenius. Pour demontrer
Γanalyticite de £, on a besoin de passer dans un autre espace de Banach que Eo

pour deux raisons:
a) pour μ negatif Γoperateur integral obtenu n'opere plus sur Eo,
b) on a besoin d'une generalisation fine de Perron-Frobenius que nous ne

savons pas appliquer dans Eo.
Le noyau de Γoperateur H~ι est analytique par rapport a μ. L'operateur

integral defini par ce noyau se prolonge en un operateur compact sur un espace L2

avec poids, y compris pour des valeurs negatives de μ (Sect. 4). Une generalisation
du theoreme de Perron-Frobenius aux espaces E (theoreme de Jentzsch) permet
de demontrer ce qu'on veut sur cette extension, a savoir qu'elle a des valeurs
propres non-nulles, que la plus grande d'entre elles en module est positive (done
egale au rayon spectrale), enfin qu'elle depend de faςon analytique de μ. Le point
clef pour demontrer cette derniere propriete est le fait que c'est une valeur propre
simple.
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II reste alors a identifier cette valeur propre dans un espace L2 avec poids a une
valeur propre du vrai operateur H~ι agissant sur Eo (pour μ positif bien sur). On
utilise un resultat ad hoc base sur le simple fait qu'il y a dans Eo des functions
positives sur le demi-axe imaginaire pur negatif (Proposition 2, Sect. 5 du present
article).

2. Precisions sur Γespace de Bargmann

Notation 3. Nous poserons:

j/fc!

Les φk forment une base orthonormee de Γespace de Bargmann.

Lemme 1 (Intissar [3]). Si fεE, Γίntέgrale:

ί l / / ( )

est convergente.

Lemme 2. Soil f anaiytique complexe et de carre ίntegrable sur la bande

Alors pour tout x e] a, &[, Γίntέgrale:
+ 00

ί \f(x + iy)\2dy
— oo

est convergente.

Demonstration. Si on remplace "tout x" par "presque tout x", le lemme est une
simple application du theoreme de Fubini.

Soit xe~\a, fc[, choisissons a\ V tels que:

a<a'' <x<b'' <b,
+ 00 +00

les integrales j \f(a' + iy)\2dy et f !/(&' + iy)\2dy convergent.
— oo — oo

O n a pour tout T assez grand:

x + ιy)= dv— du
y ) ! b ' x + i{vy) l u x + i{Ty)

] f(a' + iv) Ά , * fiμ-iT) .
- J ~, rdv+\ du,

ax + ι(v y) u x ι{T + y)puis en prenant h assez petit:

x ! " I 2 , s + r Γ Γ fΨ' + iυ) f(a'+ίυ) "I

« -ft/2 -s-rLσ —x + ι(υ — y) a -x + ι(υ — y)J

-is-iT)I T d s f Γ f(u-is-i
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Quand T tend vers Γinfini, Γintegrale interne de la premiere ligne tend vers
Γintegrale sur toute la droite en restant bornee; la deuxieme ligne tend vers zero
puisque la fonction:

u — x + i(s — y)

est integrable sur ~\a\ b'[ x IR. D'oύ

— y) a' — x + z(ϋ — y)

La convolution d'une fonction de carre integrable avec l/(c + iy) donne encore une
fonction de carre integrable, remarque qui acheve la demonstration.

Lemme 3. Si feE, les intέgrales

Y\f(x + iy)\2e-y2dy et +f |/'(.
L+y z

sont convergentes pour tout x.

Demonstration. On applique le lemme 2 a /(z) e z 2 / 2 et /'(z) ez2/2/(a + z), oύ a est un
nombre reel convenablement choisi.

Remarque. Si on pose Pf(y) = f( — iy), il resulte de ce lemme que P est une
application, injective d'apres le principe de prolongement analytique, de Eo dans

L'injection ainsi definie est continue. Pour le montrer, il suffit de verifier que
son graphe est ferme. Soit done (un) une suite de Eo telle que

limMΛ = w (dans Eo),

limPwM = v (dans 1$).

Toute fonction φ mesurable a support borne sur ]0,oo[ definit une forme
continue sur Eo par la formule:

on a done

et on a aussi:

Mais

,w>= j φ(y)u(-iy)dy,
o

lim(φ,un)= J φ(y)Pw(y)dy,
o

lim J φ(y)Pun(y)dy= f φ{y)v(y)dy.
o o

,un)= J
o
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c.q.f.d.

3. Restriction au demi-axe imaginaire et inversion de Hμ

Nous supposons μ>0 dans cette partie 3.
Son but est d'expliciter Γinverse de Hμ, du moins pour les valeurs imaginaires

pures "negatives" sous la forme:

H; 7 ( - iy) = 1 Nμ(y, /)/( - iy'W.
0

En notant H~1f = u, on a

et si on pose

il vient:

Hμ u(z) = izu"{z) + z(ϊz + μ) u\z) = f(z),

ύ{y) = u(- iy), f(y) = / ( - iy),

- yu"(y)+yiy+μ) u'iy)=/GO

On peut tirer de la:

oύ Γintegrale converge d'apres le lemme 3.
Montrons que la constante c est nulle. Toujours d'apres le lemme 3, nous

c — y 2 + μy

savons que ύf est de carre integrable pour la mesure ——-dy. Or e2 ne Test

pas. II faudra done que c soit nulle si:
1+y2

est de carre integrable. Or on a d'apres Cauchy-Schwartz:
1 7 9

o n rr ^ CO CO

^ J 2μyz

ce qui assure la convergence a Γinfini, et aussi

J e z) — ύ ί

oύ Γintegrale du second membre converge puisque / est analytique et nulle a
Γorigine.
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Maintenant nous connaissons u' et nous savons que w(0) = 0 d'oύ:

u(y)= j e2 dy1 j f(y2)dy2

y0

Si on complete ceci par une application du theoreme de Fubini, on peut resumer le
resultat de ces calculs de la fagon suivante:

Lemme 4. On α, pour μ > 0 , veE0 et y>0:

~γy 2~ί
00 P

- 1 / \ f ^ F ' " ' - - c

y _ y 2 -

o

on a pose:

Nous confondrons desormais £ 0 avec Γespace des fonctions definies sur ]R+

par u( — iy) oύ y e E 0 , sans changer sa norme.
Pour tout nombre complexe μ nous noterons Ka Γoperateur integral de noyau:

1

e 2'

y

oύ θ designe une fonction nulle pour y negatif et valant 1 pour y positif.
Nous avons vu que cet operateur agissait sur Eo (au sens des restrictions

comme il est dit ci-dessus) pour μ > 0 mais nous allons voir qu'il agit aussi (y
compris pour d'autres valeurs de μ) sur une famille d'espaces L2 avec poids:

Degageons pour la reference ulterieure deux resultats evidents sur la deuxieme
forme de Nμ.

μ.
Lemme 5. Pour μ reel, Nμ est une fonction dέcroissante de μ.Siμ = μ/Jr iμ" (// et //
reels) on a:

Nous aurons aussi besoin du comportement asymptotique de Φμ:

Lemme 6. Supposons μ reel

(a) Φμ(y)~y(y^O),

(b) Pour y>yo> —μ, on a:

4e2* +μy
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Demonstration, (a) est une simple constatation.

=

o)l2

4

4. Extension de Kμ a un espace L2 avec poids

Pour tout reel α nous poserons

(espace des fonctions de carre integrable par rapport a la mesure
exp (— x2 — 2αx) dx).

Lemme 7. Pour tout μ de partίe reelle au moins έgale a α, Kμ s'έtend en un opέrateur
de Hίlbert-Schmidt de L2

α dans lui-meme.

Demonstration. Kμ s'ecrit:

oύ

II sera de Hilbert-Schmidt dans L2

α si la fonction Nμ est de carre integrable par
rapport a la mesure:

D'apres le lemme5, \Nμ\^Na de sorte qu'il suffit de faire la demonstration pour
μ = α.

On est alors ramene a la convergence de Γintegrale

00 00

/= Π Ψ(y,y')dydy',
0 0

oύ

ψ(y v/) = N2e~y2~2aye~y'2~2ayl

o-y2-2ay

y

Une application du theoreme de Fubini donne: / = / _ + / +

°? dy'y' 2 - 2 _ 2«

o / 2 o α
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D'apres le lemme 6 Γintegrale en dy se comporte en / 3 quand y' tend vers 0 et a une
limite quand / tend vers Γinfini, d'oύ la convergence de J_

o y*

D'apres le lemme 6, partie (a), la fonetion a integrer par rapport a / est continue au
point / = 0. D'autre part, pour / assez grand:

0 0

 e~y'2-2yra
j e-y2- layβy <g ^

/ 2(j/ + α)

Compte tenu du lemme 6 partie (b), la fonetion a integrer est done en y'~5 pour /
tendant vers Γinfini; II en resulte que I+ est elle aussi convergente ce qui acheve la
demonstration du lemme.

Remarque. Cette demonstration permet d'apporter une precision supplementaire;
la norme de Hilbert-Schmidt de Kμ (comme operateur sur L2) est majoree
independamment de μ pour &μ > α.

L e m m e 8. Eapplίcation μv-^Kμ est analytique sur le demi-plan <Mμ>a au sens de la

norme de Hilbert-Schmidt des operateurs sur L2

α (et a fortiori au sens de ( 2 )

Demonstration. Compte tenu de la remarque qui precede, il suffit de demontrer
Γanalyticite de Γapplication:

w, Kμv)L2

pour uQtυ appartenant a L2

α (Kato [7, VII. 1.1, p. 365], le resultat remonte autant
que je sache a Grothendieck [2]).

Demontrons d'abord la continuite. On a:

(u,Kβv)L2= 1 e-χ2-2«*u{xjdxl Nμ(x,y)v(y)dy.
0 0

La fonetion a integrer en dxdy est majoree en module par:

la continuite resulte done du theoreme de convergence majoree.
Pour demontrer Γanalyticite, il suffit maintenant de prouver que pour tout

circuit ferme y du demi-plan, on a:

La maj oration deja utilisee permet d'appliquer le theoreme de Fubini, ce qui met
Γintegrale sous la forme:

00 00

J J dxdye~χ2'2axύ(x)v{y)\Kμ(x,y)dμ,
0 0

oύ Γintegrale interne est nulle d'apres Γanalyticite en μ de Kμ.
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5. Rappels sur les valeurs propres simples des operateurs compacts

On sait que le spectre d'un operateur compact est forme, outre 0, de valeurs
propres isolees de multiplicite finie. Disons que la valeur propre σφO de
Γoperateur T est simple si cette multiplicite est un, c'est-a-dire si les sous-espaces
vectoriels (T—σ)~k(0) sont tous de dimension un (et par consequent identiques
entre eux).

II est equivalent de dire que le projecteur spectral Pσ associe a σ est de rang un.
La restriction de Ί—σk Γhyperplan P~γi$$) est inversible. On a:

Pσ(x) = (u*,x)u,

oύ u et u* sont des vecteurs propres de Tet T* respectivement associes aux valeurs
propres σ et σ (Kato [7, IΠ.6.7, Theoreme 6.26 et IΠ.6.5, p. 181]).

Si la multiplicite geometrique de σ est un, c'est-a-dire s'il n'y a qu'un vecteur
propre a un coefficient scalaire pres, et si de plus la resolvante (T—z) ~* presente en
σ un pole simple, alors σ est une valeur propre simple (Yosida [11, VIII.8,
Theoreme 3]).

Nous utiliserons encore la version suivante (simplifiee) du theoreme de Kato-
Rellich:

Soient E un espace de Banach sur (C, F une fonction analytique d'une variable
complexe a valeurs dans if (E) muni de sa norme et σ0 une valeur propre simple de
F(μ0). II existe des voisinages U et V de μ0 et σ0 tels que pour tout μeU, F(μ)
possede une valeur propre unique σ(μ) appartenant a V et la fonction σ est
analytique (de plus σ(μ) est une valeur propre simple). (Reed et Simon [9,
Theoreme XII.8, compte tenu de la remarque qui suit la definition d'une famille
analytique p. 14; noter que nos valeurs propres simples sont ce que ces auteurs
appellent des "non-degenerate eigenvalues" definies I.e. p. 13]).

Nous utiliserons une version generalisee et precisee du theoreme de Jentzsch
[6]:

Soit T un operateur compact sur Π(μ) oύ μ est une mesure σ-finie. Supposons
que T soit donne par un noyau μ®μ presque partout strictement positif. Alors T
possede au moins une valeur propre non nulle. Une seule de ses valeurs propres a
pour module le rayon spectral de T. Cette valeur propre est positive, simple et il lui
correspond un vecteur propre presque partout strictement positif.

C'est le theoreme V.6.6 de Schafer [10, p. 337] a quelques details pres. La
version donnee ici est simplifiee par particularisation. D'autre part Schafer
n'enonce pas que le rayon spectral est une valeur propre simple, mais seulement
qu'il lui correspond un vecteur propre unique a un coefficient pres. Cependant sa
demonstration prouve aussi que c'est un pole simple de la resolvante.

Corollaire 1. Soit a un nombre reel. Pour μ ̂  α, Kμ considere comme operateur sur L2

α

possede au moins une valeur propre non nulle. La plus grande en module de ses valeurs
propres est simple, positive, il lui correspond un vecteur propre presque partout
strictement positif sur R + .

Corollaire 2. Sous les hypotheses du theoreme de Jentzsch et avec les memes
notations, soit v un vecteur positif non nul dans B(μ). Notons r le rayon spectral de T
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et Pr le projecteur spectral assocίέ a la valeur propre r. On a:

lim r~nTnv = Prv*0.

Demonstration. Montrons d'abord que Prv + O. On a

Prυ(x) = u(x)iu*(y)υ(y)dμ(y),

oύ u et w* sont des vecteurs propres de Tet T* respectivement associes tous deux a
la valeur propre r.

Les spectres de T et T* etant complexes conjugues, r est le rayon spectral de
T*. Ce dernier a pour noyau le transpose du noyau de T, qui est presque partout
strictement positif. On peut done lui appliquer aussi le theoreme de Jentzsch. II en
resulte que w* est presque partout strictement positif d'oύ enfin:

$u*(y)υ(y)dy>0,

qui entraine la non nullite de Prυ.
No tons Y la restriction de T a P~ 1(0) et r' son rayon spectral, r n'est pas une

valeur propre de Y et comme toutes les autres valeurs propres de T sont de module
strictement plus petit il vient f'<r, d'oύ

lim r"n

pour tout w tel que Prw = 0.
Or on a

n(v-Prv).

Proposition 2. Sous les hypotheses du theoreme de Jentzsch et aυec les memes
notations, soit E un espace de Banach plongέ dans B(μ) avec une norme plus forte.
Supposons

a) que T laisse E invariant et soit compact en tant qu'opέrateur sur £,
b) quHl existe dans E une fonction positive non nulle.
Λlors le rayon spectral de T en tant qu'opέrateur sur E est le meme que son rayon

spectral en tant qu'opέrateur sur Π(μ).

Demonstration. Le spectre de T comme operateur sur E etant forme de 0 et de
valeurs propres est contenu dans son spectre comme operateur sur E(μ). No tant r'
le rayon spectral de Γoperateur sur E et r celui de Γoperateur sur Z?(μ), on a done:
r'S r. Montrons que Γinegalite ne peut pas etre stricte. On aurait alors pour toute v
eE:

au sens de E et a fortiori au sens de ί?(μ). Mais si v est positive cela contredit le
corollaire 2 du theoreme de Jentzsch.

Corollaire. Sous les hypotheses de la Proposition 2, appelons r le rayon spectral de T.
Gest une valeur propre simple de T comme operateur sur E, la seule de module
maximal, il lui correspond les memes vecteurs propres dans E que dans Π(μ).
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(Ce corollaire ne sera pas utilise dans ce qui suit.)
Nous aurons besoin encore d'un resultat connu, a savoir que le rayon spectral

d'un operateur a noyau positif est fonction croissante dudit noyau.

Proposition 3. Soieni Tx et T2 deux operateurs ίntέgraux positifs sur Π(μ). Si le
noyau de Tγ est plus petit que celui de T2 alors le rayon spectral de Tγ est plus petit ou
έgal a celui de T2.

Demonstration. Si S est un operateur integral, notons S son noyau.
Remarquons d'abord que si S est positif on a:

\Su\^S\u\,

d'oύ on deduit:
d'abord que si S est positif alors

S | | u ^ 0 et ||κ|| = l } ,

et ensuite que si 0 ^ S ̂  T alors || S || ^ || T ||.
D'apres la formule qui donne le noyau du produit de deux operateurs

integraux on a pour tout n T" ^ T2

n, d'oύ || Γ" || ^ || T2

Π ||, et comme le rayon spectral
de Tj est la limite de (\\TJι\\)1/n notre proposition en resulte.

6. Demonstration de la proposition 1

Soit α un nombre reel quelconque. Pour μ ^ α, designons par σa(μ) le rayon spectral
de Kμ considere comme operateur sur L2

α. C'est un nombre strictement positif,
valeur propre simple de Kμ considere comme operateur sur L2

α (corollaire 1 du
theoreme de Jentzsch). De plus Kμ depend analytiquement de μ (lemme 8), on peut
done appliquer le theoreme de Kato-Rellich: σα est une fonction analytique reelle
sur ]α, + oo [. D'apres le lemme 5, le noyau de Kμ est fonction decroissante de μ
done (proposition 3) σα est une fonction decroissante.

D'apres la proposition 2 on a σa(μ) = σβ(μ) pour μ ^ max(α, β). Les σa definissent
ainsi une meme fonction σ strictement positive, analytique reelle et decroissante
sur R tout entier.

Prenons maintenant μ positif.
Eo est continument plonge dans L2

0 (lemme 3 et la remarque qui le suit). Kμ est
un operateur compact sur £ 0 , c'est en tant que tel que nous Γavons construit
(propriete c de Hλ μ et lemme 4). Enfin Eo possede des functions qui sont positives

sur le demi-axe imaginaire negatif (et non nulles) par exemple . Toutes les
iz

hypotheses de la proposition 2 sont done verifiees et par consequent σ(μ) est aussi
le rayon spectral de Kμ considere comme operateur sur Eo. Cet operateur etant
compact a valeurs propres positives (proprietes e et / de Hλ μ) c'est aussi sa plus
grande valeur propre.

En posant E(μ) = l/σ(μ), et en se souvenant que les valeurs propres de Hμ sont
les inverses de celles de Kμ considere comme operateur sur Eo, on verifie toutes les
proprietes annoncees dans la proposition 1.
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7. Quelques remarques sur le cas limite μ = 0

Ho = iA*(A + A*) A est formellement anti-adjoint. On s'attendait done au depart a
ce que E(0) soit nul. On a vu qu'il etait strictement positif. D'autre part pour μ
strictement negatif, E(μ) n'est certes plus une valeur propre de Hμ: la plus grande
valeur propre de ce dernier est —E( — μ).

Rappelons les notations introduites au Sect. 1: Ho a comme domaine

D = {f;feEo,HofeEo}.

Si on limite le domaine aux polynόmes et qu'on prend la fermeture de
Γoperateur obtenu on la note H™m dont Ho est evidemment une extension.
Contrairement a ce qui se passe pour μφO, nous allons voir que ces deux
operateurs sont differents.

Lemme 9. Ko est un operateur compact dans Eo.

Demonstration. La technique est d'utiliser le developpement dans la base des φk (a
des coefficients pres, e'est le developpement de Taylor).

Posons:

et demontrons d'abord que ψkeE0, a commencer par ψv

uy2

1 .

= -SdyχSe'
0 0

ou on a pose:

= γ2π]e 2
y _ - v 2 00
Γ 2 " l J V*

0 fc = C

^ = | /(2fe)! π/2 ._.lfc-3/4πi/4

2kk\γ2k+l

La derniere relation montre que ω est bien dans Γespace de Bargmann. Passons au
premier terme:

3Ί / ? ?\ °o

0 k=0 Δ Kl Q

- 2kk\ t N

= Σ -r===φ2fc+l(j>l)>

d'oΰ

y 3 Ί _ JL/ 2 _

0 0 fc = O

2*Λ!

γ2(k+l)(2k+l)\
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C'est encore une suite de carre sommable.
Une integration par parties fournit la relation de recurrence:

D'oύ Γon tire:

ou

Ψk+i =

En posant \\Pk\\2 = pk et en tenant compte de Γorthogonalite de P f c _ 2 et de φk, on
obtient:

1

d'oύ on peut tirer:

Nous pouvons maintenant montrer que Ko est limite en norme d'operateurs de
rang fini.

Soit
GO

/ = Σ ckφk.
k= 1

On a, au moins au sens de la convergence compact:

Kof = ]/2(f,ω-Ψι)Ψl + £ cΛ-i
k=ί

Majorons par Cauchy-Schwarz le reste de la serie

S Σ \ck\\\Pk-Λ^Σ •
: = «+ 1

Σ f t
1/2

Quelques propriέtέs de Ho et if^in:
a) H™in est antisymetrique,
b) K o est un inverse a droite de Ho (on le verifie par un calcul direct).

Consequences. Ho est surjectif et £(0) est une valeur propre de Ho (on montre
comme dans la demonstration de la proposition 1 que σ(0) est une valeur propre de
Ko considere comme operateur sur £ 0 )
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c) Ho n'est pas anti-symetrique.
II y a a cela deux raisons dont chacune suffirait. D'abord il a une valeur propre

reelle non nulle. Ensuite il est surjectif (puisqu'il a un inverse a droite) mais non
injectif (puisqu'il annule la fonction ω qui intervient dans la demonstration du
lemme 9).

Pour avoir dans un certain sens un operateur limite des Hμ pour μ positif
tendant vers 0 on essaiera de prendre comme domaine Γimage de Ko, notons la Do.
Cela est possible car Do est dense. Mais on n'obtient pas une extension de J7™ln,en
d'autres termes Do ne contient pas tous les polynδmes nuls a Γorigine.

Montrons que DQ est dense. Pour cela, prenons une fonction ueE0

orthogonale a Do. Elle est en particulier orthogonale a tous les ψk (notations de la
demonstration du lemme 9), a commencer par ψv On a d'apres la formule (a) de la
demonstration du lemme 9:

Comme Pk est de degre k exactement Γensemble des Pk est une base algebrique de
Γespace vectoriel des polynδmes nuls a Γorigine, il est done total dans Eo d'oύ
n = 0.

Montrons maintenant que tous les polynόmes nuls a Γorigine ne sont pas dans
Do. Soit PeD0 un polynόme. On a par definition:

P = K0Q,

done

ce qui montre que Q est lui-meme un polynόme. Posons:

n

Q= Σ akφk.
fc=l

II vient (toujours la formule (a))

n n

P= Σ ^Λ-i+ Σ flWi
fc= 1 fc= 1

Comme ψx n'est pas un polynδme on en deduit

fc=l

et les coefficients du developpement de P dans la base des Pk verifient une relation
lineaire non triviale.

Remerdements. Ce travail est issu d'un probleme qui a ete soumis par Michel Le Bellac a Γun des
auteurs (M.Z.) et plusieurs fois rediscute avec lui. II doit beaucoup a des discussions avec Pierre
Grisvard et Claude Bardos ainsi qu'au travail fait avec Abdelkader Intissar. Nous remercions le
Professeur Araki de Γinteret qu'il lui a porte.

Mme. Laurin a assure le travail fastidieux que sa qualification n'arrache pas a Γobscurite,
celui de la frappe.
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