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Abstract. The studied eigenvalue is the smallest one of the operator:
H,=pA*A+ilA*(A+A%)A,

in the orthogonal complement of the vacuum where 4* and A are the creation
and annihilation operators. Call this eigenvalue E(p) as attention is focused on
the dependence on u. This eigenvalue exists and is a positive number for
positive values of u. Using the fact that the inverse of H , is a positive operator, it
is proved that E extends to a positive, increasing, analytic function on the
whole real line. In particular, E(0)=0, contrary to what might have been
expected from the fact that A*(4+ A*) A4 is formally self-adjoint.

1. Position du probléme et résultats

Les spécialistes de la physique des hautes énergies ont été amenés a utiliser
l'opérateur:
H, = pA*A+iiA*(A+ANA,

ou A désigne 'opérateur d’annihilation et donc A* le créateur, que son nom soit
loué. (L’étoile désigne I'adjoint, une définition mathématique précise de ces
opérateurs sera donnée un peu plus loin.)

Cet opérateur intervient comme hamiltonien de la mécanique quantique des
reggeons. Dans cette théorie, c’est 'hamiltonien le plus simple qui puisse décrire un
champ avec interaction et il est plausible qu’il décrit I'interaction dominante entre
deux hadrons.

Dans ce qui précéde, le mot «simpley ne s’applique qu’a ’expression algébrique
de opérateur. Si on examine la famille un peu plus générale,

H, ,  =vA*2 A2+ pA* A+ il AX(A+ A¥)A,
s My

on voit que pour v non nul il s’agit d’'une perturbation compacte d’un opérateur
défini positif possédant un inverse compact. On sait que cette circonstance peut
faciliter grandement son ¢tude. La situation est radicalement différente avec H, ,.
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D’abord un probléme se pose a priori, celui de la définition de son domaine. Ce
probléme a été résolu pour pu différent de zéro: les domaines «maximal» et
«minimal» sont les mémes (ce résultat, di a Intissar [3] est explicité un peu plus
loin). Mais si ’'on prend deux a deux ce domaine, celui de A* 4, et un domaine qui
paraisse raisonnable pour A4*(4+ A*)A, on peut vérifier qu’il n’y a aucune
inclusion entre eux. La situation est encore pire pour 'opérateur d’interaction
A*(A+ A*)A. Ses domaines maximal et minimal ne coincident pas, il n’est pas
autoadjoint sur son domaine maximal. Il a des réalisations autoadjointes mais une
des conclusions de cet article est qu’aucune d’entre elles n’intervient dans le
passage a la limite u tendant vers zéro dans H, ,. Si tant est qu’on peut définir un
opérateur limite, il n’est méme pas une extension du minimal!

Les valeurs propres de H, , sont r¢elles et du signe de yu (Intissar [3,4]). On
peut en tirer 'impression que quand p tend vers zéro, ces valeurs propres tendent
vers z€ro aussi, c’est du moins ce qui est arrivé a 'un des auteurs avant d’y regarder
de plus prés. I1 n’en est rien, et le principal résultat démontré ici est que si on appelle
E(w) la plus petite valeur propre non nulle pour u positif, E a un prolongement
analytique strictement positif pour tout u réel.

Il est vraisemblable que la valeur physique de p est négative. Le comportement
asymptotique de la section efficace aux hautes énergies serait alors en 6", E(y)
donné par ce prolongement analytique (o est I’énergie). Pour une plus ample
discussion du rapport des résultats démontrés ci-dessous avec la théorie
physique, on pourra se reporter a Intissar et al. [5].

Pour u=0, on vérifie que la valeur limite E(0) est bien une valeur propre de
iAA*(A+ A*)A. Le vecteur propre correspondant n’est évidemment pas dans le
domaine d’une réalisation auto-adjointe de A*(A+ A*)A (de telles réalisations
existent, on ne le démontre pas ici).

L’absence de toute relation entre les domaines des parties auto-adjointe et anti-
adjointe de H, , nous a obligé a utiliser une propriété assez spéciale de cet
opérateur: dans la représentation de Bargmann, si on se restreint a un demi-axe
imaginaire, 'opérateur posséde un inverse opérateur intégral a noyau positif.

Ciafaloni et al. [1] ont donné une série de propri¢tés spectrales de H, .
Toutefois, la transcription de leur article dans le langage mathématique usuel pose
des problémes et il semble s’étre ¢levé des désaccords parmi les physiciens quant a
la validité de leurs résultats. Intissar a commencé 1’¢tude mathématique de cet
opérateur ([3-4]). Nous résumons d’abord certains de ses résultats.

Définition 1. L’espace de Bargmann, que nous noterons E, est 'ensemble des
fonctions f, analytiques sur tout le plan complexe et telles que l'intégrale

1 ol
—JIf Getiy)e 2 dx dy
Tc

converge. La norme de f dans cet espace est la racine carrée de cette intégrale, ce
qui en fait un espace de Hilbert. Le produit scalaire correspondant sera noté (., .).
Enfin, E, désignera le sous-espace (fermé) de E forme des fonctions qui s’annulent a
Porigine.

Notations 1. On pose pour toute fonction analytique complexe f:

Af@)=1@), A (2)=#(2).
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Remarque 1. La notation est justifice. On a {f; f e E} ={f; zf€ E}, et si on prend
cet ensemble comme domaine commun de A et A*, ils sont adjoint 'un et Pautre
dans I'espace de Bargmann.

Notations 2. On définit un opérateur dans E, en posant:
H, ,=pA* A+ilA*(A+ A%)A
avec comme domaine:
D={feEy;H, feE}
(image est bien contenue dans E,). On notera H, au lieu de H, ,
Propriétés de H; ,:
a) Hﬂ,ﬂ:/’{Hﬂ/i
b) pour u=+0, H, , est la fermeture de sa restriction aux polynomes
¢) toujours pour u=0, H, , a un inverse compact
d H_, ,=HY,
¢) les valeurs propres de H; , sont réclles
D pour u>0, #(H,,, )2kl .
pour u<0, Z(H, ,f./)=ulf1".
Conséquence: les valeurs propres de H, , sont plus grandes que u pour u

positif, plus petites que u pour p négatif (voir la figure ci-dessous ou les parties
hachurées du plan ne peuvent pas contenir de valeur propre de H; ,.)

=

E

/’//// "
4

Les propriétés b et ¢ seront essentielles et la référence [3] est difficile a trouver.
1l est donc bon d’indiquer ici une démonstration de ces propriétes.

Notons H}' la fermeture de la restriction de H, , aux polyndmes (nuls &
Porigine puisqu appartenant a E,) et D, son domaine.

Supposons p>0 pour fixer les idées.

On a pour ueD

Fig. 1

R(H ;. u, 1) = pl| Aul)* = ]
(Ici et par la suite # désigne la partie réelle d’un nombre complexe. L’inégalité

serait fausse si on n’avait pas ¢liminé les fonctions constantes en se restreignant a
E,. Cette inégalité deviendra la propriété f lorsque nous aurons démontré b.)
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Ces relations ont deux conséquences:
— D, est contenu dans le domaine de A. En particulier son injection dans E est
compacte (quand on munit D, de la norme du graphe).
— H7'" est injectif et son image est fermée. ‘

Nous allons maintenant démontrer que HY'; est inversible. Au point ot nous
en sommes il reste pour cela a voir que son image est dense, ¢t pour cela que son
adjoint est injectif. On vérifie que cet adjoint n’est autre que H_, ,. Les seules

fonctions nulles a 'origine que H; , annule sont (en écartant le cas particulier A=0)

z
cj e—y2/2+iuy//1dy.
0
On vérifie «a la main» que ces fonctions n’appartiennent pas a l'espace de
Bargmann.
% est donc inversible et H, , en est une extension injective. Dans cette

Asm
situation, la seule possibilité est:
Hy, ,=H3,
qui est la propriété b. La propriété ¢ en résulte puisque nous avons vu que Hp'®
¢tait inversible et l'injection de son domaine dans E, compacte.

Proposition 1. Pour 1 >0, H, posséde au moins une valeur propre. Soit E(u) la plus
petite de ses valeurs propres. La fonction E se prolonge en une fonction analytique
réelle positive et croissante sur R tout entier.

La démonstration de cette proposition sera I'essential de cet article. Voici
quelques indications sur la marche que nous allons suivre. Notons d’abord que le
spectre de H, est fait de valeurs propres isolées qui sont les inverses des valeurs
propresde H, ' (d’aprésla propriété c). C’est le spectre de cet inverse H, ' que nous
étudierons.

Nous expliciterons d’abord (Sect. 3) cet inverse sous forme d’un opérateur
intégral portant sur les restrictions des fonctions au demi-axe imaginaire négatif.

Le point clef est que le noyau de cet opérateur intégral est positif. On dispose
donc des généralisations du théoréme de Perron-Frobenius. Pour démontrer
l’analyticité de E, on a besoin de passer dans un autre espace de Banach que E,
pour deux raisons:

a) pour u négatif lopérateur intégral obtenu n’opére plus sur E,,

b) on a besoin d’une généralisation fine de Perron-Frobenius que nous ne
savons pas appliquer dans E,,.

Le noyau de l'opérateur H, ' est analytique par rapport a . L’opérateur
intégral défini par ce noyau se prolonge en un opérateur compact sur un espace I
avec poids, y compris pour des valeurs négatives de u (Sect. 4). Une généralisation
du théoréme de Perron-Frobenius aux espaces I (théoréme de Jentzsch) permet
de démontrer ce qu’on veut sur cette extension, a savoir quelle a des valeurs
propres non-nulles, que la plus grande d’entre elles en module est positive (donc
¢gale au rayon spectrale), enfin qu’elle dépend de fagon analytique de p. Le point
clef pour démontrer cette derniére propriété est le fait que c’est une valeur propre
simple.
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Il reste alors a identifier cette valeur propre dans un espace I avec poids a une
valeur propre du vrai opérateur H, ' agissant sur E, (pour p positif bien sir). On
utilise un résultat ad hoc basé sur le simple fait qu’il y a dans E,, des fonctions
positives sur le demi-axe imaginaire pur négatif (Proposition 2, Sect. 5 du présent
article).

2. Précisions sur espace de Bargmann

Notation 3. Nous poserons:
(i2)*
Vit

Les ¢, forment une base orthonormée de I'espace de Bargmann.

ouz)=

Lemme 1 (Intissar [3]). Si f €E, lintégrale:
ol

I

cl+]z|

I/ (2)*dxdy
est convergente.
Lemme 2. Soit f analytique complexe et de carré intégrable sur la bande

B={z;Rze]a,bl}.
Alors pour tout x €] a, b[, lintégrale:

+ oo
I f(e+iy)Pdy
est convergente.

Démonstration. Si on remplace “tout x” par “presque tout x”, le lemme est une
simple application du théoréme de Fubini.
Soit x €] a, b[, choisissons a’, b’ tels que:

a<a'<x<b'<b,

les intégrales j |f(a’ +iy)]Pdy et f |f(b"+iy)|*dy convergent.

On a pour tout T assez grand:

j St [ERACELD
2infx+iy)=1 3 —x+i(v— y)dv—gfu—eri(T—J’)

B f f(a4.—w) dv—l—ljl fu—iT)

Srd—x+i(v—y) s u—x—i(T+y)

du,

puis en prenant h assez petit:

) , W2 st T [ +iv) fla'+iv)

217tf(X+ly)—* _{/Zd ﬁsj.Tl:b/—X‘i'i(U—y) - a’—x+i(v—y):|dv

! hfz ; zi[ fu—is—iT) flu+is+iT) ]d
s u—x—i(s+y+T) _u~x+i(T+S—J’) N

—h/2



128 T. Ando et M. Zerner

Quand T tend vers l'infini, I'intégrale interne de la premicre ligne tend vers
I'intégrale sur toute la droite en restant bornée; la deuxi¢me ligne tend vers zéro
puisque la fonction:

fu+is)

S i—y)

est intégrable sur Ja’, b x R. D’ou

vl ) @)
fetin=o T [b’—x+i(v~y) - a’—x+i<v—y>}dv

La convolution d’une fonction de carré intégrable avec 1/(c +iy) donne encore une
fonction de carré intégrable, remarque qui achéve la démonstration.

Lemme 3. Si f € E, les intégrales

e’

+ o0 + o
Ffc+ipPe™dy et | |f(x+iy)l? dy

14?2
sont convergentes pour tout x.

Démonstration. On applique le lemme 2 & f(z) e*”/? et f/(z) e*"*/(a+z), ol a est un
nombre réel convenablement choisi.

Remarque. Si on pose Pf(y)=f(—iy), il résulte de ce lemme que P est une
application, injective d’apres le principe de prolongement analytique, de E, dans
12 =12(]0, o[, e *"dx).

L’injection ainsi définie est continue. Pour le montrer, il suffit de vérifier que
son graphe est fermé. Soit donc (u,) une suite de E, telle que

limu,=w(dans E,),
lim Pu, = v (dans I}) .

Toute fonction ¢ mesurable & support borné sur 10, co[ définit une forme
continue sur E, par la formule:

o> = [ ou(=ip)dy.
on a donc
im Co.1,) = | 00) Pw(s)dy
et on a aussi:
tim § o) Pun(3)dy=  00)10)dy.
Mais

(o= ?:<p<y)Pu,,<y>dy,
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d’ou:
Pw=v. c.q.fd

3. Restriction au demi-axe imaginaire et inversion de H,,

Nous supposons >0 dans cette partie 3.
Son but est d’expliciter I'inverse de H,, du moins pour les valeurs imaginaires
pures “négatives” sous la forme:

Hy f(=i0)= [ N, 1 =iy’
En notant H, ' f=u, on a
H,u(z)=izu"(z) + z(iz+ wu'(z) = f(2),
et si on pose
ay)=u(~iy), fo)=1(~iy),
il vient:

—y@’ W)+ ¥+ ) =1).
On peut tirer de 1a:

© *Lzz~u2 ~ dz l)>2<!—;,Ly
Fy)=|c+fe > " fle)— | ,
y z

ou l'intégrale converge d’apres le lemme 3.
Montrons que la constante ¢ est nulle. Toujours d’aprés le lemme 3, nous
_yZ

- s 4 Sy2+uy
savons que @’ est de carré intégrable pour la mesure Tty >dy. Or e? ne lest

pas. Il faudra donc que c soit nulle si:

—UZ ~

fz )—

0
e”yje
y

est de carré intégrable. Orona d’aprés Cauchy-Schwartz:

© — Uz d
fe 2777 ) :

< Tlf(znze*zzdz i fome

=2py

Il/\

f f(2)%e _zzdz

ce qui assure la convergence a l'infini, et aussi

—2py

fo ‘”f() < Tirert e
y 0 Z

ou lintégrale du second membre converge puisque [ est analytique et nulle a
Porigine.
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Maintenant nous connaissons i’ et nous savons que #(0)=0 d’ou:

1 2
-gyz-uyz

ii(y) = f 1 Py Ty,

Y1 Y2
Sion compléte ceci par une application du théoréme de Fubini, on peut résumer le
résultat de ces calculs de la fagon suivante:
Lemme 4. On a, pour u>0,veE, et y>0:

2y 2y’

L o(—iy)= f @ ,(min(y, y e Y v(—iy)dy’

1 2
— Y3 w2

1
LSy Le
T it .
=e dy, | ————u(=iy,)dy,,
0 Y1 V2
ol On a poseé:
2Y1 !‘yl

D,(0)= f dy, .

Nous confondrons désormais E, avec I'espace des fonctions définies sur R
par u(—iy) ou ye€ E,, sans changer sa norme.
Pour tout nombre complexe unous noterons K, 'opérateur intégral de noyau:

1
~5y2—uy

N, (y,y)=®,(min( y,y))

— e y jg(y - )ez 4 O’ ~)’1)dy

ou 6 désigne une fonction nulle pour y négatif et valant 1 pour y positif.

Nous avons vu que cet opérateur agissait sur E, (au sens des restrictions
comme il est dit ci-dessus) pour u>0 mais nous allons voir qu’il agit aussi (y
compris pour d’autres valeurs de y) sur une famille d’espaces I avec poids:

Dégageons pour la référence ultérieure deux résultats évidents sur la deuxiéme
forme de N,,.

Lemme 5. Pour préel, N, est une fonction décroissante de p. Si p=p' +in” (1" et p”
réels) on a:

'Nu(yﬂ y/)|§N,u(y7y/) .
Nous aurons aussi besoin du comportement asymptotique de @,:

Lemme 6. Supposons p réel
(@) ,(»)~y(y-0),
(b) Pour y>yo>—p, on a:
%yzﬂty

D= + .
u(y)— u(yO) y+y0+2,u
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Démonstration. (a) est une simple constatation.

f e%y%ﬂm 1+

D,(y)—D,(y)£2 dy
* pe v+y0)/2 yit+u '
< 4 %y“w
T ytyot2p

4. Extension de K, a un espace I’ avec poids
Pour tout réel a nous poserons
B =I*(R", e > 2%(x)
(espace des fonctions de carré intégrable par rapport a la mesure

exp(—x?—2ax)dx).

Lemme 7. Pour tout u de partie réelle au moins égale a o, K, s’étend en un opérateur
de Hilbert-Schmidt de IZ, dans lui-méme.

Démonstration. K, s’écrit:
Ku(y)= | Ny, y)u(y)e "2 dy,
0
ou
N0, y)=N,(y,y)e” 22",

1 sera de Hilbert-Schmidt dans I, si la fonction N, est de carré intégrable par
rapport a la mesure:

e VT2 gy gy

D’aprés le lemme 5, |[N 4l <N, de sorte qu’il suffit de faire la démonstration pour

u=a.
On est alors ramené a la convergence de 'intégrale

I= Y(y,y)dydy’,

O =8
O =8

ou

N N2, y2—2ay ,— V% 2ay’
'Il(yay)—Nae v Ve ? Y
_yz_zay

= @7 (miny, y”)—,z—
y

Une application du théoréme de Fubini donne: I=1_+1,

0 d 7y )
1= T e2pe 2ay.
oY o
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Draprés le lemme 6 I'intégrale en dy se comporte en y® quand y tend vers O et a une
limite quand y’ tend vers 'infini, d’ou la convergence de I _
© dy’

Io=[=507() [ e dy.
(7 y

D’apres le lemme 6, partie (a), la fonction a intégrer par rapport a y” est continue au
point y'=0. D’autre part, pour y” assez grand:

© ~y'2-2y'a
—y2—
j’ e Y Zaydy<

v 2(y'+a)
Compte tenu du lemme 6 partie (b), la fonction a intégrer est donc en y'~ 3 pour y’

tendant vers I'infini; Il en résulte que I, est elle aussi convergente ce qui achéve la
démonstration du lemme.

Remargue. Cette démonstration permet d’apporter une précision supplémentaire;
la norme de Hilbert-Schmidt de K, (comme opérateur sur L) est majorée
indépendamment de u pour Zu>a.

Lemme 8. Lapplication p—K , est analytique sur le demi-plan Rp> o au sens de la
norme de Hilbert-Schmidt des opérateurs sur I2, (et a fortiori au sens de L(IZ)).

Démonstration. Compte tenu de la remarque qui précede, il suffit de démontrer
l'analyticité de l'application:
/Jl—)(u, KuU)LOZ(

pour u et v appartenant a IZ, (Kato [7, VIL 1.1, p. 365], le résultat remonte autant
que je sache a Grothendieck [2]).
Démontrons d’abord la continuité. On a:

(u, K,0)rz= [ e 72 u(x)dx | N,(x,y)v(y)dy.
0 0

La fonction a intégrer en dxdy est majorée en module par:

e T TN (x, ) u(x)| [l

la continuité résulte donc du théoréme de convergence majorée.
Pour démontrer P'analyticité, il suffit maintenant de prouver que pour tout
circuit fermé y du demi-plan, on a:

J (n, K, 0),2d1=0.
Y

La majoration déja utilisée permet d’appliquer le théoréme de Fubini, ce qui met
l'intégrale sous la forme:

O =8
O =8

dxdye ™ " 2*ig(x)v(y) | K (x, y)du,
7

ou lintégrale interne est nulle d’aprés I'analyticité en u de K.
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5. Rappels sur les valeurs propres simples des opérateurs compacts

On sait que le spectre d’un opérateur compact est formé, outre 0, de valeurs
propres isolées de multiplicité finie. Disons que la valeur propre a=0 de
I'opérateur T est simple si cette multiplicité est un, c’est-a-dire si les sous-espaces
vectoriels (T — o) *(0) sont tous de dimension un (et par conséquent identiques
entre eux).

Il est équivalent de dire que le projecteur spectral P, associé a ¢ est de rang un.
La restriction de T—¢ a ’hyperplan P, !(0) est inversible. On a:

Po(x)=<u*, x)u,

ou u et u* sont des vecteurs propres de T et T* respectivement associés aux valeurs
propres ¢ et 6 (Kato [7, I11.6.7, Théoreme 6.26 et I11.6.5, p. 181]).

Si la multiplicité géométrique de o est un, c’est-a-dire il n’y a qu’un vecteur
propre a un coefficient scalaire preés, et si de plus la résolvante (T —z) ™! présente en
o un poéle simple, alors ¢ est une valeur propre simple (Yosida [11, VIILS,
Théoréme 37).

Nous utiliserons encore la version suivante (simplifiée) du théoréme de Kato-
Rellich:

Soient E un espace de Banach sur €, F une fonction analytique d’une variable
complexe a valeurs dans #(E) muni de sa norme et g, une valeur propre simple de
F(uy)- 1l existe des voisinages U et V de y, et g, tels que pour tout pe U, F(u)
posséde une valeur propre unique o(u) appartenant a V et la fonction o est
analytique (de plus o(u) est une valeur propre simple). (Reed et Simon [9,
Théoreme XI1.8, compte tenu de la remarque qui suit la définition d’une famille
analytique p. 14; noter que nos valeurs propres simples sont ce que ces auteurs
appellent des “non-degenerate eigenvalues” définies 1.c. p. 137).

Nous utiliserons une version généralisée et précisée du théoréme de Jentzsch
[6]:

Soit T un opérateur compact sur I?(x) ou u est une mesure o-finie. Supposons
que T soit donné par un noyau p® u presque partout strictement positif. Alors T
posséde au moins une valeur propre non nulle. Une seule de ses valeurs propres a
pour module le rayon spectral de T. Cette valeur propre est positive, simple et il lui
correspond un vecteur propre presque partout strictement positif.

C’est le théoreme V.6.6 de Schafer [10, p. 337] a quelques détails pres. La
version donnée ici est simplifiée par particularisation. D’autre part Schéfer
n’énonce pas que le rayon spectral est une valeur propre simple, mais seulement
qu’il lui correspond un vecteur propre unique a un coefficient pres. Cependant sa
démonstration prouve aussi que c’est un pole simple de la résolvante.

Corollaire 1. Soit o.un nombre réel. Pour u= o, K, considéré comme opérateur sur I,
posséde au moins une valeur propre non nulle. La plus grande en module de ses valeurs
propres est simple, positive, il lui correspond un vecteur propre presque partout
strictement positif sur R™.

Corollaire 2. Sous les hypothéses du théoréme de Jentzsch et avec les mémes
notations, soit v un vecteur positif non nul dans I?(u). Notons r le rayon spectral de T
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et P, le projecteur spectral associé a la valeur propre r. On a:

lim r "T"v=P,v+0.

n— oo

Démonstration. Montrons d’abord que P,v=+0. On a
P,u(x)=u(x) [ w*(y)v(y)dp(y) ,

ou u et u* sont des vecteurs propres de T et T* respectivement associés tous deux a
la valeur propre 7.

Les spectres de T et T* étant complexes conjugués, r est le rayon spectral de
T*. Ce dernier a pour noyau le transposé du noyau de T, qui est presque partout
strictement positif. On peut donc lui appliquer aussi le théoréme de Jentzsch. Il en
résulte que u™ est presque partout strictement positif d’ou enfin:

Ju*(y)o(y)dy>0,
qui entraine la non nullité¢ de P,v.

Notons T la restriction de T a P, '(0) et 7’ son rayon spectral. 7 n’est pas une
valeur propre de T’ et comme toutes les autres valeurs propres de T'sont de module
strictement plus petit il vient ' <r, d’ou

lim r "T"w=0
n—o
pour tout w tel que P,w=0.
Or on a

r " T"v=Po+r "T"(v—P,v).

Proposition 2. Sous les hypothéses du théoréme de Jentzsch et avec les mémes
notations, soit E un espace de Banach plongé dans IP(u) avec une norme plus forte.
Supposons

a) que T laisse E invariant et soit compact en tant qu’ opérateur sur E,

b) qu’il existe dans E une fonction positive non nulle.

Alors le rayon spectral de T en tant qu’opérateur sur E est le méme que son rayon
spectral en tant qu’opérateur sur I7(y).

Démonstration. Le spectre de T comme opérateur sur E étant formé de O et de
valeurs propres est contenu dans son spectre comme opérateur sur I?(u). Notant 7’
le rayon spectral de 'opérateur sur E et r celui de 'opérateur sur I¥(u), on a donc:
¥’ <r. Montrons que I'inégalité ne peut pas étre stricte. On aurait alors pour toute v
ekE:

lim r "T"v=0

n— o0
au sens de E et a fortiori au sens de I?(u). Mais si v est positive cela contredit le
corollaire 2 du théoréme de Jentzsch.

Corollaire. Sous les hypothéses de la Proposition 2, appelons r le rayon spectral de T.
C’est une valeur propre simple de T comme opérateur sur E, la seule de module
maximal, il lui correspond les mémes vecteurs propres dans E que dans IF(u).
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(Ce corollaire ne sera pas utilis¢ dans ce qui suit.)
Nous aurons besoin encore d’un résultat connu, a savoir que le rayon spectral
d’un opérateur a noyau positif est fonction croissante dudit noyau.

Proposition 3. Soient T, et T, deux opérateurs intégraux positifs sur I'(u). Si le
noyau de T, est plus petit que celui de T, alors le rayon spectral de T, est plus petit ou
égal a celui de T,.

Démonstration. Si S est un operateur integral, notons S son noyau.
Remarquons d’abord que si S est positif on a:
ISul = Sful,
d’ou on déduit:
d’abord que si S est positif alors
ISl =sup{llSul;u=0 et |[ju]=1},

et ensuite que si 0<S< T alors |S]| <||T].

D’aprés la formule qui donne le noyau du produit de deux opérateurs
intégraux on a pour tout n T < T2, d’ou || T7'|| < || T7||, et comme le rayon spectral
de T; est la limite de (|| 7}*())*/" notre proposition en résulte.

6. Démonstration de la proposition 1

Soit o un nombre réel quelconque. Pour u = o, désignons par o,(u) le rayon spectral
de K, considéré comme opérateur sur I7,. Cest un nombre strictement positif,
valeur propre simple de K, considéré comme opérateur sur L, (corollaire 1 du
théoréme de Jentzsch). De plus K, dépend analytiquement de u (lemme 8), on peut
donc appliquer le théoréme de Kato-Rellich: o, est une fonction analytique réelle
sur Ja, + oo[. D’apres le lemme 5, le noyau de K, est fonction décroissante de u
donc (proposition 3) ¢, est une fonction décroissante.

D’aprés la proposition 2 on a ¢,(u) = 0 4(u) pour p = max(a, f). Les o, définissent
ainsi une méme fonction ¢ strictement positive, analytique réelle et décroissante
sur R tout entier.

Prenons maintenant u positif.

E, est continiiment plongé dans I%, (lemme 3 et la remarque qui le suit). K, est
un opérateur compact sur E,, c’est en tant que tel que nous l'avons construit

ropriété c de H, , et lemme 4). Enfin E, posséde des fonctions qui sont positives
prop Ao p qz- p

. . T sin
sur le demi-axe imaginaire négatif (et non nulles) par exemple . Toutes les

iz
hypothéses de la proposition 2 sont donc vérifices et par conséquent o(y) est aussi
le rayon spectral de K, considéré comme opérateur sur E,. Cet opérateur étant
compact a valeurs propres positives (propriétés e et f de H; ,) c’est aussi sa plus
grande valeur propre.

En posant E(u)=1/a(u), et en se souvenant que les valeurs propres de H, sont
les inverses de celles de K, considéré comme opérateur sur E,, on vérifie toutes les
propriétés annoncées dans la proposition 1.
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7. Quelques remarques sur le cas limite p=0

H,=iA*(A+ A*) A est formellement anti-adjoint. On s’attendait donc au départ a
ce que E(0) soit nul. On a vu qu’il était strictement positif. D’autre part pour u
strictement négatif, E(u) n’est certes plus une valeur propre de H,: la plus grande
valeur propre de ce dernier est — E(— p).

Rappelons les notations introduites au Sect. 1: H, a comme domaine

D={f;feE, Hof€Ey}.

Si on limite le domaine aux polyndmes et qu'on prend la fermeture de
I'opérateur obtenu on la note Hy™ dont H, est évidemment une extension.
Contrairement a ce qui se passe pour p=0, nous allons voir que ces deux
opérateurs sont différents.

Lemme 9. K, est un opérateur compact dans E,.

Démonstration. La technique est d’utiliser le développement dans la base des ¢, (a
des coefficients pres, c’est le développement de Taylor).
Posons:

Kopr=1y,

et démontrons d’abord que y, € E,, a commencer par ;.
1

Yy .2 0 Al 2
i) =" dy, [e 2dy,

0 Y1
y Y1 Al 242
»3-yD
2 V2 1
z—fdylfe dy,+w,
0 0

ou on a posé:
¥ ,_l,yz @
1
w=|/2nfe 2y =Y (_l)kak(p2k+1a
0 k=0

Jel w2
a= VA L s
Cokk ) k1

La derniére relation montre que w est bien dans 'espace de Bargmann. Passons au
premier terme:

n —%(yg—y%) o y2ktla .

Je 2y, = ¥ S T-)tdr

0 k=0 Yo
i 2kk! )

= 0 Vi)
AT 2k+1U1
d’ou

y yi _l(%# 2) o

jdh f e 270 dy,= 2 b+ 1y(y)

0 0 k=0

2kk| 7‘[1/4](_3/4

1/2(k+1) 2k +1)! T2

bk=
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C’est encore une suite de carré sommable.
Une intégration par parties fournit la relation de récurrence:

o N k—1
Wy 1.
k/k+1 Ykk+1)

PYr+1=

D’ou ’on tire:

V=P +oup,  (a)

ou
=0,
a2k+1:ﬂbk»
P,=0,
P1=(P1/1/§,
P, - k—1 P

T p Ly
Vk(er1) " 2+k]/k+1

|2 =py et en tenant compte de I'orthogonalité de P, _, et de @, on

En posant || P,

obtient:
~ (k=1)? N 1
Pr= k(k+1)Pk~2 (k+ 1)
d’ou on peut tirer:
pe=0(k"37?).
Nous pouvons maintenant montrer que K, est limite en norme d’opérateurs de
rang fini.
Soit o
f=2 .
k=1

On a, au moins au sens de la convergence compact:

Kof =)/2(f 00—y, + ol
=1

Majorons par Cauchy-Schwarz le reste de la série

o)

@ 12
= e 1Pe— 1 = 1L (kZ pk) :

k=n+1

2 abPry

k=n+1

=h

Quelques propriétés de H, et HY™:

a) HY™ est antisymétrique,

b) K, est un inverse a droite de H, (on le vérifie par un calcul direct).
Conséquences. H, est surjectif et E(0) est une valeur propre de H, (on montre

comme dans la démonstration de la proposition 1 que o(0) est une valeur propre de
K, considéré comme opérateur sur Ey)
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c) H, n’est pas anti-symétrique.

Il y a a cela deux raisons dont chacune suffirait. D’abord il a une valeur propre
réelle non nulle. Ensuite il est surjectif (puisqu’il a un inverse a droite) mais non
injectif (puisqu’il annule la fonction w qui intervient dans la démonstration du
lemme 9).

Pour avoir dans un certain sens un opérateur limite des H, pour u positif
tendant vers 0 on essaiera de prendre comme domaine 'image de K,, notonsla D,,.
Cela est possible car D, est dense. Mais on n’obtient pas une extension de HY™" en
d’autres termes D, ne contient pas tous les polyndomes nuls a I'origine.

Montrons que D, est dense. Pour cela, prenons une fonction uckE,
orthogonale a D,. Elle est en particulier orthogonale a tous les y, (notations de la
démonstration du lemme 9), a commencer par ;. On a d’aprés la formule (a) de la
démonstration du lemme 9:

(Pu)=(y41,u)=0.

Comme P, est de degré k exactement I’ensemble des P, est une base algébrique de
I’espace vectoriel des polyndmes nuls a I'origine, il est donc total dans E, d’ou
u=0.

Montrons maintenant que tous les polyndmes nuls a 'origine ne sont pas dans
Dy. Soit Pe D, un polynéme. On a par définition:

P=K.,0, Q€E,,
donc

HP=H,K,Q=0,
ce qui montre que Q est lui-méme un polynéme. Posons:
0= 2 apr.
k=1
I1 vient (toujours la formule (a))
P= 3 aP, i+ X aqup;.
k=1 k=1

Comme 1, n’est pas un polyndme on en déduit

n
> a0=0,
k=1

et les coefficients du développement de P dans la base des P, vérifient une relation
linéaire non triviale.
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