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Lies dans Certains Systemes Quantiques

Bernard Gaveau
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Abstract. One proves a condition of absence of bound states for a Schrόdinger
operator independent of any self-adjoint extension. The method of proof uses
Feynman Kac formula.

Introduction

Considerons un systeme quantique a n degres de liberte dont Γhamiltonien est
— \AΛ-V oil A est le laplacien de IR" et V le potentiel d'interaction (i.e. une
fonction mesurable sur IR"). La theorie mathematique «usuelle» se fait d'habitude
en definissant un hamiltonien H comme extension autoadjointe de — \A + Vh
Γespace L2(1R") definie sur un domaine DcL2(]R") dense. En particulier, il peut y
avoir une infinite de telles extensions. En general, on en choisit une a priori, par
exemple, «Γextension de Rayleigh-Ritz» Hι oύ H est definie comme somme de
formes quadratiques. On etudie alors les proprietes des fonctions propres et des
valeurs propres relativement a cette extension. Dans le cas de Γextension comme
somme de formes quadratiques, la premiere valeur propre est donnee par la
formule variationelle de Rayleigh-Ritz et on peut en deduire divers criteres
d'absence d'etats lies (voir [2, 4, 7] pour ce point de vue).

Un autre point de vue consiste a definir directement un semi-groupe de
Feynman-Kac Pt par la formule de Kac (voir [3]). Sous certaines hypotheses, ce
semi-groupe admet un generateur infinitesimal autoadjoint H2. On dira alors que
le systeme a un etat lie pour Γextension de Feynman-Kac H2, si il existe ψ de classe
L2 et λ<0 avec (Ptψ)(x) = e~λtψ(x) pour tout λ. Le plus petit λ a satisfaire cette
equation verifie Γestimee de Kac ([3] et corollaire du lemme 4 du section 1) et dans
[1] on demontre Γabsence d'etats lies relativement a Γextension de Feynman-Kac
sous certaines hypotheses.

Un troisieme point de vue consiste, lorsque V est localement bornee, a definir
Γequation

(-±A + V)ψ = λψ (0)
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pour ψ dans L2, λ reel, au sens des distributions independamment de toute notion
d'extension autoadjointe. On dira que le systeme quantique rfa pas d'etat lie de
faςon absolue, si Γequation precedente pour ψ de L2 entraίne que λ^O sans
verifier a priori que ψ est dans le domaine de definition d'une extension
particuliere.

Le probleme naturel se pose alors de comparer les trois points de vue et de
donner des criteres d'absence absolue d'etats lies independamment de toute
extension autoadjointe. Le resultat principal est que si V est une fonction
localement bornee, Lp pour un 1 rgprg + oo telle que

alors Γequation (0) satisfaite pour ψeL2 implique necessairement λ^.0 (absence
absolue d'etats lies) et que e~λtψ(x) = (Ptψ)(x). De plus ψ est dans le domaine de
Γextension de Feynman-Kac ou de Rayleigh Ritz et ψ a ses derivees premieres de
carre integrable.

Le section 1 contient des estimees de routine sur le semi-groupe de la chaleur
de Feynman-Kac et une borne inferieure de la premiere valeur propre.

Le section 2 compare Γextension de Feynman-Kac a Γextension de Rayleigh
Ritz (i.e. a hamiltonien defini comme somme de formes quadratiques).

Le section 3 demontre des formules de Itδ et de Dynkin pour des classes de
fonctions non regulieres.

Le section 4 demontre le resultat enonce ci-dessus, Γestimee principale consis-
tant a demontrer que les termes d'integration par parties sont negligeables lorsque
le bord des domaines s'eloigne a Γinfini (specifier une extension autoadjointe
revient d'ailleurs plus ou moins a specifier quels sont ces termes d'integration par
parties).

Notations. Le systeme quantique considere a n degres de liberte et ici n sera
toujours superieur a 3. L'espace de configuration est 1R"; A est le laplacien
euclidien; le potentiel d'interaction V est une fonction mesurable sur IR" et
V=V+ — V~ est sa decomposition en parties positives et negatives. Ω est l'espace
de probabilites du mouvement brownien standard de IR" de generateur
infinitesimal \ A et XJt) est la trajectoire Px est la probabilite conditionnelle
sachant que XJO) = x- Soit g(x, y) le noyau de Green de \A g(x, y)

" — Z T (σ«-1 e s t Γaire de la sphere unite de IRW). Soit G Γoperateur de
— y \ z

noyau g(x,y).
Le resultat principal de [1] est le suivant: si f est fonction mesurable posi-

tive et si

max(G/)(x)<l
xelRn

alors

maxίiexpff f(Xω(t))dt)) est fini.
R" \ \ / /
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1. Construction et estimees du semi-groupe de la chaleur

Posons pour tout reel >0, q,

αβ(0 =i κn

(1)

αα~(ί) = max£ x exp q J V~(Xs)ds

de sorte que α9(ί)^α~(ί).

Lemme 1. Sϊ α~(ί) est fini pour un ί0, ΐJ est fini pour tout t ainsi que aq(t).

Preuυe. Cela resulte immediatement de la propriete de Markov, et de ce que α~(ί)
est fonction croissante de ί. On verifie en effet que

pour tout entier n>0.
Definissons maintenant Γoperateur Pt suivant

(PJ)(x) = £ x | e x p | - } F(Xs)dsj/(Xt)j (2)

oύ / est fonction mesurable quelconque quand Γintegrale a un sens (voir [3]).

Lemme 2. 1) Si α1(ί) esί /mi powr tout t Pt est un semi-groupe qui opere continument
de Z/(IRn) dans LP(W) pour tout 1 SpS + oo et on a \\PJ\\LP ̂ ^ α ^ ί ) . De plus si
/ /

2) Si αq(ί) esί j7πi, P f opere continument de Z/(IR") dans L 0 0 ^") ai βc ||PJ|Lp)Lo

ϊ l

Preuυe. 1) Considerons le cas p = + oo : par definition

d'ou le resultat.
Considerons le cas p= 1. On calcule

s + x)ds)\f\(Xt

Mais pour t fixe,Xs—Xt est un brownien standard pour s^t du type b ί_ s issu
de 0 et done



134 B.Gaveau

Le cas 1 <p< + oo s'obtient en appliquant le theoreme d'interpolation de Riesz-
Thorin.

2) S'obtient par estimee de Holder

EχUxpi-qlV(Xs)ds ]ί/p

oύ Qt est le noyau de la chaleur euclidien usuel (F = 0).
On verifie aisement que Pt est un semi-groupe de Markov

Lemme 3. Pt est un semi-groupe autoadjoint au sens que si /, est dans Lp(lRn) et g

dans Lq{W) avec - + -=l,ona
V q

\f{x){Ptg){x)dx=\{PJ){x)g{x)dx. (3)

Preuve. II suffit de reprendre le calcul fait dans le lemme precedent

Sf(x)(Ptg)(x)dx= ί (

( ( } -Xt + x)ds)f(x-Xt))g(x)dx

et d'utiliser que Xs—Xt = bt_s est un brownien standard issu de 0. Nous dirons
que Pt est le semi-groupe de Feynman-Kac de —\A-\-V.

Lemme 4. Supposons quΊl existe ε>0 et p l ^ p ^ - f oo tels que VeLp et que α^"+ε(ί)
soit fini. Λlors PJ tend vers f dans Π pour tout 1 ̂ r < + oo si t-+0 + .

Preuve. Faisons cette demonstration en plusieurs etapes.
1) Si / est continue a support compact, PJ-*f presque partout. En effet nous

avons

ί W ) e x p ί - j V(Xω(s))ds

- j V(X (s))dsy lj. (4)

a) Le premier terme se majore par Holder.

i V(X (s))ds)Y+ε Ex(\f(Xω(t))-f(x)\ψ

pour un α < + oo. Mais la seconde esperance tend vers 0 car elle represente Faction
du semi-groupe de la chaleur euclidien usuel dont on sait qu'il est fortement
continu. La premiere esperance est majoree par α1 + ε(ί).
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b) Le second terme de (4) se majore par

||/1|,.„£,(} dsK(X:ω(s))exp(- J

Si p = + oo, cela se majore par

qui tend bien vers 0.
Si 1 ;§p< -f oo, Γintegrale est

\\f\\L~]ds{PsV){x).
o

Mais

a cause du lemme 2.
Par suite le second terme tend vers 0 preque partout ce qui acheve la premiere

etape.
2) Montrons que pour / continue a support compact, PJ tend vers / au sens

U l ^ r < +oo. On a

^ J \pj-f\Pdx+ J \PJ-f\pdx
tf-f\^ε \Ptf~f\<ε

en tenant compte du lemme 1. Par la lere etape, J dx tend vers 0, d'oύ le
\Ptf-f\*B

resultat.
3) Montrons que PJ-^f au sens U pour tout feU. Soit /n une suite de

fonctions continues a support compact qui tend vers / au sens U(ί ^ r < + oo). On
a alors

| | P f / - / | | L ^ \\Pt(f-fn)\\Lr+ \\Ptfn-fn\\Lr+ \\fn-f\\Lr

d'ou le resultat.
Designons maintenant par λ{[] le plus petit nombre reel tel qu'il existe xpeU

avec

tψ = e~λίtψ pour tout t. (5)
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Corollaire. Supposons que α^ί) soit fini pour tout t. On a alors:

logout) logαΓ(f)
λl ~ Γ ~ - " r ( '

-(r)

Preuve. On a en effet e~/Λ f;ξαi(O = αΓ(O P a r ̂ e l e m m e 2.

Remarque. On dit que le systeme quantique decrit par — \ A -f V n'a pas d'etats lies
dans Γextension de Feynman Kac si λ{p ̂  0. C'est la definition en general employee
en partίculier dans [1] ou Γon montre Γabsence d'etats lies pour certains potentίels
en montrant que a^(t) reste borne pour tout ί < + oo. La fonction propre ψ
satisfaisant (5) est automatiquement dans le domaine du generateur H de Pt qu'on
peut considerer comme etant une extension de Γoperateur — \A + V appelee
extension de Feynman Kac de —\A + V.

Si on resume les lemmes 2-4, on peut conclure que si FeZ/(IRn) pour un
^I^p^+ooetsiil existe ε>0 tel que %ϊ+ε{t) est fini pour un t>0, alors Pt est un
semi groupe autoadjoint fortement continu de U dans U pour tout 1 ̂ r < + GO, du
type Pt = e~tH ou H est opέrateur autoadjoint sur U.

2. Comparaison de H a Γextension definie par les formes quadratiques

Comparons Γextension de Feynman Kac H a Γextension de —\A + V definie
usuellement en analyse fonctionnelle par une somme de formes quadratiques
(extension de Kato).

Rappelons d'abord rapidement cette definition on considere d'abord Γespace
de Sobolev H1 des functions Π a derivees de carre integrable avec la forme

quadratique Q0(f, g) = J ^ -r— -— dx. On considere ensuite la forme quadratique
i = l ϋXi CXt

πv(f,g)=\Vfgdx

et on note Dv Γespace des / tel que π κ ( / , / ) < -f oo. On considere HinDv sur
lequel on definit la forme quadratique Qv = Q0 + nv. Alors Qv est domaine d'un
operateur appele H. Nous allons montrer en nous inspirant de Klein-Landau [5],
le resultat suivant.

Theoreme 1. Supposons VeLp pour un 1 ̂ pS + °° & qu'H existe ε > 0 et t< -f oo
avec α1~+ ε(ί)< + oo.

1) Πextension H est restriction autoadjointe de la somme des formes de Ho et V.
2) Si p ^ 2 , H o + V est essentiellement autoadjoint et H est sa fermeture.

Preuve. Nous suivrons de pres le raisonnement de [5], p. 56 et suivantes. Posons
^ = e " H ( L c o n L 1 ) c L c o n L 1 (par le lemme 2) qui est un «coeur» de H. On va
utiliser.

Q /YvΛ_P f(χ)

Lemme 5. Si / e ^ , j 7 M ^ - ^ ^-^dx converge vers jf(x)2V(x)dx, ou Qt

dέsigne le noyau de la chaleur euclidien de \A i.e.

(Qj){x)=Ejjvjt))) = ί Φ - y) f(y)dy
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OU

™ ' (2πtf2 r\ It

Admettant ce lemme 5 pour un instant, nous voyons que si fe@, f est contenu
dans le domaine de la forme quadratique Qo et que H\^ = H0 + V comme somme
de formes quadratiques et cela acheve la premiere partie du theoreme 1.

Demonstration du lemme 5. Posons done:

= Ξl j dsV(XJs)) exp(- } V(XJu))du).
1 o \ o /

Calculons, en utilisant les expressions probabilistes de Pt et Qt

I,- $V(x)f2(x)dx=$dxf(x)iEx(f(XJt))B,)-V(x)f(x)~]
= I f(x)dxlEx((f(Xω(ή) - /(x))) V(x)

+ Ex(fQCω(t))(Bt-V{x)))-]. (7)

a) Traitons le second membre de (7) et d'abord la premiere esperance dans le
crochet.

i_

\\ f(x)dxEx{f{Xω{t))- Kx))V(x)\^ \\fV\\l
( 8 )

L

oύ - + - =1.
p q
Comme / G L 0 0 , VeLp, VfeLp et de plus / est dans U et

))-/WllL^liα/W-/WllL, tendversOsi ί-0

par forte continuite de Qt dans Lq.
b) Traitons maintenant la seconde esperance dans le second membre de (7).

On a

\\ f{x)dxEx{f{Xω{t)){Bt~V{x)))\

- \ d
1 s

o
exp - ]v(Xω(u)du)-V(x) . (9)

o

Appliquons la propriete de Markov a Γesperance figurant au second membre
de (9) posant
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(9) devient

Γ
j f(x)dxEx[g(Xω(s)) exp - j - V(x)

- f

7 J ̂  J |/(x
f o

- g(x)\ I F(x)|

ί
^ί-\dsj\f(x)\ds\Ps(gV)~gV\(x)

1 o

1 0
(10)

Ici Vest dans Lp, et g est dans Z/ pour tout l^r= + °° car / Test et que g = Qt_sf.
Par suite gV est dans 1/ si p < -f oo et dans Z/ si p = + oo. Par la forte continuite de
Pt dans L r pour r< + oo, le premier terme du dernier membre de (10) tend vers 0.

De meme fV est dans U et g est dans Lq, done comme Qsg — g-+0 si s->0 dans

Lq I - + - = 11 le second terme du dernier membre de (10) tend vers 0. Ainsi dans le
\P % I

second membre de (7), la seconde esperance tend vers 0 et cela termine a la fois la
demonstration du lemme 5 et la premiere partie du theoreme 1.

La seconde partie du theoreme 1 utilisera encore fe@ = e~H(LconL1). Le
raisonnement d'analyse fonctionnelle de Klein et Landau [5], pp. 57-58 montre
qu'il suffit de prouver le lemme.

Lemme 6. Supposons p^2, V dans LP et / dans Q). Λlors — — converge vers

Vf au sens L2.

Demonstration du lemme 6. Utilisons Γexpression probabiliste de Pt et de Qt. Nous
avons

[dx QJ(x)-PJ(x)
V{x)f(x) = $dx\Ex{fQίJt))Bt)- V(x)f(x)))2

(11)

oύ Γon a utilise la notation Bt du lemme 5

^\dx\V(x)\2\Ex{f(Xω(t))-f{x))\2

+ \dx\Ex{f{Xω(t)){Bt-V(x))ψ.

Le premier terme de (12) se majore par

J rf^ ^ II ^ II

(12)

(13)

et tend done vers 0 par forte continuite au noyau de la chaleur euclidien (on utilise
ici que p ^ 2).
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Le second terme de (12) se reecrit

139

μ> ίi' - ί V{XJu))du

- 1 V(Xω{u))du\-V(x) (14)

Maintenant en appliquant la propriete de Markov a Γesperance dans (14) cela
est en posant g(x) = Ex(f(XJt - s)))

- } V(X»)du)-V(x)

(15)

- ί V(XJu))du)-g(x)V(x)

1 o

Le premier terme de (15) se reecrit

\\ds\dx\Ps{gV)-gV\2.
1 o

Mais V est LP et g est U pour tout 1 ̂ r :g + oo, done comme p ^ 2 , gV est Lr et
done comme Ps est fortement continu en 5 = 0 dans L\ le premier terme de (15)
tend vers 0.

Le second terme de (15) se contrόle aussi facilement de la meme facon. Ceci
montre que par (15), (13) et (12), Γexpression (11) tend vers 0 et cela acheve a la fois
les demonstrations des lemme 6 et theoreme 1, 2eme partie.

3. Calcul differentiel stochastique avec les fonctions Hfoc

En vue de la demonstration du section 4 donnons un petit lemme technique
destine a generaliser la formule de Itό et les formules de Dynkin a la classe Hfoc des
fonctions qui sont localement L2 ainsi que leurs derivees d'ordre rg2.

Notons TR le premier temps de sortie de la boule de centre 0 et de rayon R si
# < + oo et Toΰ= + (X).

Lemme 7. 1) Soit f de la classe H^JJR!1). II existe un ensemble Ef de mesure nulle tel
que pour tout xoφEf pour tout t< + oo, tout R^ + oo, on ait PXo-presque sύrement

f(Xω(tΛ TR)) = f(x0)+ 7 * Σ j - ( X ί

(16)

Supposons de plus que Af soit localement borne. II existe alors un ensemble Kf

de capacitέ nulle, tel que pour tout xoφKf, on ait PXo-presque sύrement, pour tout
t < + oo et tout R S + oo, la formule (16).
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Preuve. Choississons un ensemble Kf de capacite nulle de sorte que / et ses
derivees premieres soient continues hors de Kf (ce qui est possible parce que / est
H2

OC) et astreignons nous desormais a prendre xoφKf. Soit R <R' < + oo fixes et tel
que XOEB(0,R) et soit (fk)k une suite de functions de classe C 2 a support compact
convergente au sens H2 vers / dans la boule B(O, R') et telle que fk(x0) converge
vers /(x0). La formule de Ito appliquee a fk donne:

Uxω(tΛTR))=fk(χ0)+

(17)

(voir [6]). Examinons chacun des termes de (17). On a alors

\EJfk(XJtΛ TR))-f(XJtΛ TR)))\2^EJl{t<TR)\fk(X (ί))-.

+ Exβίt>=τJfk(Xω(TR)) - f(Xω(TR))\2)

S 1 p<*\xo,x)\fk(x)-f(x)\2dx
B(O,R)

+ ί \fk(x)-f(x)\2dμx«\x) (18)
dB(O,R)

oύ pJΛ)(x0, x) est le noyau de la chaleur de B(O, R) avec condition initiales δXo(x) et
conditions au bord 0 et dμ^}(x) est la mesure harmonique de x0 sur dB(O, R) au
point x. Comme le noyau de la chaleur opere de L2(B(O, R)) dans L2(B(O, R)\ le
premier terme du 2n d membre de (18) tend vers 0 si fe-> + oo. D'autre part dμ^Xx)
est equivalente a la mesure superficielle de dB(O,R). Le theoreme de trace de
Sobolev, implique done que le second terme du 2n d membre de (18) tend aussi vers
0 si fc-» + oo. De meme, les proprietes du second moment des integrales stochasti-
ques donnent:

ΊΛTR V tΛTR %f

(TR n

^EJ\ Σ

= f g<R\X0,X)[Σ
B(O,R) \i=ί

dx, dx:

ds

dx. (19)

oύ gm(x0,x) est la fonction de Green de la boule B(0,R). Comme les derivees

premieres —— convergent vers -— au sens L2 et que g{R) opere continϋment de L2

όxi όxi

dans L2, le dernier membre de (19) tend vers 0 dans L2(B{0, R)\ done pour presque
tout x0, le premier membre de (19) tend vers 0.

De la meme faςon

tΛTE

(Δf)(Xω(s))ds- j (Afk)(Xω(s))ds >0 (20)

pour presque tout x0.
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II existe done finalement un ensemble Ef de mesure nulle tel que si xoφEf,
chaque terme de Γegalite (17) tend vers le terme correspondant de (16) dans
L2(Ω, PXQ). En particulier, soit Rn tendant vers + oo pour tout ί, on a PXo-presque
sϋrement, pour tout n, Γegalite (16) avec jRn au lieu de R. Mais pour ω fixee, PXo-
presque sύrement TRn(ω)-+ + oo et done (16) est vrai si R = + GO.

Supposons maintenant Δf bornee localement. II en resulte que les derivees
premieres de / le sont aussi. Reprenons (19); comme Γoperateur de Green des
boules opere de L00 dans L00, le premier membre de (19) tend vers 0 pour tout
xoφKf. De meme pour (20).

Par suite on a pour tout xoφKf, PXo-presque sϋrement, pour tout Rn, tout t
rationnel, la formule (16). Or partant de x0, Xω(t) ne rencontre pas Kf (qui est de

capacite nulle). Done les variables aleatoires f(Xω(ή) et j Σ ^—Q£ω(
s))dXXs) s o n t

0 ί = l V*i
t

continues en t, Pxo-presque sϋrement. Si de plus Δf est borne, \(Δf)(Xω(s))ds est
o

continue en t. Par consequent, on peut echanger le «PXo-presque sϋrement» et le
«pour tout £».

Demontrons maintenant une formule du type de Dynkin. On a d'abord:
Lemme 8. Soit f une fonction de classe C2 dans W, W fonction continue dans W.
On a pour PXo-presque sύrement, pour 0<s<£,

- j W(Xu)dήf(Xt)-exp[- j W(Xu)jf(X,)

'u+ }exp(- } W(Xr)dr\(gf)(Xu)du (21)
0 \ 0 / i= 1

oύgf=\Δf-Wf.

Preuve. Soit Yί = exp - J W{Xu)du)f(Xt).
\ o /

Cest un processus stochastique tel que YΪATR est de carre integrable. On peut
calculer ses invariants de Itδ

lim -™tΛTR

\lYfl (,t ~r ε)Λ 1 R tΛ 1 R IΛ1R tΛ 1 R __ ̂ j
t ATR

ε->0 C

Pour cela on ecrit en utilisant un developpement limite de Γexponentielle et la
formule de Itδ pour /

J W(Xu)du)[l- J W(Xs)ds

\ tΛTR

( )

ΐ ί
tΛTR
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(ou on a utilise que W est continue) un raisonnement de routine montre que Γon a
/ tΛTR \

la premiere limite avec MtΛT = (gf)(XtΛT )exp — J W(Xs)ds\. On raisonne de
R R \ o /

meme pour la seconde.
Alors on conclut:

Lemme 9. Soit f une fonction de Hfoc(W), W une fonction continue. II existe un
ensemble Ef de mesure male tel que pour tout xoφEf, tout R< + oo, tout ί, on ait

/(xo) = E X o (exp(- ί Λ fw(X M )duj f(XtΛT

+ £ J C o f j R exp(- J W(Xu)du)(gf)(Xs)ds\.

Preuve. Appliquons la formule (21) avec s = 0 et t A TR au lieu de t a une suite fk de
functions C 2 qui tend vers / au sens H2 sur B(O,Rr) (R'>R) avec en plus
Λ( xo)~>/( xo) O n v o ^ Q u ' o n peut prendre les esperances dans (21) de sorte qu'on a
la formule (22) avec fk au lieu de /. On a alors

et le second membre tend vers 0 si fc—> + oo par le meme raisonnement qu'au
lemme 7. De meme

chaque terme de la relation (22) ecrit pour fk au lieu de / converge done vers le
terme correspondant de (22), d'oύ le lemme 9.

Demontrons enfin:

Lemme 10. Soit f une fonction Hfoc(lRn\ W une fonction L^c. Alors le lemme 9
subsίste.

Preuve. Soit toujours Rr >R et Wk suite de functions continues qui converge dans
LP(B, 0, R') vers W en restant bornees uniformement. On peut appliquer la formule
(22) du lemme 9 aux Wk au lieu de W. Dans ces conditions il suffit de montrer que
chacun des termes de la formule (22) avec Wk au lieu de W converge vers le terme
correspondant. Par exemple, on a:

Exo((exp[- ' V WkQCJdilj -exp(- " j V(X u)ώjj/(X t Λ T j j

j W(Xu)dή

La premiere esperance est finie car / est Hfoc (voir preuve du lemme 7). La quantite
sous le signe EXo converge preque sύrement vers 0 et est domine par une quantite
bornee, done la seconde esperance tend vers 0.
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4. Critere d'inexistence absolue d'etats lies et proprietes
des fonctions propres de —\A+V

En general, Γetude des fonctions propres de carre integrable de Γoperateur
— \Δ -f V se fait en reference a une extension autoadjointe fixee de — \Δ + V; en
fait, on fixe une extension autoadjointe H de — ̂ Δ + V a priori (par exemple celle
definie par une somme de formes quadratiques) et on etudie les valeurs propres et
fonctions propres de H, c'est-a-dire celles qui appartiennent a priori au domaine
de H\ dans le cas de Fextension autoadjointe definie par la somme des formes
quadratiques, Γestimee de la premiere valeur propre se fait par la formule de
Rayleigh-Ritz (voir par exemple [2,7]). Dans [1] sont obtenus un critere
d'absence d'etats lies relativement a Γextension de Feynman-Kac de — \Δ + V.

Remarquons d'abord que si on prend une extension autoadjointe J^ de
— \Δ + V defini sur les fonctions C00 a support compact, et si ψ est fonction propre
L2 de

alors I"equation

a lieu au sens de distributions. En effet si φ est C00 a support compact, on a

= (ψ\(-iϊΔ + V)φ).

Par suite, lorsqu'on peut demontrer Γabsence d'etats lies de faςon absolue, i.e. au
sens des distributions, cela implique a fortiori Γabsence d'etats lies dans toute
extension autoadjointe de —\A + V defini sur les fonctions C°° a support
compact.

C'est ce que nous allons faire en supposant V fonction localement bornee. De
plus nous donnerons quelques proprietes de fonctions propres.

Theoreme 2. Supposons rέalisees les hypotheses suivantes
i) V est localement bornee.

ii) 2max(GF")(x)<l.

iii) ψ est fonction de L2(]R") satisfaisant Γequation suivante au sens des
distributions.

(23)

Alors nέcessairement λ est positif et pour presque tout xeIR" tout 0 ^ t < -f oo, on a

λ (24)

En particulier si de plus V est dans Z/(IRW), ψ est dans le domaine du generateur
infinitesimal de Feynman Kac et lorsque p ^ 2 , il est dans le domaine de Γextension
autoadjointe de ~\ΔJrV defini par la somme des formes quadratiques comme au
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En particulίer dans ces cas, le systeme ήa pas d'etats lies de faςon absolue.

Demonstration. Posons W= — V + λ [le λ est celui de Γequation (23)]. Les estimees
elliptiques classiques nous disent que si feL2, on a

En particulier ici ψ est Hfoc car ψ est dans L2 et satisfait Γequation (23), comme V
est localement bornee ψ est dans Hfoc. Le lemme 10 nous donne

- f V(Xu)du)ψ(XtΛTR)\ (25)

ou V=V — λ sauf pour les x d'un ensemble Eψ de mesure nulle, done certainement
presque partout. II nous suffit de montrer qu'on peut passer a la limite pour
R-> + oo pour deduire de (25) que ψ(x) = eλt(Ptψ)(x).

Posons

Af R V(Xu)du)ψ(XtΛTR) (26)

de sorte que si R-+ + GO, Af tend vers Av

On va montrer qu'il existe une suite Rn-+ + oo telle que (A{

t

Rn))n est uniformement

integrable, en montrant que ( | ^ n ) | α ) π est une famille bornee de La(Ω,Px) pour un

α > l . Cela impliquera que lim Ex{A\Rn)) = Ex{At) = ψ{x) et done on deduira
R +

que λ^.0 du corollaire des lemmes 1-4. Pour obtenir cette estimee, nous pouvons
toujours laisser de cote la partie positive V+ de V qui ne fait qu'ameliorer les
affaires. Nous avons, en posant V~ = V~ +λ

(27)

Regardons

ί ί ί V-(Xu)dXψ\2{Xt)\e2λt. (28)

L'hypothese ii)
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assure que α^ ( ί )^C pour tout t et le lemme 2 nous dit que le second membre de
(28) est done fonction LX(IR") par rapport a x de sorte que t etant fixe, pour presque
tout x,

E (( i?^) 2 )<C < + oo (29)

oύ Ct x est constante independante de R. Regardons ensuite pour l < α < 2 a
determiner ulterieurement

α f V-(Xu)du) \ψ\a(XTR)) e*λt

o / R I
2-α

> - α I

Choississons l < α < 2 assez petit tel que

2α
max(GF")(x)<l

2 — a jcejRπ

ce qui est possible par Γhypothese ii).
II resulte alors du theoreme 2 de [1] que

[ £ X ( M 2 ( X Γ R ) ) ] 2 ^ ' . (30)

C independant de x. D'autre part EX(\Ψ\2(XTR)) est la moyenne de \ψ\2 sur la
sphere de centre 0 et de rayon R. Comme \ψ\2 est integrable, il existe une suite
Rn^ + oo avec Ex(\ψ\2(XTκ ))^C" pour tout w, d'ou

Ex(\C{

t

Rn)\*)^K pour tout n. (31)

Les inegalites (29) et (31) concluent a Γuniforme integrabilite de (Λ\Rn))n ce qui
demontre que pour tout ί, pour presque tout x,

ψ(x) = eλt(Ptψ)(x)

et acheve ainsi la premiere partie du theoreme 2. Le reste du theoreme 2 decoule
du theoreme 1 et de la premiere partie.

Remarque. Dand le theoreme 2, la constante de couplage est divisee par 2
[hypothese ii)] par rapport au resultat de [1] (theoreme 2).

Remerdement. Je remercie Monsieur Paul Malliavin de m'avoir suggere le probleme de la non
existence d'etats lies independamment de la donnee d'une extension autoadjointe particuliere.
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