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Abstract. The existence theory for the nonlinear Boltzmann equation is discussed for
an infinite region in the spatially homogeneous case. We show that the solution is given by a
nonlinear contraction semigroup. It is found that the //-theorem holds and that the system
approaches equilibrium.

1. Einleitung

Diese Arbeit beruht im wesentlichen auf zwei Satzen. Der erste ist ein
Existenzsatz fur die Losung der Boltzmanngleichung fur Wahrscheinlich-
keitsmaβe von Povzner [1]. Der zweite, der den Namen ,,Fortpίlanzung
des Chaos" tragt, beschreibt den Zusammenhang zwischen der Losung
der Boltzmanngleichung und gewissen Lδsungen der zugehόrigen
Mastergleichungen. Grύnbaum [2] hat diesen Satz unter den Annahmen
der Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Boltzmanngleichung fur
Anfangsverteilungen, welche Wahrscheinlichkeitsmaβe mit endlicher
Energiedichte sind, und der differenzierbaren Abhangigkeit der Losung
von der Anfangsbedingung bewiesen. Wir haben ahnliche Voraussetzun-
gen gefunden, die sich in unserem Fall verifizieren lassen und die einen
modifizierten Beweis des Theorems erlauben.

Die Zeitevolution der Mastergleichung respektiert die gewohnliche
Ordnungsrelation (Lemma 2) auf der Menge der Verteilungsfunktionen.
Die Losung der Boltzmanngleichung lafit sich wegen der ,,Fortpflanzung
des Chaos" durch gewisse Lδsungen der zugeordneten Mastergleichun-
gen approximieren, so daβ diese Ordnungsrelation auch von der nach
Povzner [1] konstruierten Zeitevolution U der Boltzmanngleichung
respektiert wird. Diese Eigenschaft und die Erhaltungssatze fur Masse
und Energie haben zur Folge, daβ die Zeitevolution U bezuglich der
Masse-(bzw. Energie-)Halbnorm kontrahierend ist. Schlieβlich ist U
eine nichtlineare Kontraktionshalbgruppe [3]. Dieses Resultat erlaubt es,
zu beweisen, daβ die Entropie als Funktion der Zeit monoton wachsend
ist und daβ die Verteilungsfunktion Utf fur jede Anfangsverteilung /
mit endlicher Masse- und Energiedichte im Limes ί-^oo gegen eine
stationare Verteilung konvergiert. Unter geeigneten Voraussetzungen
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uber den differentiellen Wirkungsquerschnitt (Bemerkungen zu Satz 7)
ist die Maxwellverteilung die einzige stationare Losung der Boltzmann-
gleichung.

2. Existenzsatz von Povzner

Zuerst wollen wir an einige Eigenschaften des StoBoperators erinnern
und die Annahmen ίiber den differentiellen Wirkungsquerschnitt for-
mulieren. Sei ft(v) {teR + ,veR3) die Verteilungsfunktion fur die Ge-
schwindigkeiten zur Zeit t. Der StoBoperator B hat die Form:

( B / K ^ Ξ J \v1-v2\I(v1,υ29e)(f(ϋ1)f(ϋ2)-f(v1)f(v2))d2ed3v2. (1)
s 2 χ# 3

Es bezeichnet / den differentiellen Wirkungsquerschnitt fur Zweier-
stδBe, welche durch die involutive Abbildung

T:Z = R3 xR3 xS2-+Z, (vl9 v2, e)\->(vuv2ie),

„ = υ1 + v2 \v1 -v2\ ^ „ υ1 + υ2 \υ1-v2\

± falls vίή=v2 und e = e falls υι = υ2

(S2 = 2-dimensionale Einheitssphare) beschrieben werden; dabei sind
(vlJv2) (bzw. (ϋ1, v2)) die Geschwindigkeiten der Teίlchen vor (bzw. nach)
dem StoB, e (bzw. e) die Richtung der Relativbewegung nach (bzw. vor)
dem StoB. J7:Z->Z, (vuv2,e)^->(v2,v1, — e) sei die Vertauschung der
beiden stoBenden Teilchen. Es gilt:

TΠ = ΠT. (2)

Zur Abkύrzung schreiben wir z = (vl9v2,e). I soil die folgenden Sym-
metrien besitzen:

I(Tz) = I(Πz) = I(z) furalle zeZ. (3)

Ferner treffen wir iiber / die Annahmen:

Die Abbildung zκ/(z) sei universell meBbar . (4)

f I(vί,υ2,e)d2e^c{ί + \υ1-υ2\-ί) furalle v1,v2eR3. (5)
s2

Die Abbildung R6^L1(S2)y (v1,v2)\->\v1 - v2\ I{vx,υ2, •) sei stetig. (6)

Die Bedingung (6) wird nur fur den Beweis des Satzes 2 (,,Fort-
pflanzung des Chaos") verwendet. Wir definieren die Menge S der
Anfangsverteilungen: S = {fe Lι(R3) : / ^ 0, σ 2 (/)<oo} . Dabei ist
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<τ2(/)= I υ2 \f(v)\ d3v die Energie-Halbnorm. σ x (/)Ξ f |u| |/(i;)| d3ι;. Die

Boltzmanngleichung lautet im raumlieh homogenen Fall:

ft = Bft. (7)

Der Stoβoperator B erfullt wegen (1), (3), (5) die Ungleichung:

B ist wohldefiniert als Abbildung von S in I}(R3). Sei τw die Translation
(τwf)(v) = f(v-w) fur fel}(R3) Der Stoβoperator vertauscht (1),
(2), (3) zufolge mit τvv:

τwBf = Bτwf fur alle w e R 3 , alle / e S . (9)

Die Symmetrien (3) von / implizieren die folgenden Eigenschaften:

= - \\ K - v2\ I(v19v2,e) (φ(ϋγ) + φ(v2) - φ{vλ) - φ(v2))

' {f(Vχ) f(v2) ~ / K ) flVi)) d2e d3v, d3v2

= l\v1-v2\I(v1,v2,e)f(vί)f(v2){φ(v1)-φ(υι))d2ed3vίd
3v2.

(10) gilt fur jede stetige, beschrankte Funktion φ e Cb(R3).
MX(R3) sei der Banachraum der beschrankten Radon-Maβe ύber R3

mit der Norm ||μ| 1= \d\μ\ (v\ K{R3) der topologische Vektorraum der
stetigen Funktionen ϋber R3 mit kompaktem Trager [4]. Wir definieren:

5Ξ{μGM 1(i^ 3):μ^O,σ 2(μ)<oo} mit σ2{μ) = \v2d^\{v)-o^)^\
Der Stoβoperator B wird als Abbildung von S in M 1 ^ 3 ) definiert:

>ΞΞ J It^ - v2\ I(vί, v2, e) (φivj - φivj) d2e dμ(υγ) dμ(v2)

fur alle φ e K(R3).

B erfullt die Ungleichung:

llEμll^cdlμllί + lσ^^llμl^^^HμlJJ + llμll.σ^μ)) fur alle μeS , (12)

und es gilt:

(Bμ,φ} = £J1^ - t"2|/(yi^2^)W^i) + Ψ^i)~ψ(ι\)~φ(v2))d2edμ(v1)dμ(υ2)

fur alle φeC\R3). (13)

Man ordnet jeder Aquivalenzklasse lokal Lebesgue-integrierbarer
Funktionen / ein bezuglich dem Lebesguemaβ absolut stetiges
M a β / zu: i: L\OC(R3)->M(R3\ f\->J m i t / = /• (Lebesguemaβ); d. h.
<Lφ>^$f(v)φ(v)d3v fur alle φ e K~(R3y ES ist | | / | | L l = | | / | | M 1 fur alle
feI}(R*)\ analoge Relationen gelten fur die Halbnormen (σ1,σ1),
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(σ2?σ2). Die Definitionen der StoBoperatoren B und B in (1) und (11)
sind miteinander vertraglich:

ι(Bf) = Bf fϋralle feS. (14)

Satz 1 (Povzner [1]). a) Fur jedes μeS existiert eine einparametrige
Schar {μt}teR + von Radon-Maβen μteS mit den Eigenschaften:

σ2(μt)^σ2(μ) βralle teR+, (15)

φ}dt' βralle φeK(R3), teR+. (16)
o

b) Die Λbbildung ίκ>μf ist in der vaguen Topologie von M1(R3) stetig;
d. h., die Λbbildung ίf-><μί? φ} ist βr jedes φ e K(R3) stetig.

c) Falls wir μeS und σ4(μ) = f \v\* d\μ\(υ) < oo voraussetzen, so ist die
Schar {μf}feK+ durch (16) eindeutig bestimmt; ferner gilt: σ2(μt) = σ2(μ)
βr alle te R+ und die Λbbildung ίκ>σ4(μr) ist lokal beschrάnkt in R +.

d) Erfillt die Λnfangsverteilung μeS, σ4(μ)<oo und ist μ bezύglich
dem Lebesguemaβ absolut stetig, so ist auch μr βr alle teR+ bezύglich
dem Lebesguemaβ absolut stetig.

Es bezeichne χι(leR+) die Funktion χι :R+ -+R+ mit

ί l , falls r e ( 0 , ί ]

Z l ( r ) Ξ U , falls r>l.
I r

Iι{vί,v2, e) = I(vi, v2,e)χι(\v1 — v2\) fur alle (vl9 v2,e)eZ. Bι sei der zu lx

gehorende StoBoperator. Dieser hat wieder die Eigenschaft (13). Wir
erhalten fur die fύnf StoBvarianten θu

θi(v) = pΐi(v), i — 1, 2, 3 (pϊi(v) = z-te Komponente von v e R3),

0 4 ( ι ;)=l, Θ5(v) = v2: (17)

(Bιμ,θk} = 0 fur fe=l,...,5 und alle μeS 1 .

Gewisse Losungen der Boltzmanngleichung (16) lassen sich durch Losun-
gen modifizierter Boltzmanngleichungen (mit beschrankten StoB-
operatoren Bι) approximieren. Diese Tatsache wird durch das folgende
Lemma beschrieben:

Lemma 1 (Povzner). a) Es existiert βr jedes le R+ und jedes μe S
genau eine Schar von Radon-Maβen μj e S mit den Eigenschaften:

l J 0 2 0 4 ) = σ2(M) fur a^e te R+ ,

μtr,φ)dt! fύr alle φ e K ( R z ) und alle teR+.



Zur Boltzmanngleichung 307

b) Es qibt eine Folqe positiver Zahlen L mit lim L = oo und lim <μίn,φ>
n-» oo n->-oo

<μ ί ?φ> /i/r α/te φeK(R3); dabei ist {μt}teR + die in Satz 1 konstruierte
Schar.

3. Mastergleichung und Boltzmanngleichung

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen den Losungen der
Mastergleichung und der Boltzmanngleichung her. Jedem StoBoperator
Bι ordnen wir eine Folge von linearen StoBoperatoren Aι

n zu. Aι

n wird auf
der Menge M1{R3n) der beschrankten Radon-MaBe liber R3n definiert:

(Aι

nv,ψy = — Σ \\va-vβ\Iι(vgi,vβ,e)(ιp(vOiβ)-xp(v))d2edv(v)

furalle v e M 1 ^ 3 " ) und alle ψeK(R3n) (bzw. Cb(R3n))

In dieser Formel ist v^ = (vx,..., va,..., ϋβ,..., vn), α < β , das Resultat

eaβeines ZweierstoBes (va,Vp)^(v^Vp) mit e = eaβ= —-—~~. Die Master-
ly ~ vβ\

gleichung lautet fur WahrscheinlichkeitsmaBe v auf jR3n:

vt = Aι

nvt. (19)

Das folgende Lemma ergibt sich unmittelbar aus der Beschranktheit der
Operatoren Aι

n und aus der Masseerhaltung:

Lemma 2. Das Anfangswertproblem vt = Aι

nvt, vo = v besitzt fύr jedes
Wahrscheinlichkeίtsmaβ v e M 1 ^ 3 " ) genau eine Lδsung {vt}teR+ ferner
istvt^O, I K I I i H M I i fir alle t e R + .

Fur Radon-MaBe auf R3n gilt v1 ^ v2 genau, wenn <v 1 ?ip>^<v 2,ip)
fur alle ψeK+(R3n) erfullt ist.

Der Operator Aι

n laBt den Unterraum der (beziiglich der Permuta-
tionsgruppe ©J symmetrischen MaBe invariant; daher ist mit der An-
fangsverteilung v auch vf fίir alle teR+ symmetrisch. Wir formulieren
nun den Satz, den wir in der Einleitung ,,Fortpflanzung des Chaos"
genannt haben.

Satz 2 (Griinbaum [2]). Gegeben seien μeS und φί,...,φme Cb(R3).
Es bezeichne v\n) (Index I als Parameter weggelassen) die Lδsung der
Mastergleichung (19) mit der Anfangsbedingung vin) = μ(g) μ(g) ® μ
(n-faches Tensor pro dukt). Dann gilt:

m

lim (v(

t

n\φί®φ2®-"®φm® l ® ® 1>= f ] (μt,φk) fir alle

falls μt die (gemάβ Lemma la eindeutig bestimmte) Lδsung der Boltz-
manngleichung μt = Bιμ^ mit der Anfangsbedingung μo = μ bezeichnet.
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Lemma 2 impliziert: Die Zeitevolution Ut

Ln = zxp(tAl

n) respektiert
die gewδhnliche Ordnungsrelation auf dem Raum der Wahrscheinlich-
keitsmaβe ίiber R3n. Satz 2 gestattet es, diese Eigenschaft auf die zu Bι

gehorende Zeitevolution Uι zu ϋbertragen. Grϋnbaum hat den Satz 2
unter den beiden folgenden Annahmen bewiesen:

1) Das Anfangswertproblem der Boltzmanngleichung hat fur alle
μeS eine eindeutig bestimmte Lδsung μte S,te R +.

2) Die Lδsung μt hangt ,,differenzierbar" [2] von der Anfangs-
bedingung μ ab.

In unserem Fall ist Bι ein beschrankter (nichtlinearer) Operator; 1) ist
eine Folge der Masse- und Energieerhaltung. Es ist uns nicht gelungen,
die von Grunbaum [2] angegebene Glattheitseigenschaft 2) zu beweisen,
hingegen eine leicht modifizierte Eigenschaft (Satz 8). Da Satz 2 fur uns
ein wesentliches Hilfsmittel ist, geben wir im Anhang 1 an, wie der Beweis
in unserem Spezialfall vervollstandigt werden kann.

4. Kontraktionshalbgruppe

Wir werden zeigen, daβ die Lδsung der Boltzmanngleichung (7) durch
eine nichtlineare Kontraktionshalbgruppe gegeben ist. Zuerst ziehen
wir einige Folgerungen aus den Satzen 1 und 2. Es bezeichne Utμ die in
Satz 1 fur die Anfangsbedingung μeS konstruierte Lδsung μt der
Gleichung (16).

Lemma 3. Die Ordnungsrelation <̂  (μt^μ2 genau, wenn <μ 1 ?φ>
^{μ2,φ} fir alle φ e K+(R3) gilt) auf S ist mit der Zeitevolution U
vertrάglich; d. h. aus μx, μ2 e S und 0^μί^μ2 folgt O^U^^^ Utμ2

fir alle teR + .

Beweis. Uj'nv\n) sei die Lδsung der Gleichung vt = Λι

nvt mit der An-
fangsbedingung v[n) = μx (x) μ{ ® (x) μh i = 1,2 (π-faches Tensorprodukt).
Lemma 2 impliziert: O^U^v^^ Uι

t

 nv2

n) fur alle teR+. Satz 2 ergibt
fur die Lδsung U{ μt der Boltzmanngleichung μt = Bι μt mit der Anfangs-
bedingung μi{i=l,2):0^U}μί^U}μ2 fur alle teR + . Mit Hilfe von
Lemma 1 b folgt die behauptete Aussage.

Lemma 4. a) U ist bezύglich der M1-Norm kontrahierend d. h.

\\Utμ1 — Lffμ2||i S ||μi — Λ̂ 21|I βr a^e t£ R+ und alle μ 1 ? μ 2 eS.

b) U ist ein Fluβ auf S:U0= l s , Us Ut = Us+t fir alle s, t e R +.

c) Falls μe S bezύglich dem Lebesguemaβ absolut stetig ist, so auch
Utμ fir alle t e R +.
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Beweis. a) M1(R3) ist ein Riesz-Raum [4]; daher existiert
λ1 = mϊ(μ1,μ2) (bzw. λ2 = sup(μ1 ?μ2)) in M ^ J R 3 ) . Es gelten die Rela-
tionen:

(i) \μί - μ2\ = sup(μx, μ2) - inf(μt, μ2) = λ2-λu

(ii) 0 ^ / l 1 ^ μ ι ^ > l 2 g μ 1 + μ 2 , i = l , 2 .

Lemma 3 und (ii) ergeben: 0^Utλί^Utμi^Utλ2i z = 1,2. Damit
und mit (i) erhalten wir:

(i) und die Masseerhaltung (15) implizieren:

μutλ2-

I 1 V1

b) Gegeben sei μ e S wir definieren 0M(t;) = 11 H i;2 1 und μn = gn μ.

Es ist σ4(μπ) = \gni
v) \v\4 dμ(v)^n σ2(μ)< oo. Aus der Eindeutigkeit

(Satz lc) der Losung der Boltzmanngleichung (16) fur die Anfangs-
bedingung μneS mit σ 4 ( μ π ) < o o folgt: VsΌtμn = Us+tμn fur alle neN
und alle s, ί e R +. N u n gilt:

t / s + ί μ - i4 + f μ w | | i + l l ^ ί / ^ - c/sCΛMIU-
2

L e m m a 4 a e r g i b t s c h l i e f i l i c h : \\Ut + sμ — Ut Usμ\\y ^2\\μ — μn\\x ^ — σ 2 ( μ )
fur alle neN und alle s,teR +.

c) Wir setzen nun voraus, daβ μeS bezuglich dem Lebesguemaβ
absolut stetig ist. Die Definition μn = gn μ und Satz 1 d zeigen, daβ auch
μn und (7fμn bezuglich dem Lebesguemaβ absolut stetig sind. Der Defini-
tion von μn zufolge ist 0 ^ μ n ^ μ fur alle neiV; Lemma 3 impliziert
0^Utμn^Utμ fur alle n e ΛΓ. Es folgt ([5], Chapitre V, § 5.5, Corollaire 1
du theoreme 2): sup Utμn ist bezuglich dem Lebesguemaβ absolut stetig.

neN

Es bleibt zu beweisen: sup Utμn= Utμ. Dies ist eine Folge der Eigen-
neN

schaften:
1) 0SU,μmSU,μn^Utμ fur m<n,

2) lim | | I / ί / i I 1 - l / ( μ | | 1 g l i m | | μ ) 1 - H l i = O .
n-> oo «-* oo

Lemma 5. a) Die Energiedichte bleibt (unter der ZeitevolutionJ erhal-
ten: <72(Ut μ) = σ2(μ) fur alle μeS und alle teR + .

b) U ist auch bezuglich der Energiehalbnorm σ2 kontrahierend:
σ2{Utμ1 — Utμ2)^σ2(μ1—μ2) fir alle μ 1 ? μ 2 e S , fir alle teR + .

Beweis. a) Aus (15) folgt: σ2(Utμ)^ σ2(μ% und es bleibt σ2{Utμ)
^ σ2(μ) zu beweisen. μn = gn μ sei wie in Lemma 4b gewahlt. Lemma 3
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und Satz lc implizieren: σ2(Ut μ) ^ σ2(Ut μn) = σ2(μn) fur alle neN. Das
Theorem von Lebesgue ίiber dominante Konvergenz ergibt: lim σ2(μn)

= σ2(μ); daraus erhalten wir die gewίinschte Ungleichung: σ2{Utμ)^σ2{μ).

b) wird mit Hilfe von a) und Lemma 3 bewiesen. Die Methode ist dem
Beweis des Lemmas 4 a analog.

Wir definieren: Sa = {μe S :σ2(μ)^a} und ρ(μi ,μ 2 )= ||μi — A^li-
ίS,,, ρ) ist ein vollstandiger metrischer Raum. Es bezeichne SK^J die
Menge aller Abbildungen von Sa in sich.

Satz 3. Die nach Povzner in Satz 1 konstruierte Zeitevolution U der
Boltzmanngleichung definiert eine Halbgruppe Ua der Klasse (C, S)f [3]
auf Sa (kurz: Kontraktionshalbgruppe) :

a ) , t\->Ut

a=Ut\Sa,

Ua

oμ = μ und U? Ut

aμ = Ua

s + tμ fur alle s,teR+ . (Halbgruppe) (20)

lim II Ut

aμ - μ\\ ί = 0 fύr alle μeSa. (Stetigkeit) (21)
ί 40

\Vϊμι-U?μ2\ί £\μί-μ2\ί fύr alle μuμ2eSa, fύr alle teR+.

(Kontraktion)

Differenzierbarkeit: Die Abbildung R+ -•(M1(R3)J || HJ, t^Ut

aμ
\ )

ist fur jedes μe Da stetig differenzierbor: Da ist dicht in Sa.

Die infinitesimale Erzeugende Ba der Kontraktionshalbgruppe Ua

wird definiert durch:

Da = {μeSa: die Abbildung R+ - ^ ( M 1 ^ 3 ) , || || x), t^Ut

aμ ist

stetig differenzierbar}, Ba μ = lim — (Ut

a μ — μ) fur μ e Da.
ί 40 t

Zusatz. a) Die infinitesimale Erzeugende Ba der Kontraktionshalb-
gruppe Ua ist auf Sa definiert und ist gleich der Restriktion von B auf Sa:

Da = Sa, Ba = B\Sa. (24)

b) U ist eine Kontraktionshalbgruppe auf S. Die Eigenschaften (20),
(21), (22) gelten auf S; die infinitesimale Erzeugende von U (auf S) ist B:

— Utμ = BUtμ fύr alle μeS und alle teR+. (25)
at

c) Masse und Energie bleiben unter U erhalten:

| | ^ μ | | i H I H I i βralle μeS, fύr alle teR+, (26)

σ2{Utμ) = σ2{μ) f ύ r alle μeS, f ύ r alle t e R + . (27)
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d) U ist stetig und kontrahierend bezuglich der Energiehalbnorm:

(28)

σ2(Utμ1 - Utμ2)f£σ2(μι — μ2) fir all e μvμ2eS, fur alle teR+ . (29)

lim σ2(Utμ — μ) = 0 fir alle μeS,
t 40

Beweis (Satz 3 und Zusatz). U laβt Sa invariant. Die Relationen (20),
(22), (26), (27), (29) sind eine Folge der Lemmata 4 und 5. Es genύgt, zu
beweisen, daβ die folgenden vier Abbildungen fur jedes μe S stetig sind:

(α) R+ —>(M 1(jR 3), || j_), ί h - > l / f μ ,

(β) K+-*(M 1(Λ 3),σ 1), t\-*Utμ,

(y) R+ ^(Mι(R3\\\ HO, t\->BUtμ,

(δ) R+ —•(M 1 ( J R
3 ), σ 2 ) , t\->Utμ.

Denn aus (α) folgt (21); (y) und (16) implizieren:

fur alle

t

d. h. Utμ = μ+ \BUt,μdf im Sinn der
b

und

1-Norm. Dieser Eigenschaft

1(K3), || ||i), t\->Utμ stetigzufolge ist die Abbildung R+ ~^(M1(R3),

differenzierbar, und wir erhalten:--— Utμ = BUtμ fur alle μeS und
dt

fur alle te R+ ( b z w . — Ut

aμ = BaUt

aμ fur alle μeSa, fur alle

Bemerkung. Die Abbildung R+-^R, ίκ>{J5L/fμ, φ) ist fur jedes
φeK(R3) Lebesgue-meBbar [1].

Beweisvon(α),03),(y),((5):

(α) Sei ί ^ ί ^ O ; es folgt aus (12), (16): |<l/ fμ,<p>-<l/ f l iu,φ>|

^ W φ W s u p ( 2 | | U v μ \ \ \ + || ^ ^ | | ^ 2 ( l 7 f ^ ) ) f u r
f ' e [ ί i , ί ]

, falls wir | |φ| | = sup |φ(ι;)| definieren. Nun
3

alle μ e S und alle φe
t eR 3

gilt auch llμl! = sup{|<μ, φ}\: φeK(R% \\φ\\ ^ 1}; wir erhalten auf
Grund der Masse- und Energieerhaltung:
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{β) Aus der Definition von ϋx folgt: \vx\ ̂ .\υ1\ + \v2\ fur alle VUV2ER3\
(5) ergibt fur eine von c abhangige Konstante cγ (θ(v) = \v\):

\l\υ1-v2\I(vι,v2,e){φ(ϋι)θ(vι)-φ(v1)θ(v1))d2e\^^-\\φ\\(2 + v2

ι + v2

2)

fur alle φ e K(R3) und alle vι,v2€ R3. Daraus folgt:

KBμ,φθy\^c1\\φ\\(\\μ\\i+\\μ\\1σ2(μ)) fur alle φeK(R3), fur alle μeS.

Wir schliefien ahnlich wie in (α) und erhalten:

υ , μ - U t ι μ , φ θ } \ : φ % \\\\

(γ) Fiir alle φeK(R3) und alle μeS gilt: |<Bl/fμ,φ>-<Bl/(lμ,φ>|
^ \\\Vi-υ2\ I(v1,v2,e) (φiϋj-φivj) d2e dUφiv,) d(U,μ-Utιμ) (v2)\
+ I [ K - v2\ Kv^v^e) (φiϋj - φivj) d2e d(U,μ- Utiμ) {υj dUtlμ(v2)\.
(5) impliziert die folgenden Ungleichungen:

\vι-v2\)d\Utμ-Utlμ\(v1)d\Utίμ\(υ2)

+ c\\φ\\σ1(Utμ-Utiμ)(\\Utμ\\1 + \\Utlμ\\1).

Wir erhalten mit der Masse- und Energieerhaltung und einer von c,
und σ2(μ) abhangigen Konstante c:

(δ) Die folgende Ungleichung ergibt sich wieder aus (5):

|f K - v2\ I(vx ,υ29e) {φiv,) θ^v,) - φ(Vl) θ^v,)) d2e

Damit konnen wir (Bμ, φθ5} abschatzen:

K ^ φ θ 5 > | ^ c | | φ | | ( | | μ | | 1 σ 2 ( μ ) + σ2(μ)2 + ||μ||1σ4(μ)) fiir alle

fur alle μ e {v e S : σ4(v) < 00}.

Satz 1 (a und c) impliziert:

σ2(Utμ-Utiμ)=sup{\(Utμ-Utίμ,φθ5)\:φeK(R3l\\φ\\^l}

σ2(μ) + σ2(μ)2 + | |μ| |1 sup σ 4 (^μ)) falls ί, ̂ [ 0 , Γ]
t'e[0,T]

und μ e { v e S : σ4(v) < 00} .
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Die Abbildung

R+-+(Mι{R3), σ2), t\-*Utμ ist also fur alle μe {v e S : σ4(v)< 00} (i)

stetig.

Gegeben sei μe S; wir definieren gn(v) = 1 H 1̂ 2 und μn = gn-μ.

Die Folge {μn}πeiV hat die Eigenschaften:

04 (/O < αo fur alle ne N , lim σ2 (μΛ — μ) = 0 . (ii)
n —• αo

Aus Lemma 5 b folgt:

σ2(Utμ — μ)^2σ2(μ — μn) + σ2{Utμn — μn) fur alle neN. (iii)

Die gewiinschte Aussage (δ) ergibt sich aus den Relationen (i), (ii) und (iii).

Damit ist der Satz 3 (bzw. sein Zusatz) vollstandig bewiesen.
Die Zeitevolution U besitzt die beiden folgenden, fur Kontraktions-

halbgruppen der Klasse (C, S)' charakteristischen Eigenschaften:

Satz 4. a) Sei reR+ dann erfύllt der Stoβoperator J5 (11) far alle
μ1, μ2 e S die Ungleichung:

Hr-B)μ1-(r-B)μ2\\1Zr\\μί-μ2\\1.

b) Das Anfangswertproblem —r-μt — Bμt, μ0 = μ hat far jedes μe S

genau eine stetig differenzierbare Lδsung μn μt e S, nάmlich μt= Utμ,teR +.

Beweis. Die Aussage a) ist eine Folge eines allgemeinen Satzes iiber
Kontraktionshalbgruppen ([3], Theorem 2.3) und der Relation (24).
b) beruht auf dem folgenden Lemma:

Lemma 6 (Dorroh [3]). Sei [α, b] ein Intervall in R, / eine in [α, b]
stetig differenzierbare Funktion von [α, ft] in den Banachraum (E,\\ ||).
Man definiere g auf [α, b] durch g(t) = \\f(t) |. Dann ist g auf \_a, b~\ nicht
zunehmend, genau dann, wenn far jedes reR+ und alle t e [α, b]

rf{t)~Ίΰf(t)

gilt.

Beweis von b): μ^t), μ2(t) seien zwei stetig differenzierbare Losungen

des Anfangswertproblems —- μ(t) = Bμ(t\ μ(O) = μ, μeS\ wir setzen:
at

) = μ1(ή~μ2(t). Fur t e R+ und reR+ gilt dann: rf(t)-—f(t)

) — (r — B) μ2(t). Die Eigenschaft a) impliziert:

d_

It
Lemma 6 ergibt: | |/(ί) | | x = 0 fiir alle t e.

rf{t)~ΊFf{t) fiiralle teR+ u n d a l l e reR+;
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Wir wollen diesen Abschnitt mit einer Spezialisierung der obigen
Resultate abschlieβen. Dazu definieren wir die Zeitevolution U auf
S i E J / e L 1 ^ 3 ) : / ^ , σ 2 (/)<oo} durch UJΞΞUJ fur alle teR + . Der
zu U gehδrende Stoβoperator B wurde in (1) definiert. Die ganze in
diesem Abschnitt entwickelte Theorie (Satz 3, Zusatz und Satz 4) ϋber-
tragt sich auf die Halbgruppe U und ihre infinitesimale Erzeugende B.
Der Grund dafϋr besteht darin, daβ die kanonische Injektion i: Σ}(R3)
-^M1(R3), ft-*J alle betrachteten Relationen erhalt: ι ist linear, zu-
nehmend bezuglich :g und erhalt die Halbnormen || | | 1 ,σ 1 ,σ 2 ,σ 4 ;
ferner bildet U jedes bezuglich dem Lebesguemaβ absolut stetige Maβ
μ e S in ein ebensolches Maβ ab. Als Beispiel fϋhren wir den folgenden
Satz an:

d
Satz 5. a) Das Anfangswertproblem-—ft = Bft, j o = f hat fύr jedes

dt
feS genau eine stetig differ en zier bare Lδsung fteS, teR + .

b) Die Lδsung ft wird durch eine nichtlineare Kontraktionshalbgruppe

U auf S gegeben: ft=UJ fur feS und te R +.

Bemerkungen. Die Halbgruppe U laβt die Maxwellverteilung in-
variant: Aus ω(v) = a1 exp(— a2v

2 + (b,v)) mit α 1 ? a2 > 0 , beR3 folgt:

Utω = ω fur a l le teR+. (30)

U vertauscht mit den Translationen τw,weR3\

τwUtf=Utτwf fur alle / e S j e R + ,weR 3 . (31)

Die Impuls(-dichte) πa(f)= f p r » f(v) d3υ, α = l , 2 , 3 , bleibt
unter U e rhal ten: πa(UJ) = πOί(f) fur alle / e S , fύr alle teR + . (32)
(prα(ι;) = α-te K o m p o n e n t e von veR3.)

5. Das /^-Theorem

Wir beginnen mit einigen Definitionen: Ω Ξ j / e l 1 ^ 3 ) : / ^ ,
I! = 1, <τ2(/) < oo} es bezeichne ωf die Maxwellverteilung, welche den

Bedingungen | |ω r | | x = | | / | | l 5 πjωf) = πa(f) (α=l,2,3), σ2(ωf) = σ2(f}
genίigt. Unter der Entropie(-dichte) H der Verteilungsfunktion feS
verstehen wir: H(f)~ — \f{v) log/ (v)d3v, falls die Funktion /log/
Lebesgue-integrierbar ist, und wir setzen im umgekehrten Fall
ff(/)=_oo.

Lemma 7 (Gibbs). Fύr jedes feS gilt die Alternative: H(f)<H(ωf)
oder f = o)f.
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Satz 6 (//-Theorem). Die Entropie ist als Funktion der Zeit nicht ab-
nehmend und nach oben beschrάnkt. Falls f eine Anfangsverteilung feΩ
mit //(/) > - oo ist, so gilt: H(f) S H(UJ) ^ H(ωf) fur alle teR + .

Definition. A = {feS: Es gibt zwei Maxwellverteilungen ω l 5 ω 2 , so
daβ ωί(v) ^ f(v) ^ω 2(v) fur fast alle ve R3 gilt} dabei bezieht sich ,,fast
alle" auf das Lebesguemaίl

Der Eigenschaft (30) zufolge laβt die Zeitevolution U die Menge A
invariant:

Fur jedes fsΔ gibt es zwei (von / abhangige) Maxwellver- ,~~.
teilungen, so daβ ω1 ^ Ut f ^ ω 2 fur alle te R+ gilt.

Das //-Theorem laβt sich auf das folgende Lemma zuruckfύhren, das
wir im Anhang 2 beweisen werden:

Lemma 8. Die Funktion R+ ->K, t±->H{Utf) ist fur alle feή stetig

differenzierbar; es gilt:4~H(Utf) = - \4~ Utf(υ) (logϋtf(υ)+ l)d3v.
at ' at

Definition. G : A ->R, f^G(f) = i f | ^ - v2\ I(υl9υ2, e) • {f(vί)f{ϋ2)

-f^fiv^Xog^^
J \Vl) J \V2)

Korollar. a) Fur alle feA und alle teR+ gilt: O^

b) H(f)^H(ϋtf) = H(f)+ J G(ϋt.f) dt'^H(ω f) fir alle fe A, fur

alleteR + . °

c) Es gibt eine Folge positiver Zahlen tn mit den Eigenschaft en:

lim tn = oo und lim G(UtJ) = 0 .
n —> oc π -* X:

Beweis des Korollars. a) Boltzmanns Beweis des //-Theorems beruht
auf der Entropieproduktion: (Sei feA, wir setzen f ~ Utf)

(34)

(35)

UL

= -\Bft(v)\ogft(v)d3v (36)

(37)
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Der erste Schritt (34) wird durch das Lemma 8 gerechtfertigt; der zweite
(35) folgt aus der Differenzierbarkeit der Abbildung t\->ΪJtf und der
Masseerhaltung | | t / f / | | i = | | / | | i (36) ergibt sich aus Satz 5; (37) aus der
Gl. (10), welche auch fur beschrankte Lebesgue-meBbare Funktionen φ

gilt. G(Utf)^0 erhalten wir aus der Ungleichung: (x — y) l o g — ^ 0
y

fur alle x, y > 0.
Die Relationen b), c) folgen unmittelbar aus a) und Lemma 7.

Beweis des H-Theorems. a) Wir betrachten zuerst Anfangsvertei-
lungen aus der Menge Δ1 = {/e S : / ist nach unten durch eine Maxwell-
verteilung und nach oben durch eine konstante Funktion beschrankt}.
Sei feA1 vorgegeben: / laBt sich durch eine Folge {/JπejvC^l derart
approximieren, daβ die Beziehungen ω^fn^f fur alle neN und
lim /„ = / (punktweise fast uberall bezuglich des LebesguemaBes) gelten.

n-* oo

Daraus ergibt sich die Abschatzung: frι\\o%fn\<1(d1+d2θ5) f fur alle
neN und gewisse, von n unabhangige, positive Zahlen d1,d2. Aus
diesen Eigenschaften kόnnen wir die folgenden Relationen ableiten:

lim ll/WH^O, \imσ2(fn) = σ2(f), (38)

lim H(fn) = H(f). (39)
n—*• oo

(38) impliziert lim ωfn(v) = ωf(v) fur alle υe R3, und die Folge {ωfn}neN
n~+ GO

ist nach oben und unten je durch eine Maxwellverteilung beschrankt;
wir erhalten:

lim H{ωf) = H{ωf). (40)

Sei ί > 0 vorgegeben; da Ut bezuglich der L^Norm kontrahierend ist,
gibt es eine Folge {nk} C N, derart, daβ

lim ΦjJ (v) = Φj) (v) fur fast alle υ e R3 gilt. (41)
k-* oo

Infolge der Relationen (39), (40) und des Korollars b) (Lemma 8) erhalten
wir (mit den Abkurzungen fk = fnk, f{ = Utfnjc,ώk = ωfn):

H(ωf)-H(f)= \im{H(ώk)-H(fk))^\immf{H(ώk)-H(fl)). (42)
k->oo k^-oo

Das Lemma von Fatou ergibt:

\iminϊ(H(ώk)-H(fl))
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Dabei haben wir die Gleichungen

\ fί(v) \ o g ώ k { v ) d 3 v = \ ώ k { v ) \ o g ώ k ( v ) d 3 v , k e N

verwendet. Die Eigenschaften (41), (42) und (43) zeigen, daβ

ωk ώk

und somit auch Utf log Ut f Lebesgue-integrierbar ist. Ebenfalls (41), (42),
(43) zufolge gilt:

H(ωf) - H(f) £ H(ωf) - H(UJ). (44)

b) Sei feΩ,H{f)> —oo. Vsf bezeichne die Gauβtransformierte

fur alle 5 > 0 und σ2(Vsf) = 3s + σ2(f). Da V eine lineare Kontraktions-
halbgruppe auf L 1 ^ 3 ) ist ([6],S.236), konnen wir feΩ durch Vsfe Ax

approximieren; wir erhalten:

lim | | K s / - / | | 1 = 0 und limσ2(Ks/) = σ 2 (/) . (38')
siO sϊO

Jensens Ungleichung und Fatous Lemma ergeben ferner ([7], S. 355):

limfl(7 s/) = H ( / ) . (390
l O

Mit den zu a) analogen Schritten gelangen wir schlieβlich zur Un-
gleichung:

H(ωf) - H(f) £ H(ωf) - H(UJ), (44')

welche fur alle teR+ und alle feΩ mit H(f)> — oo gultig ist; dabei
ist Utf log Utf fur alle t e R+ Lebesgue-integrierbar.

6. Einstellung des Gleichgewichtszustandes

Die Existenz des Grenzwertes lim Utf beruht unter anderem auf den
t-*oo

beiden folgenden Lemmata:

Lemma 9 (Morgenstern [8]). Sei {fn}neN eine Folge nichtnegativer
Σ}(R3)-Elemente, derart, daβ fur alle neN und gewisse reelle Zahlen

0, c3 die Relationen | |/Π | | i = c l 9 σ2(//I) = c2, H ( / n ) ^ c 3 gelten.
Dann enthάlt {fn}neN eine Teilfolge {fnk}keN, welche schwach gegen ein Ele-
ment feΣ}(R3) konvergiert.
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Lemma 10. Sei / e S ; ferner sei eine Folge positiver Zahlen tn mit
lim ίn = oo gegeben. Wenn Utnf schwach gegen geLί(R3) konvergiert, so

konvergiert Utnf auch in der L}{R3)-Norm gegen g.

Der Beweis des Lemmas 10 befindet sich im Anhang 3. Er beruht auf
den Eigenschaften (22), (31) der Zeitevolution U. Wir zeigen nun, daβ
der Grenzwert lim Utf fur Anfangsverteilungen / aus der Menge A

ί-> oc

existiert und eine stationare Verteilung ist.

Lemma ί 1. Fur jedes f e Δ existiert genau ein ge Δ mit den folgenden
Eigenschaften:

| | ί / - # | | 1 = 0 , Wmσ2(ϋtf-g) = 0, (45)

nΛ(g) = na(f), α = l , 2 , 3 ; σ2(g) = σ2(f), (46)

j§^r = 0 und Utg = g fur alle teR+. (47)

Beweis. Sei / e z l ; aus dem Korollar zu Lemma 8, der Masse- und
Energiehaltung und Lemma 9 folgt, daβ eseine Folge {tn}neN mit lim tn = co

n~^ oc

gibt, derart, daβ lim G(0tnf) = 0 gilt und {Utnf}neN schwach gegen ein
n —> oc

Element geLι(Ry) konvergiert. Lemma 10 impliziert:

Hmll^J-sll^O. (48)

Φtf)teR+ ist nach oben durch eine Max well verteilung beschrankt. Fur
eine Teilfolge {tn}neN C {tn}neN konvergiert Uΐnf punktweise fast ύberall
gegen g\ wir erhalten:

limσ2(ί/? n/-gf) = 0 und limπα(ί/ f r ι/) = πα(^), α = l , 2 , 3 . (49)
«-*oo n n~* oo

Die Eigenschaften (46) sind eine Folge der Relationen (48), (49) und der
Masse-, Impuls- und Energieerhaltung.

Wir fϋhren einige Abkiirzungen ein: Γ: A ->L1 (R3 x R3 x S2), f\->Γf,

j i 2

dλ{z) = dλ1(v1)dλ2{v2,e) = d3vi d3v2 d1 e\ ρ(z) = \vί —v2\I(υ1,υ2,e). Es
gilt: G(f) = \(Γf) (z) ρ(z) dλ(z). Weil {Cftf}teR+ nach oben und unten je
durch eine Maxwellverteilung beschrankt ist, gibt es positive Zahlen
bu b2 mit:

\(ΓUJ) (υuυ2, e)\ ̂  ^ ( 1 + υ\ + v\) exp(- b2(υ\ + υ\))

fur fast alle t^, ι;2 e i ? 3 .
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Aus der Definition der Folgen {tn}neN, {tn}neN und aus (5), (48), (50)
erhalten wir:

G{g) = \(Γg) (z) ρ(z) dλ(z) = lim \(ΓUinf) (z) ρ(z) dλ(z)

= limG(UtJ) = 0.

n—> <X)

Die Teilmengen MkcR3 x R3 x S2, /c = 1, 2, 3 seien wie folgt definiert:

M1 = {z e R3 x R3 x S2 : (Γg) (z) = 0},

M2 = {zeR3 xR3 xS2: (Γg) (z) > 0, ρ(z) = 0} ,

M3 = {ZER3 xR3 xS2\ (Γg) (z) > 0, ρ(z) > 0} .

Wir bezeichnen den Schnitt von Mk langs v1 mit M^v^:

Mk(vγ) = {(v2, e) e R3 x S2 : (vί, v2, e)eMk}, k = 1, 2, 3 .

Die Mengen Mfc,/c= 1,2,3 sind A-mefibar, und {Mfc}fc = 1>2,3 ist eine
Partition von R3 x R3 x S2. Die Eigenschaft (51) impliziert λ(M3) = 0;
M3(t?1) ist daher fur /It-fast alle υx e K3 /l2-integrierbar, und es gilt:

λ2(M3(ι?1)) - 0 fur Λi-fast alle υ1 e R3. (52)

Die Definition der Mengen Mk, fc = 1, 2, 3 ((v1,v2,e)e Mι ist Equivalent
zu g(vx) g(v2) = g(vx) g(v2)) und die obige Eigenschaft (52) ergeben fur den
Stoβoperator B\

3

(Bg)(i\)= Σ J ρ(υ1,υ2,e)(g(ϋί)g(ϋ2)-g(vί)g(υ2))dλ2(υ2,e) = 0
k = l Mk(yi)

fur /12-fast alle ^ e i ^ 3 ; d. h. Bg = 0 und wegen Satz 5: Utg = g fur alle
te R +. Damit sind die Eigenschaften (46), (47) bewiesen. Es sei eine Folge
{sn}neN^R+ m^ π m Sn = °° vorgegeben. Es gibt eine Teilfolge {5^}neiV

C{sn}neN mit s ^ Γ n fur alle ΠEN. Die Relationen (20), (22) und (47)
implizieren:^ || t>s^/ - ^| | x = || L/^_fw L7frι/ - t>^- f r i^|| 2 ^ || L7fΛ/- ^ | | ! und

analog: σ2(Us^f — g)^σ2{Ufnf — g) fur alle neN. Daraus und aus (48),
(49) folgt: lim | | ί / ^ / - ^ | | 1 = 0 und lim σ2(USnf - g) = 0. Weil g un-

n —> oc n -^ oc

abhangig von der gewahlten Folge {sπ}πe;v ist, haben wir somit (45)
bewiesen.

Satz 7 (Einstellung des stationaren Zustandes). Fur jede Anfangs-
υerteilung feΩ (mit endlicher Masse- und Energiedichte) existiert der
Grenzwert \imUtf = g. Die Verteίlung g ist stationάr und hat dieselben

r->oo
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Werte fur Masse-, Impuls- und Energiedichte wie die Λnfangsverteilung f:

l i m | ! U ; / - 0 | | 1 = O, ϊimσ2(U,f-g) = 0, (53)

ll^l|i = ll/| | i; πfc(^) = π k(/), fe=l,2,3; σ2(g) = σ2(f), (54)

Bg = 0, Utg = g fur die teR+. (55)

Korollar. Falls wir voraussetzen, daβ die Maxwellverteilung die einzige
stationare Lδsung der Boltzmanngleichung in Ω ist, so konvergiert Utf im
Limes tv->co (bezϋglich der Halbnormen || \\uσ2) gegen die Maxwell-
verteilung cύf. ωf ist dadurch charakterisiert, daβ sie dieselben Werte fur
Masse-, Impuls- und Energiedichte wie die Λnfangsverteilung feΩ hat.

Bemerkungen. a) Im vorangehenden Korollar genϋgt es voraus-
zusetzen, daβ fur alle feΔnΩ mit der Eigenschaft Bf = 0 folgt:

/ = Maxwellverteilung.

Jede der beiden folgenden Bedingungen b), c) ist ebenfalls hinreichend
dafϋr, daβ die Maxwellverteilung die einzige stationare Verteilung der
Boltzmanngleichung in Ω ist:

b) Der differentielle Wirkungsquerschnitt / erfullt die Ungleichung:
I(vuv2,e)>0 fur λ-fast alle (vuv2,e)eR3 x R3 xS 2 . Beispiel: Der diff.
Wirkungsquerschnitt fur ,,harte Kugeln".

c) Der diff. Wirkungsquerschnitt / hangt nur von der Relativ-
geschwindigkeit \v1 — v2\ und dem Streuwinkel $= *$(v1 — v2,v1 — v2)
(5 6 [0, π]) der zusammenstoβenden Teilchen ab, d. h. I(vl9 v2, e)
= ϊ(\v1 - v2\, θ), und fur ein θ 0 e [0, π] und ein ε > 0 gilt: ϊ{\vί - v2\,9) > 0
fur alle v1,v2eR3 und alle 9 e (So - ε, 90 + ε)'n [0, π].

Beweis des Satzes 7. Sei feΩ vorgegeben; / laBt sich durch eine
Folge {fn}neNCΛ approximieren:

lim | | / - / n | | 1 = 0 , \imσ2(f-fn) = 0.
n~* oo n—*- oo

Wir definieren: gn — lim Utfn fίir jedes ne N. Lemma 11 ergibt: Utgn = gn
t-*oo

fur alle teR+ und alle neN. Die Kontraktionseigenschaft von Ό und
Lemma 11 implizieren:

| | ^ m - ^ | ! = lim || t / ^ - ί / J J ^ | | ^ - / j ! fur alle m, neN und
ί~»00

analog: σ 2 (^f m -^)^σ 2 (/ m -/ n ) fur alle m,neN. Somit ist {0n}weiV eine
Cauchyfolge; wir definieren: g=\\mgn. Aus den Ungleichungen

\\ϋj- g\\, g Up,/- t/JJK + IIUt/Λ - gl + | k - gl g ||/ —/Jx
+ l^-fifJi + l^r/n-fl'nlli f"r a l ' e neN, fur alle ί e K + und Lemma 11
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erhalten wir:

l i m | ΐ ) ί / - 0 | | 1 = O und analog: lim σ2(ϋtf-g) = 0. (56)
r-*oo f-»oo

Die Abschatzungen || ϋtg - g\\ x ^ || Utg - Utgn\\ x + | |#n - g\\ 1 ^ 2 ||gr - gn\\ x

fur alle n e iV, fiir alle te R+ zeigen, daί3 g stationar ist:

Utg = g fiir alle t e R + der Satz 5 impliziert: β^ = 0 .

Die Relation (56) und die Masse- und Energieerhaltung ergeben:

Ferner impliziert die Ungleichung

Anhang 1: Erganzungen zum Beweis des Satzes 2

A ί.ί. Einleitung

In Satz 2 ist I ein Parameter, den wir in diesem Anhang weglassen:
Aι

n-+An, Bι^B. An und B sind beschrankte Operatoren: Ane^{Mι(R3n),
Mί(R3n)); B ist quadratisch, also stetig differenzierbar als Abbildung von
M1{R3) in sich. Die Ableitung von B wird mit DB bezeichnet:
DB(μ) G Se(M1(R\ M 1 ^ 3 ) ) ; es gelten die Ungleichungen:

W, | | jBμ- jBμ 1 | | 1 ^2c | |μ-μ 1 | | 1 fur alle μ, μ1eMι(R3), (57)

(58)
DB{μ)-DB{μi)\\^2c\\μ- μ1\\1 fur alle

(Wir verwenden im Anhang 1 fiir alle neu eingefuhrten Normen dasselbe
Symbol || ||; z. B. fiir die Norm von ^{MHR^MHR3)); einzige Aus-
nahme: Norm des Banachraumes C(Ω^): \\ \\n).

Wir definieren einige topologische Raume:

a}, Ω = (J Ωa,
α > 0

= Diracmaf3 in veR3),

ί2{̂ ] sei die Abkύrzung fiir eine dieser Mengen. In M1(R3) wird eine
zweite lokalkonvexe Topologie (w*-Topologie) durch die Familie
{pφ}φecb(R*) ^QV Halbnormen pφ(μ) = |<μ, φ}\ definiert auf Ω\l] betrachten
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wir die induzierte Topologie. Mit dieser Topologie ist Ωn abgeschlossen
in Ω und Ωa kompakt. Sei <5Λ die Gruppe der Permutationen von n Ele-
menten; Ωn ist homδomorph R3n/<5n. Cb(Ω\n

a]) sei die Menge der reell-
wertigen, stetigen, beschrankten Funktionen auf Qgj. Mit der Norm
l|/ | | (π) Ξ sup |/(μ)| ist Cb(Ω{

a

n)) = C(Ω[n)) em Banachraum.

Sei Pa,n:C(Ωa)-+C(Ωn

a) die Restriktion von C{Ωa) auf C(ί^). Die
Familie {C(Ω^)}πe]V approximiert den Banachraum C(ΩJ im Sinn von
Trotter [9]:

l i m | | P β > n / | | n = I / I furalle feC(Ωa).
n-*oc

<g*CR3) bezeichne die Menge der stetigen Abbildungen von MX(R3) in
R der Form μ ^ < μ , φ> fur φ e Cb{R3). F heiβt ein Polynom mit reellen
Koeffizienten bezύglich ^b{R3\ falls F die Form F(μ) = g{{μ,φ1),...
...,(μ,φk}) hat, wobei # ein Polynom in k Unbestimmten mit reellen
Koeffizienten ist und φu ...,φke Cb(R3). F ist (bezuglich der w*-Topo-
logie sowie bezuglich der Norm-Topologie von Mi(R3)) eine stetige
Abbildung von M 1 ^ 3 ) in R; F ist differenzierbar als Abbildung
( M 1 ^ 3 ) , || || x)—>JR. Die Restriktion von F auf Ωa nennen wir Polynom
auf Ωa. Da Ωa kompakt ist und ^b(R3) die Punkte von Ωa separiert, ist
die Menge Q(Ωa) der Polynome auf Ωa dicht in C(Ωa) (Satz von Weier-
straβ-Stone).

Sei L/" = expί^ n die zum StoBoperator An gehorende Zeitevolution.
Un ist eine lineare Kontraktionshalbgruppe auf M1{R3n) bzw. auf
Mι{R3nl(Zn). Wir definieren einen StoBoperator auf Cb(Ωn

(a)):

Σ S \ \ K
Pn a<β

Dabei haben wir von der Isomorphie Cb(Ωn) ^C b (K 3 n /S π ) Gebrauch
gemacht. Aus der Definition des differentiellen Wirkungsquerschnitts
I = It [insbesondere (4), (5), (6)] folgt, daβ G(ahn ein beschrankter, linearer
Operator auf Cb(Ωn

(a)) ist, der Cb{Ωn

(a)) invariant laBt. G(α) „ erzeugt die
Halbgruppe Tt

{a)-n = expίG( f l ) „, ί ^ 0. Tn ist dual zu Un: <(7/τv,/>
= <v,Tf

Λ/> fur alle t e R + , \eMι(R3nl&n\ feCb(R3n/Sn). Ta>n ist
eine lineare Kontraktionshalbgruppe auf C(Ωn

a) [2].
U sei die zum StoBoperator B gehorende Zeitevolution auf Ω. Die

1-parametrige Halbgruppe U laBt Ωa invariant. Wir definieren:

Tt

ia):Cb(Ω(a})-+Cb(Ω(a}) mit (T^φ)(μ) = φ(υtμ) fur φeCb(Ω(a)), μeΩ(a).

Ta ist eine lineare Kontraktionshalbgruppe auf C(Ωa) [2]. Ihre infinitesi-
male Erzeugende bezeichnen wir mit Ga.

Der Beweis des Satzes 2 beruht im wesentlichen auf den folgenden
Eigenschaften der infinitesimalen Erzeugenden Ga und Gan:
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Es gibt eine in C(Ωa) dichte Menge Cn derart, daβ

1) der Abschluβ der Restriktion von Ga auf Cr gleich Ga ist,

n~* oo

Das heifit: Die infinitesimale Erzeugende Gan konvergiert auf der
Menge Cr im Sinn von Trotter gegen die infinitesimale Erzeugende Ga.
Wir werden die Eigenschaft 2) in A 1.3 beweisen.

A 1.2. Differenzierbare Abhάngigkeit der Lδsung der Boltzmanngleichung
von der Anfangsbedingung

Sei F ein Polynom auf Ωα5 d. h. F{μ)=Yjamf^{μ)...f^(μ) mit
m

fΛ e %b(R3l a = 1,..., k:/α(μ) = <μ, φα>, φΛ e Cb(R3). Die Ableitung von F
ist durch

DF(μ)=ΣFMf* mit Fα(μ) = £ m α α m /Γ 1 (μ). . ./Γ" 1 (μ). . /Γ(μ)
α = 1 m

gegeben, und es gilt: DF(μ) e ^b(R3) fur alle μ e Ωfl.

Satz 8. a) (Tt

aF) (μ) — (Tt

aF) (μx) = (DUt(μγ) (μ — μ^, DF(l/f μx)>
+ R t ( μ , μ 1 ) , dabei genύgt das Restglied Rt(μ,μj /t/r α/fe t e R + i m d α//e
μ,μίeΩa der Abschάtzung: |Kf(μ, μ t) | ^y(F) ||μ —μ t | | ̂  exp(4cί) fy(F)
zsf c/πc i on F abhάngige Zahl, c hάngt von B abj.

b) ί^Jweiv 5 ^ e^ne Folge von Radon-Maβen ύber R3, welche den fol-
genden Bedingungen genύge: lim <xn, φ) = <x, φ) /δr α/k φ e C ^ R 3 ) ;

«->• OO

| |xn | |i ^ί>i, σ2(xn)^b2 fur alle ΠE N. Dann gilt auch: lim (DUt{μ)xn, φ}

= <D C/r(μ) x, φ> /tir α/fe φ E Cb(R3).

Beweis. a) Wir erhalten durch Spezialisierung aus den Satzen 10.4.5,
10.7.3 und 10.8.2 in [10] und unter Verwendung der Ungleichungen (57),
(58) die beiden folgenden Aussagen:

F ί i r j e d e s t o e R + u n d j e d e s y e K = { ζ e M ί ( R 3 ) : Wζ^ < 2 } h a t
die Gleichung x = Bx genau eine Lδsung x(t,to,y) im Intervall (59)

[ί 0 — r, ί0 + r] mit r < -—- mit der Anfangsbedingung x(ί0,10, y) = y.

1 1
E s b e z e i c h n e J ( ί 0 ) d a s o f f e n e I n t e r v a l l [t0\ 16c 16c

Die Abbildung J(t0) x K-^M1(R3), (t,y)\->x(t,to,y) ist (unab-
hangig von toeR+) stetig differenzierbar, und V(t,y) = Dvx(t,t0,y) (60)
ist die Lδsung der Differentialgleichung V = DB(x(t,to,y))*V
(° = Zusammensetzung von Funktionen) in J(t0) mit der Anfangs-
bedingung V(to,y) = id.
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Infolge der Masseerhaltung Iaί3t sich aus (59) die folgende Eigenschaft
ableiten:

Das Anfangsproblem μt = Bμt, μ^^y mit y ^ O und HJ/11^2

hat auf R+ genau eine Losung; fίir welche wir Uty schreiben; es gilt: (61)

11^^111 = Ibl l i u n d U t y ^ 0 fur Me t e R + .
Wir erhalten aus (58), (60), (61) den Satz:

\\DB(Utμ)\\ ^ 2c fur alle teR+ und alle μ ^ 0 mit ||/ |̂| x < 2 ; die
Gleichung V = DB(Utμ)° V hat auf R+ genau eine Losung V(t,μ),
welche der Bedingung V(0, μ) = id geniigt. Fur jedes t e R+ ist die (62)
Abbildung y \-> Ut y im Punkt y — μ §; 0 mit | |μ | | : =. 1 stetig differen-
zierbar; es gilt DUt(μ) = 'V(t,μ).

(62) impliziert: \\DUt(μ)\\^l+ j 2 c | | D l / r ( μ ) | | at' fur alle teR + , fur
6

alle μ ^ 0 mit \\μ\\ι < 2. Daraus erhalten wir:

H|1 l}
(63)

^exp(2cί) fur alle teR+.

In analoger Weise ergibt sich aus (57), (61) (bzw. mit (58)):

| | l / f ( μ ) - t / f ( μ 1 ) | | 1 ^ | | μ - μ 1 | | 1 e x p ( 2 c ί )

fur alle teR+ und μ, μ ^ O mit llμL = liμJL = 1
(64)

| |DB(l7 f μ)-DB(l/ f μ 1 ) | | ^2c | |μ-μ 1 | | 1 exp(2cί)

fur alle teR+ und alle μ, μ ^ O mit | |μ| |i = | |μi | | i = 1

Es gilt fur alle μ^O mit 1^^ = 1 : ||Z)β(t7fμ)|| ^ 2c . (65)

Aus den Eigenschaften (62), (63), (64), (65) folgt:

Diese Ungleichung und Lemma 10.5.1.3 in [10] implizieren:

|| fur alle t

und alle μ, μί^0 mit Ijμl^ = ||μi(|i = 1.

Sei F ein Polynom auf Ωa:
k k

DF{μ)= Σ Ki^fa u n d ^Fa{μ)= ^ Fα^(μ)/^ (Definition von Fα,Fα^).
•α = 1 jS = 1
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Im folgenden sei μ, μ1 e M1{R3) mit μ, μ1 ^ 0 und Wμ^ = | |μi | | i = 1. Der
Mittelwertsatz ergibt:

mit

dabei ist [μ 1 ? μ] das Segment, welches μx mit μ verbindet. Mit der Ketten-
regel (62) und der Definition von Fα erhalten wir:

k

D(F°U,)(μ)x= Σ F,(Utμ)(DUt(μ)x,φ7) fur alle xeMι(R3).
α = 1

Daraus ergibt sich, falls wir

k k

DF(μί)= £ Fα(μJ fae^b(R3) mit ]Γ F^μ^ φΆe Cb(R3)
α = 1 α = 1

identifizieren:

t(μ1) (μ - μ j , DF(U,μi)> .
α = 1

Wir schatzen den Term ||D(F o [/f) (μ) - D(F = Ut) (v)|| fur μ, v e M 1 ^ 3 ) mit
μ, v^O und ^\\x = [(v||x = 1 ab:

X sup \F0ί(Utμ)f,φUt(μ)ξ)-FMv)UθUt(v)ξ)

S Σ S U P
llίll i

Σ S U P

α = 1

+ X
α = 1

\\DU,(v)\\
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Dabei haben wir (63), (66), die Definitionen qa= sup{|Fα(μ)|: μ e M + ( R 3 ) ,

| | μ | | i = l } , c*= Σ SlI^llsupίlF^ίμJI . μ e M ^ R ^ H μ l l ^ l } und die

folgende Ungleichung, welche man durch eine kleine Zwischenrechnung
erhalt, verwendet:

|(F α oφ(μ)-(F α oL/ f )(v) |^c o c | |μ-v | | 1 exp(2cί) fur alle teR +

und
μ,veM+(R3) mit |!M||I = ||V|U = 1 •

k

Wir definieren y(F)= £ (2<?α||<pα|| + Q | | φ α | | ) u n d erhalten die Unglei-
α = 1

chung: \Rt(μ,μx)\ ^y(F) | | μ - μ ^ 2 exp(4cί) fur alle teR+ und alle

μ , μ ί e M + (R3)mit | | A * I U = I I M I I U = -1-
Bemerkungen zum Beweis von b):
Falls V(t,μ) die Lόsung der Differentialgleichung V= DB(Utμ)°V

mit der Anfangsbedingung K(0, μ) = id ist, genϋgt xt = V(t, μ)x,xeM1{R?>)
der Differentialgleichung xt = DB(Utμ) xt mit der Anfangsbedingung
x0 = x und umgekehrt. Der Relation (62) zufolge genϋgt es, die folgende
Eigenschaft zu beweisen:

Gegeben sei eine Folge {xn}neN C M1{R3) von Maβen mit den Eigen-
schaften: lim <xπ, φ> = <x, φ} fur alle <peC5(R3) und \\xn\\1^bι,

n->cc

σ2(xn)^b2 fur alle neN. Es gibt eine Folge {nk}keNcN, derart, daβ die
t

Losungen der Gleichungen xnk(t) = xnk+ \DB(Ut>μ)xnk(t')dt' schwach
b

t

gegen die Losung der Gleichung x(t) = x+ \ DB{Ut>μ) x(tf) dtr konver-
o

gieren; d. h. lim <x (ί), φ> = <x(ί), φ) fur alle t e R+ und alle φ e Cb(R3).
k~+oo

Der Beweis dieser Aussage beruht auf der Tatsache, daβ die Menge
( x e M 1 ^ 3 ) : \\x\\ί<Ξbι,σ2(x)^Ξb2} schwach folgenkompakt ist. Er ver-
lauft ahnlich wie der Beweis der schwachen Stetigkeit des ,,Boltzmann-
ίlusses" in der Arbeit von Grϋnbaum [2], Appendix 1.

A 13. Approximation von Ga durch Ga n

Bemerkung. Gegeben sei eine Abbildung / : 5 2 - > M 1 ( J R 3 ) mit den fol-
genden Eigenschaften:

1) Die Abbildung S2-+R, e^(f(e),φ} sei fur jedes φeCb(Rz)
meβbar.

2) Kf(e) φ}\^g(e)\\φ\\ fur ein geLι{S2) und fur alle φeC\Ry).
Dann wird durch </!(/), φ} = f </(e), φ} d2e ein beschranktes Maβ

Λ(f) auf R3 definiert, das wir mit w* — \f{e) d2e bezeichnen.
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1 "
Lemma 12. Sei F ein Polynom auf Ωa,μ= — £ δVke Ωa. Es gilt mit

der Notation von Satz 8:

(GaTt

aF)(μ)=±- Σ lK-υβ\l{υ^υ^e)
n *<β

' (DUt(μ) {δΰ Λ-δϋ — δVa~ δv ), DF{Utμ)yd2 e fur alle teR+.

1 "
Beweis. Sei / I Ξ - V δv und φ e Cb(R3); wir erhalten:

n « = i α

1
(Bμ, φ) = — J \vί - v2\ I(vί9 v2, e) (φivj + φ(v2) - φiυj - φ(v2))

'd2edμ{v1)dμ(v2)

1 V
n OL<β '

-φ(va)-φ(vβ))d2e

1 v

d.h.

Sei F ein Polynom auf Ωa und μeΩa\ aus Satz 8 folgt:

Ts

aTt

aF-Tt

aF (Tt

aF)(Usμ)-{Tt

aF)(μ)

s s

und

(Ga Tt

aF) (μ) = lim AIL1ZJ±]L (μ)
siO S

Dabei haben wir lim — — — — =Bμ und DUt(μ)e
siO S

verwendet. Es bleibt zu beweisen:

a<β

= Σ ί K - ^1 Hva, vβ9 e) (D Ut(μ) (δ,Λ 4- δϋβ - δVχ - δΌβ\ φ) d2e
<x<β

1 n

fur alle teR+ und UΞΞ— Y i e Ω ! .
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Esgenugt, den charakteristischen Term <Dί/(μ) w* — \\vt ~
 υi\ Πvi,v2,e)

• δϋιd
2e, φ} zu betrachten. Dabei sind vλ, v2 Parameter mit v\ + v\^a.

Die Abbildung S2-^R, e^ϋ^e) ist meβbar und es gilt: v2(e)^a fur alle
eeS2. Wir approximieren ϋ^ ) durch einfache, meβbare Funktionen
ww( ), derart, daβ \imwn(e) = vί(e) sowie (wπ(e))2^2α fur alle eeS2 gilt.

Ebenso approximieren wir ρ( ) = \vt — v2\ I(v1, v2, •) durch einfache, meβ-
bare Funktionen ρn(:), welche den Bedingungen 0 :g ρn(e) ̂  ρ(e) fur alle
ΠEN und lim ρn(e) = ρ(e) fur alle eeS2 genύgen. Wir setzen:

/ ^ ( ^ ^ ^ ( ^ ^ ^ ^ ^ e i V und /(e) = ρ ( ^ D l ( e ) . Aus diesen Definitionen
folgt:

lim </π(e),φ> = </(<?), φ> fur alle ee S2,φe Cb(Ry), (67)

fur alle ^ e S 2 , insbesondere fneLι(S2\Mι(R2)), (68)

σ 2 ( / » ) ^ 2 α ^ ) fur alle eeS2, neN. (69)

Die Relationen (68) und (69) implizieren:

\\jfn(e)d2e\\1^jρ(e)d2e fur alle neN, (70)

σ2(\fn(e)d2e)^2a\ρ{e)d2e fur alle w e iV . (71)

Aus (67) und (68) erhalten wir:

fur alle φ G Cb(K3).

Wegen (68) und j < / » , φ> d2e = <] fn(e) d2e, φ) ergibt sich:

lim <]"/» rf2^, φ> = <w* - f/(e) d2e, φ> fur alle ( p e C ^ 3 ) . (72)
n —• x • *

Die Eigenschaften (70), (71), (72) (bzw. (67), (68), (69)) und Satz 8b ergeben:

lim (Dυt(μ)\ fje) d2e, φ} = (DU,(μ) w* - \ f(e) d2e, φ)t \ ,μ \
(73)

fur alle teR+ und alle φeCb(R?'),
bzw.

lim (D Vt(μ) fn(e), φ} = <£> l/f(μ) /(e), <p> .
«-> TC

Daraus folgt:

lim\(DUt(μ)fn(e),φ>d2e=\<DUt(μ)f(e),φ)d2e fur alle φeCb(i^3). (74)

Schlieβlich implizieren die Relationen (73), (74):

(DUt(μ) w* - J / M d2e, φ> = lim <Z)C/f(/ι)\ fn(e) d2e, φ)
n -+ x

= lim (\Dυt(μ)fn{e) d2e, φ) = lim J

= J<D L\(μ)f(e\ φ) d2e fur alle φ G
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Mit der Definition von / ist somit:

<DU t(μ) vv* - J \vί - v2\ l(vx, υ2, e) δΰιd
2e, φ)

= J K - υ2\ l{υλ ,υ29e) (DUt(μ) δΰι, φ} d2e .

Es bezeichne Q(Ωa) die Menge der Polynome auf Ωa.
Sei C r = ( r - Ga)"ι Q(Ωa) mit r > 0 ; die Menge Cr ist fur jedes r > 0

dicht in C(Ωα).

Satz9. Es gilt lim | |G α > ; l P α i H Φ-P f l t n G α Φ|L = 0 fur alle ΦeCr, falls

r > Ac ist.

Beweis. Seien r > 4c und Φ e Cr vorgegeben. Es gibt ein Polynom F
X;

auf Ωa mit Φ = (r — Ga)~~1F = f exp(— rί) Tf

αF dί. Indem wir diese Dar-
b

stellung von Φ benutzen, gelangen wir zur Abschatzung:

1 Ga,nPa,n exp(- rί) T?Fdt - ] PatnGa exp(- rt) T«
b b

g supfexpl- v ) | |Gβ, I IP< I,17;''F-P f l i l lG< 177F|| ( I)

•Xι

• j
b

wir w e r d e n zeigen, d a β der T e r m vor d e m Integra l (der obigen Zeile) im
L i m e s n->oo gegen 0 k o n v e r g i e r t (Wahl v o n rι\Ac<r1<r). Sei

1 " 1 π

μ Ξ — Σ δVkeΩn

a\ wir definieren μα/J Ξ — ]Γ δ C k mit ΰ = ( u l 9 . . . , va,...

= - Σ ί K - ^1 /(»„ ^ , )̂ ( ( ^ F ) (/2α/?) - (T^F) (μ)) J2

D ί/f(μ) I (δCβ + δΰβ - δVχ - δϋβ), DF(Utμ^ d2e

+ — Σ ί K - vβ\ i(v*> vβ,e) Rt(β*β> μ)d2e -
n oc<β

Den ersten Term auf der rechten Seite der Gleichung konnen wir wegen
Lemma 12 mit (Pa,nGaTt

aF) (μ) identifizieren. Aus Satz 8 und der Defini-
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tion des differentiellen Wirkungsquerschnitts / erhalten wir folgende
Abschatzung:

— Σ $K-

teR +

teR

γ(F)

S supfexpί-^ί)

sup (exp(- {r1 - 4c) ί) X J \v, - vβ\ I{vΛ, vβ, e)

dabei hangt die Konstante c von α, F und / ab.

Bemerkung. Der Abschluβ der Restriktion von Ga auf Cr (r>4c) ist
gleich Gα. Aus dieser Eigenschaft und aus Satz 9 folgt Satz 2 mit den
Methoden von Griinbaum [2].

Anhang 2: Beweis des Lemmas 8

feΔ sei fest gewahlt. Wir setzen zur Abkurzung: ft=Utf,

ft — —— Utf. Wir weisen zuerst nach, daβ es ein φ e 1} (jR3) mit der Eigen-

schaft

fur fast alle veR3 gibt. (75)

Der Definition von / zufolge existiert eine Maxwellverteilung ω mit
/ ^ ω ; wir erhalten aus Satz 5:

(76)

fur fast alle v^R3 und alle teR+.

Die Abbildung R+ -^£}(R3% t\->ft ist stetig differenzierbar; also ist
R+ xR3^R, {t,v)\->ft{v) Lebesgue-meBbar.

Die Funktion IxR3-^R, (t,υ)\->ft(v) ist unter Berucksichti-
gung von (76) (fur jedes kompakte Intervall ICR+) Lebesgue- (77)
integrierbar.
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Die Eigenschaften (76), (77) implizieren:

331

S \0 / I 0

fur fast alle υe R3.

Nun fiihren wir folgende Hilfsgroβen ein:

M 0 Ξ ~ I ft(v)logft(v)d3v,

9n(t)=- ί /rM(log/ t(ι>)+l)d3i>.

Es genugt, die folgenden Relationen zu beweisen:

a) l i m hn(t) = H(ft) f u r a l l e t e R + .
n ->• oo

b) /ιπ ist differenzierbar; es gilt hn(t) = gn(t) fur alle te R +.

c) #„ ist stetig.

d) gfπ konvergiert lokal gleichmaίJig in JR+ gegen die Funktion:

R+->R, t\->-\ft(υ)(\ogft(v)+\)d3v.

Beweis der Eigenschaften a), b), c), d):

a) Der Definition von / zufolge existieren positive Zahlen b1,b2

mit |log/r(u)| ̂ bι + b2v
2 fur alle te R+ und fast alle veR3. Masse- und

Energieerhaltung ergeben:

lim = 0.

b) Es sei eine Folge {sn}neNCR+ mit limsπ = 0 vorgegeben. Satz 5
n~* oo

zufolge ist die Abbildung R+ -»L 1 (JR 3 ) , t\->ft stetig differenzierbar; es
existiert also eine Teilfolge {5n}n6]V mit den Eigenschaften:

lim/ f + Sn(ί;) = ft(υ) fur fast alle v e R3

und

lim — (ft + § {v) - ft(v)) = ft(v) fur fast alle veR3

+ S

Der Mittelwertsatz ergibt:

\ogft+s(v)- \ogft(v) = (ft + s(v) - ft(υ))u~ι(U s, v),

(78)

(79)

wobei u(t, s, v) eine Zahl im Intervall ist, welches die beiden Zahlen
ft(v) und ft + s{v) bilden.
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Es gibt eine von s und t unabhangige Konstante cn mit

\u~l(Us,v)ft + s(v)\^cn fur fast alle \v\^n (80)
und

lim (u~ 1 (ί,sπ, ι;) /, + ,-») = 1 fur fast alle y e R 3 . (81)
Π-+OC

Wir erhalten aus (75), (78), (79), (80), (81) durch Anwendung des Satzes
von Lebesgue ίiber dominante Konvergenz:

l i m ί ft + sjv)—(logft + sjv)-logft(v))d3υ= \ ft(v)d3v. (82)
m " ~ > f 3 C \v\^n Sm \v\£n

Der Limes ist unabhangig von der gewahlten Folge {sn}neN. Analog gilt:

lim f -{ft + &(υ)-ft(v))logft(υ)d*υ= f ft(υ)\ogft(v)d3v. (83)
S i ° \υ\£n S \v\Zn

Die Eigenschaften (82) und (83) implizieren b).

c) Es gilt:
\ft + s(v)-ft(υ)\^2ω(v) fur fast alle veR3 (84)

und
\u~ι(t,s,v)ft + s(v)\ ̂  cn φ(v) fur fast al le \υ\^n. (85)

Dabei wurden (76) und die Definition von u(t9 s, v) verwendet.
Sei {sn}neN eine gegen Null konvergente Folge; es gibt eine Teilfolge

{sn}neN, derart, dafi die folgenden Relationen gelten:

\im(u-ι(tjm9υ)ft + s (υ)) = {ft(υ))-ίft(υ) fur fast alle \υ\^n, (86)

lim ft + s (υ) = ft(v) fur fast alle veR\ (87)

Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue und mit (84), (85), (86), (87) erhalten wir:

lim f 3

Analog gilt:

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt, dafi

K+->R, ίκ> j ft(v)\ogft{v)d3v
\v\ ^n

stetig ist. Ferner ist die Abbildung

wegen Satz 5 stetig. Damit ist c) bewiesen.

f
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d) folgt aus (77) und der Eigenschaft: \\ogft(v)\^bi + b2v
2 fur fast

alle VER3.

Anhang 3: Beweis des Lemmas 10

Die Gauβtransformation Vs wird auf I}(R3) durch (VJ')(v)
I v2\

= \Ns(v - w) /(vv) d3w mit Ns(v) = (2πs)" 1 exp - — definiert. Die

Gruppe der Translationen auf Lι(R3) bezeichnen wir wie in Abschnitt 2
mit{τw}w e R3.Esgilt([6],S.236):

IIVJ - / 1 | ! = J \N, (w) ( ( V s w / ) (ι;) - f(v)) d3w\ d3 v .

Die Eigenschaften (22), (31) und die obige Formel ergeben fur

ύ ϋ l ύ ϋ l

fur al le s,te R+ .

W i r e r h a l t e n die A b s c h a t z u n g

| | | | | | J 3 w fur al le seR+.

Das Lemma von Lebesgue-Fatou impliziert:

limsupi sup \\VsUtf — Utf\\λ S fNi(w)limsuρ| |vrw/—/IL d3w = 0. (88)
A 10 \teR+ " / slO v "

Vs(s > 0) transformiert eine schwach konvergente Folge {fn}neN C S
von Funktionen mit den Eigenschaften || fn\\ 1 = \\f1\\i > σ2(fn) = σ2{j\) ,„„,
fur alle n e N in eine beziiglich der L1 (.R3)-Norm konvergente Folge

], S. 552).

Sei / e S ; {^n/}neiv konvergiere schwach gegen gel}{R3). Aus der
Ungleichung

und den Relationen (88), (89) folgt: lim || UtJ- g\\x - 0 .
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