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Abstract. We prove that the set of cyclic vectors for a von Neumann algebra in a Hubert
space H is a Gδ set, which is empty or dense. We obtain some corollaries, for instance:
if (jtfv s4v ...) is a sequence of von Neumann algebras in H, and if each stfn has a cyclic
vector and a separating vector, then there exists a vector in H which is cyclic and separating
for each stfn. For algebras of local observables, we improve the known results connecting
the infinite type of the algebras and the existence of cyclic and separating vectors.

Notations et definitions. Si si est une algebre de von Neumann sur
l'espace hilbertien H, on note Tot{si) (resp. Sep(si)) Γensemble des
vecteurs totalisateurs (resp. separateurs) de si. On note lnυ(si) Γensemble
des elements inversibles de si. Si si est finie ainsi que son commutant,
on note C* la fonction de liaison de si ([4], Chap. Ill, §6). Si McH
et si C <&(H), on note [ J / M ] le projecteur sur le sous-espace vectoriel
ferme engendre par les Ax (A e si, x e M). Si U et V sont des isometries
partielles, on dit que U domine Florsque: 1) Ker U C Ker V; 2) U coincide
avec V sur le sous-espace initial de V.

Soit Ω Γensemble des ouverts bornes dans l'espace de Minkowski
M = R4. Soient &u Θ2eΩ. On ecrira 01<02 si ®χC&2

 e t s'*1 e x i s t e

G e Ω tel que: 1) Θ c Θ2; 2) 0 et Θλ sont causalement disjoints.

1. Densite des vecteurs totalisateurs

Lemme 1. Soient si une algebre de von Neumann et U e si une
isometrie partielle. II existe un projecteur G du centre de si tel que UG

soit dominέe par une isometrie de siG et Ux _ G par une coisomέtrie de

Soit E (resp. F) le projecteur initial (resp. final) de U. II existe ([4],
Chap. Ill, § 1, Th. 1) un projecteur G du centre de si tel que
(1-E)G<(1-F)G et (1 -E)( l - G)>(1 -F)(l - G). Soit V une
isometrie partielle de si de projecteur initial (1 — E) G et dont le pro-
jecteur final est majore par (1 —F) G. Alors (£/+ V)G est une isometrie
de siG qui domine UG. De meme, si Vί est une isometrie partielle de si
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de projecteur final (1 — F) (1 — G) et dont le projecteur initial est majore
par (1 — E) (1 — G), alors (U + Vί)1_G est une coisometrie de siγ _G qui
domine L^.^.

Lemme 2. Soient si une algebre de von Neumann proprement infinie
etU esi une isometrie. Alors U est limite forte d'une suite d'unitaires de si.

Soit F le projecteur final de U. Soit (El9 £ 2 , ..) une suite de projecteurs
deux a deux orthogonaux, equivalents a 1, de somme 1 ([4], Chap. Ill,

n

§8, Cor. 2 du Th. 1). Soit E'n= ]•] Et et soit F'n le projecteur final de
ί = l

UE'n. On a 1 - £ ; ^ > J E Π + 1 ~ 1 done l - £ ; ~ 1, done F - F ; ~ 1; par suite
l - i ^ F - i ^ l et finalement \-E'n~\-F'n. Soit F π e j / une iso-
metrie partielle de projecteur initial 1 — E'n et de projecteur final 1 — F^.
Alors UE'n+ Vn est un unitaire de si. Comme E'n->1 fortement et que
UE'n + Vn coincide avec U sur Γimage de E'n, on a (72^ + Fn -> U fortement.

Lemme 3. Soient si une algebre de von Neumann proprement infinie
et U e si une coisometrie. Alors U est limite forte d'une suite d'elements
inversibles de si.

Soit E le projecteur initial de U. Comme le projecteur final de U
est 1, on a E ~ 1, done E est proprement infini. Done il existe une suite
(Eu E2,...) de projecteurs de si, deux a deux orthogonaux, de somme E,

n

equivalents a E done a 1. Soit E'n = £ £; et soit i^ le projecteur final de

UE'n. On a £ - £ ; ^ £ M + 1 ~ 1 done l - E ^ l et l-F^~E-E'H~l
d'oύ l—E'n~l—Fή Soit F M G J / une isometrie partielle admettant
1 — E'n comme projecteur initial et 1 — F'n comme projecteur final. Alors
UEf

n + (l/n)VneInv(siy Comme E'n-+E fortement, UE'n + (l/n) Vn-* U
fortement.

Proposition 1. Soit si une algebre de von Neumann. Tout element de
si est limite forte d'une suite d'elements inversibles de si.

(Pour la topologie normique, le resultat est tres different cf. [5], Th. 1.)
Soit A G si et soit A = UR sa decomposition polaire avec U partielle-

ment isometrique et R^0. On a U esi et Re si. Pour toute isometrie
partielle V dominant [7, on a encore A = V R. D'apres la theorie spectrale,
R est limite normique d'une suite d'hermitiens inversibles de si; il
suffit done de montrer que, pour toute isometrie partielle U de si, il
existe une isometrie partielle V de si dominant U et telle que V soit
limite forte d'une suite d'elements inversibles de si. D'autre part, puisque
si est produit d'une algebre finie et d'une algebre proprement infinie, il
suffit de demontrer le resultat dans le cas oύ si est soit finie, soit pro-
prement infinie. Si si est finie, cela resulte du Lemme 1 et du fait que les
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isometries et les coisometries de si sont unitaires ([4], Chap. Ill, § 1,
Prop. 3). Si si est proprement infinie, cela resulte des Lemmes 1,2, 3.

Lemme 4. Solent H un espace hilbertien et si une algebre de von
Neumann dans H. Les ensembles Tot(si) et Sep(s/) sont des Gδ de H.

Si Tot {si) = 0, Tot (si) est un Gδ. Supposons qu'il existe un x0 e Tot (si).
Pour Aesi et w=l, 2, ..., soit ω(A, ή) Γouvert de H defϊni par
ω(A,ri)= {xeH\ \\Ax — xo\\ < 1/n}. Un element y de H appartient a
Tot(si) si et seulement si, pour tout n, il existe A e si tel que y e ω(A9 n).
Autrement dit,

7bφ*) Π U

de sorte que Tot(si) est un G .̂ En remplaςant si par J/', on voit que
Sep(si) est aussi un Gδ.

Proposition 2. Soίent H un espace hilbertien et si = stfιx si2 une
algebre de von Neumann sur H, Γalgebre siγ έtant proprement infinie et
si2 fίnίe. Les 3 conditions suivantes sont equivalentes:

(i) Tot(s/)ή=0.
(ii) Tot(si) est un Gδ dense dans H.

(iii) si' est de genre denombrable, sif

2 est finie et C^2 ^ 1.

(Inequivalence de (i) et (iii) est deja connue, mais nous en rappelons
la demonstration.)

Soit H = Hi®H2, Γalgebre siγ operant dans Hx et si2 dans H2. On
a Tot(si) φ 0 (resp. Tot(si) est dense dans H) si et seulement si Tot(si1) Φ 0
et Tot(si2) φ 0 (resp. Tot(si^) est dense dans Hγ et Tot(si2) dense dans H2).

(i) => (iii). Si Tot(stf) φ 0, si' est de genre denombrable et il existe un
vecteur x totalisateur pour si2. Puisque si2 est finie, le projecteur
[si2x] est fini, done [st2x\ est fmi ([4], Chap. Ill, §2, Prop. 3). Mais
\_si2x~\ = \Hl done si2 est finie. D'apres [4], Chap. Ill, §6, Prop. 3, on

(iii) => (ii). Supposons verifiee la condition (iii). D'apres [4], Chap. Ill,
§6, Prop. 3 et §8, Cor. 11 du Th. 1, on a Toφ^)φ0. Soit xeTot(si).
D'apres la Prop. 1, Γensemble des Tx oύ Telnv(si) est dense dans H.
Or si xeTot(s/) et Telnυ(si)9 on a TxeTot(si); en effet si = siT9

done [ J / Γ X ] = [J/X] = 1. Done Tot(si) est dense dans H et d'apres
le Lemme 4 e'est un Gδ.

(ii) => (i). C'est evident.
Corollaire 1. Les hypotheses et les notations έtant les memes que dans

la Prop. 2, les 3 conditions suivantes sont equivalentes:
(i) Tot(si) φ 0 et Sep(si) φ 0.

(ii) Tot(si)nSep(si) est un Gδ dense dans H.
(iii) si et si' sont de genre denombrable, si[ est proprement infinie,

st'2 est finie, etC^2 = l.
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(i) => (ii). Cela resulte de la Prop. 2 appliquee a si et si' et du fait
que, H etant un espace de Baire, Γintersection de deux Gδ denses est un
Gδ dense.

(ii) => (iii). Supposons verifiee la condition (ii) et soit six = £% x #
avec J " proprement infinie et <€' finie. D'apres la Prop. 2 appliquee a
j / ' , Γalgebre # est finie, done ^ = 0 de sorte que si[ = Ά' est proprement
infinie. La Prop. 2 appliquee a J / et si' prouve que si2 est finie et que

(iii) => (i). Cela resulte de la Prop. 2 appliquee a si et J/ ' .

Corollaire 2. Soient H un espace hilbertien et (siί9si2, •••) M n^ su^te

d'algebres de von Neumann operant sur H. Les 2 conditions suίvantes
sont equίvalentes:

(i) Pour tout n9 on a Tot(jtfn) + 0 (resp. (ϊ) Pour tout n, on a Tot(s/n) + 0
et Sep(^/n) Φ 0).

(ii) f] Tot{stfn) est unGδ dense dans H (resp. (ii') f) (7bi(^)nSep(j2/n))

est un Gδ dense dans H).

Cela resulte de la Prop. 2 puisque dans un espace de Baire une
intersection denombrable de Gδ denses est un Gό dense.

Remarque ί. On retrouve ainsi le Th. 13 de [6].

Remarque 2. Si J / 2 = 0 et si H est separable, on peut demontrer
Γimplication (iii) => (ii) de la Prop. 2 en observant que si contient un
facteur de type 1^ et en appliquant le cor. 2.11 de [2].

2. Algebres d'observables locales

La partie (ii) de la proposition suivante ameliore le Th. 1 de [6].

Proposition 3. Soient Ω Vensemble des ouverts homes de R4, et H
un espace hilbertien. Soit Θ\->&(Θ) une application de Ω dans Vensemble
des algebres de von Neumann operant sur H. On suppose verifiees les
2 conditions suivantes:

a) Si Θ1cG29ona St(Ox) C ®(G2).
b) Si Θt et Θ2 sont causalement disjoints, M(ΘX) et 0t(O2) sont per-

mutables.
Alors
(i) Si les0ί{Θ) sont proprement ίnfinies et lesSt{Θ)' de genre denombrable,

Vensemble des vecteurs totalisateurs et sέparateurs a la fois pour chaque
M{Θ) est un Gδ dense dans H.

(ii) Si chaque M(&) possede un vecteur totalisateur, il existe un projecteur
unique G possέdant les propriέtes suivantes:

α) G appartient au centre de toutes les algebres ,
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β) pour tons Θ, Θx eΩ,ona M((9)G = 0l((9^)G et 0t((9)G est commutative;

y) pour tout ΘeΩ Γalgebre 0l(Θ\_G est proprement infinίe.

Demonstration de (i). Soit Ω' Γensemble denombrable des boules
ouvertes dans R4 de rayon rationnel et dont le centre a ses coordonnees
rationnelles. Posons K= f] Tot(β(Θ% Pour tout ΘeΩ, il existe

ΘeΩ'

Θ± e Ω' tel que G1 C Θ, done K = f] Ύot(β(Θ% Puisque 0ί(Θ) est
ΘeΩ

proprement infinie, Tot(@t(Θ)) est non vide d'apres la Prop. 2. D'apres
le cor. 2, K est un Gδ dense. Mais pour tout Θ e Ω, il existe Θ1 e Ω' tel
que 0 et Θγ soient causalement disjoints. Comme St{O^)cSi(θy, tout
element de K est separateur pour 0l\&). On a done prouve (i) et on voit
aussi que, sous Γhypothese (ii), il existe un vecteur totalisateur et separateur
pour chaque M((9).

Dans la suite, nous nous donnerons un vecteur x totalisateur et
separateur a la fois pour chaque $(Θ). Pour demontrer (ii), prouvons
d'abord les lemmes suivants:

Lemme 5. Soient Θ,Θ1eΩ avec Θ1 C Θ. Soient P un projecteur de
3i(Θ)ndl(Θ1y9 Q son support central dans ^(ΘJ. Alors P est equivalent
ά Q relativement a ^(ΘJ.

La demonstration est calquee sur celle de [3], Th. 2.5. b

On a Q = [gtiΘJPH] = \β(Θ ^ P 0l{Θy x\ = [β{Oγ)'^{GyPx]
= [_@(ΘJPx]. D'autre part, Q = [QόtiΘJx] = [β(GJQx\> O n a d o n c

[βiGJPx] = [βiGJQx]. D'apres [4], Chap. Ill, § 1, Cor. du Th. 2, on
en deduit que, relativement a 0t{GJ, on a \β{βi)Px\~\β(Gi)Qx\,
e'est-a-dire P ~ Q.

Lemme 6. Soient Θ eΩ et G un projecteur du centre de <%(G) tel que
St{G)G soit finίe. Alors:

(i) 0l(G)G est commutative.
(ii) Pour tout GxeΩ9 on a Ge ^{Θ^n^i&J et @{Θ1)G = @(Θ)G.
Supposons d'abord que Θί > Θ. Le vecteur Gx est totalisateur pour

St{G)G done aussi pour 3t(G^)G. D'autre part [@(&ί)
fGx~] = [_GSt(G^'^\ = G

ce qui montre que Gx est totalisateur pour $(ΘΪ)G done separateur pour
£?(0i)G. Les algebres St{Gχ)G et 0lψ)G ont done un vecteur totalisateur
et separateur commun. L'algebre 01{Θ)G est finie et 9tψ)G(L9t{βύG.
D'apres [6], Lemme 2, cela entraϊne St{G)G = 3t(G^)G. Soit Gί le support
central de G dans St{G^). D'apres [3] th. 2.5.b on a G ~ Gί relativement
a M{&^). (Dans [3], Th. 2.5, est faite une hypothese supplementaire sur
l'algebre de Von Neumann engendree par les 0l(β). Mais cette hypothese
n'intervient pas dans la demonstration du resultat cite.). Puisque
&{G\)G = ${G)G e s t u n e algebre finie, le projecteur G est fini relativement
a fltψi), done Gx est fini et comme G^Gί ceci entraϊne G = GX. Done G
appartient au centre de
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Supposons maintenant que Θ1 C Θ. On a G e ^(0i)', on peut done
considerer Γalgebre ^ ( 0 ^ . Le vecteur Gx, etant separateur pour 01{(9)G

est aussi separateur pour &\β\)G D'autre part \β{(9^)Gx\
= [G$(Θι)x] = G done Gx est totalisateur pour @t(G^G. Le Lemme2
de [6] permet done encore de conclure que <X(Θ)G = 0l(Θ1)G. L'algebre
0l(Θ\)G est done finie, et comme elle admet un vecteur totalisateur et
separateur, elle est standard ([4], Chap. Ill, § 1, Th. 5) de sorte que
3t{Θ^G est finie. Le projecteur G est done un projecteur fini de M(β^.
Le Lemme 5 permet de conclure comme precedemment que G est egal
a son support central dans St{Θx)\ done G appartient au centre de

Soit maintenant Θ1 un όlement quelconque de Ω. II existe Θ2eΩ
tel que Θ2 > {0x u &). En appliquant successivement les deux resultats
precedents, on en deduit que G e St(0^nSt{0^\ et que 9t{0^)G = 9tψ)G.
La propriete (b) de la Prop. 3 entraine que M(&)G est commutative.

Demonstration de (ii).
L'unicite de G est evidente. Prouvons Γexistence.
Soit G le plus grand projecteur, dans Γintersection des centres des

algebres 0l(Θ\ tel que les $(Θ)G soient commutatives. D'apres le lemme 6,
on a 3t(Θ)G = &(Θί)G pour tous Θ, Θ1 eΩ. Montrons par Γabsurde que
pour tout ΘeΩ l'algebre &l(Θ\_G est proprement infinie. Dans le cas
contraire, il existerait un projecteur non nul G1 ^ 1 — G appartenant au
centre de Stψ) tel que 8t(0)Gl soit finie. D'apres le Lemme 6, pour tout
Θ1 e Ω, G1 appartiendrait au centre de ^{0x\ et ^(^i) G l serait commuta-
tive. Cela contredirait la maximalite de G.

Remarque 3. Conservons les hypotheses de la Prop. 3. Supposons en
outre qu'il existe un vecteur totalisateur et separateur pour toutes les
algebres 0t{Θ\ et que l'algebre de von Neumann engendree par les
0lψ) soit un facteur, ce qui est le cas dans certaines situations interessantes
(cf. [I] Prop. 2, Cor. I et [3], Th. 2.1). Alors d'apres la Prop. 3, ou bien
dim//= 1, ou bien chaque 0l{&) est proprement infinie.

Nous remercions M. Levy-Nahas pour ses suggestions utiles dans la demonstration
de la Prop. 3.

Ajoutέ en epreuves: Pour des raisonnements analogues aceux des lemmes 1-3, voir
H. Choda, An extremal property of the polar decomposition in von Neumann algebras.
Proc. Japan Acad. 46, 341-344 (1970).
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