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Abstract. In this model we study the interaction of an quantized non relativistic electron
with the photon field. We discuss the system for all finite time and we are in the position to
construct explicitly the asymptotic states.

1. Introduction

La catastrophe infrarouge en théorie quantique des champs se
rencontre chaque fois que I'on veut décrire des particules de masse nulle.
En effet apparaissent alors des états contenant un nombre infini de
quanta de si petite énergie que I'énergie totale d’un tel état est cependant
finie.

Les travaux de Bloch et Nordsieck [1] (1937) et Pauli et Fierz [2]
(1938) constituerent un progres essentiel dans la compréhension de ces
questions. Ils montrérent que dans les processus électromagnétiques de
diffusion un nombre infini de photons était ordinairement émis.

En étudiant la diffusion de quanta de masse nulle par une source fixe
Friedrichs [3] donna une analyse théorique de ces phénomeénes. Cette
analyse montre qu'une description correcte de telles situations doit se
faire a 'aide de représentations des relations canoniques de commutation
qui ne sont pas unitairement équivalentes a la représentation de Fock.
Le fait d’utiliser en théorie des perturbations cette représentation non
appropriée conduit aux divergences infrarouges familieres de certaines
intégrales [4].

Le modéle de Pauli et Fierz décrit dans une certaine approximation
I'interaction d’un électron quantique non relativiste et d’'un champ de
photons. Dans ce modéle on verra que 'hamiltonien H est un opérateur
bien défini et qu’il est possible de lui associer un groupe unitaire a un
parameétre qui permet de décrire de fagon non ambigue le développement
des états dans le temps et de construire les états asymptotiques du
systéme. C’est dans la construction de ces états asymptotiques qu'apparai-
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tront des espaces de Hilbert auxquels seront associées des représentations
des relations canoniques de commutation non équivalentes a la repré-
sentation de Fock.

La convergence en représentation d’interaction de ¥ (¢), qui pour tout
¢ fini est un vecteur de I'espace de Fock, vers .o, sera définie a 'aide de

la convergence pour |t| - +oo des valeurs moyennes (¥(t), A ¥(t)) des
opérateurs A d’une certaine algébre.

II. Le modéle de Pauli-Fierz

On considere une particule chargée de masse m, de charge e et de
distribution de charge eg(|€]) ou ¢ est une fonction réelle, sphériquement
symétrique, obéissant a une condition de normalisation

Je(€ha@*é=1, e (RY).

La transformée de Fourier de g, g, est un facteur de forme qui évitera
I'apparition d’une catastrophe ultraviolette.
Cette particule est soumise a 'action d’un potentiel extérieur V(x) et
est couplée avec le champ de rayonnement.
Posant #i=c =1 I'’hamiltonien s’écrit dans I'approximation non
relativiste
H= ﬁ—(p—er)2+ %j: E2 +B*:d*x + V(x)

avec

Ag(x)=J A, (x+&)o(d)d*¢.

A,,(x) est le potentiel vecteur transversal défini par sa décomposition
de Fourier

= (21‘6)3/2
k=k|.

A (x) J—JEVL 22: e (k) {a,(k)e' ™™ + a¥(k)e ' *¥}
tr 2k = N s s

On a adopté la jauge de radiation de telle sorte que seul le potentiel
vecteur est utilisé pour décrire le champ de rayonnement. Les variables
dynamiques du probléme sont x, p, a,(k), a*(k) avec les régles de commu-
tation habituelle:

Lay(k), a3 (k)] = 6,,0(k — k') .

Les deux premieres variables commutent avec les deux autres. L’espace
de Hilbert que I'on considére est le produit tensoriel de I'espace d’im-
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pulsion de I’électron par I'espace de Fock des photons
H=LR)QF.
Du fait de la transversalité on a aussi les proprietés suivantes

(k, e,(k)) =0
(es(k)7 es’(k)) = 5ss

On se propose de traiter ce modéle dans 'approximation dipolaire c’est
a dire de remplacer A, (x) par 4,(0). Ceci revient a négliger la conserva-
tion de I'impulsion. D’autre part on ne tient pas compte non plus du
terme en A2. La justification de ces approximations est discutée dans [2].
On considére donc I'hamiltonien suivant:

2

Z jd%ka*(k (k) + V(x)

2 d*k
) j 2k (k) (p, e,(k)) [as(k) + aF (k)] ,

(k) =Jo(@)e*9d*,  00)=1, e R).

On définit H' par
H=H'+H»+V+H=H+V

avec

2
Hg» =} [ d*kkat(k)ay(k),

s=1

2 &k
Hi=—-—3 J 727 90 (0 () Lo (k) + a ).

Notre but est de définir les états asymptotiques du systéme associé a cet
hamiltonien.

Nous P'atteindrons en deux temps:

1. discussion du systéme associé & H' = H§'+ HE™ + H, et étude de
son comportement asymptotique pour |t|— co.

2. Propriétés du systeme associ¢é a H=H'+ Vet démonstration de

I'existence des limites fortes suivantes sur J#:
Q* =s5— lim Hle "
t— oo
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III. Le systéme «librew H'=H;' + H,+ H,
A peut s’écrire A = f 7 (p)d*p. Ceci revient a dire que les vecteurs

® e A sont définis comme des fonctions p — @(p) a valeurs dans #. Ces
fonctions sont faiblement mesurables et de carré intégrable. On entend
par 1a que:
1) La fonction (®(p), ¥) dépend mesurablement de pV ¥ € #,
2) le champ de vecteurs @(p) est de carré intégrable:
Jlep)*d®p<oo.

Du fait de 'approximation dipolaire p est une intégrale du mouvement

[p,H] =0 et e "#'* est une fonction p->e "#'(p) 2 valeur opérateur

dans . On verra que pour tout ¢ fini c’est un opérateur unitaire dans .
Ecrivons formellement en représentation d’interaction

ray i
—iH’t(p) — e~iH0 yte 2m U(p, l')

U(p, t) verifiant I’équation

0
i U0 =HOUPY.
U(p,0) =1
avec
Hy(0) = e e 1157

3
H(t)= - — Z f d_k 3(k) (p, e, (k) [ay(k)e ™ + a¥*(k)e'™ ] .

On peut intégrer 'Eq.(1) car le commutateur [H,(t), H;(t')] est un
nombre sur . (Méthode de Magnus [5].) En effet rappelons que si

[4,[4,B]]=[B,[4,B]]=0,
on a l'identité
eA+B _ pA By—114,B]

or

2 k1? .

[H/(t), H({t)] = — — e I; a3k Lo(k)] sink(t —t').
3 m k

On a alors: )

~if Hr ()= 3 far far'tHr (), Hr @)

U(p9 t) =¢e
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or
t t

LB PO [P ie*p*t [ &*(k) sinkt |
—Ejdtjdt[H,(t),H,(t)]—— T J | L |k

0 0

On trouve ainsi
_pt_

e~ iH(p) = o~ iHEY 1, T Im@) p-ita, AW

m(t) et A(t) étant respectivement définis par

_efz_ Pk [o(k)1? (— sinkt ,
m k2 kt
o
).

Pour tout ¢ fini A(t) est un opérateur bien défini de 'espace de Fock, on a
en effet vt} < oo

|
@) = m

2b) A() = @)

2
3
2 —_—
% Z s(k) [a,(k)u(k, 1) + aX(k)u(k, 1)],

Royulk, t) =i(e ™ —1

a(k)

k)/2k

ulk, tye L*(R%).

Definissons N(t) par

wio= 2y [ o B o,

2k3

N%(t) = sin? 2 <00.

m? k

8re” J g [

]

Il en résulte que e "#'* est lui aussi bien défini. C’est un groupe unitaire
continu & un parameétre. H' est défini comme le générateur infinitésimal
de ce groupe, est self adjoint et coincide avec I'expression formelle de H’
pour un ensemble d’états denses dans I'espace de Hilbert 5# (cfIV b)

pour une définition précise de ces états).

Catastrophe infrarouge

Pour ¢ fini la catastrophe infrarouge ne se manifeste pas. Tout se
passe comme si les photons n’avaient pas une masse nulle. C’est pour
t— +oo que la catastrophe infrarouge apparait. Quand |t|—>c0 m(f)
converge vers la masse renormalisée m(oo) mais N2(t) diverge loga-
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rithmiquement
N2(t) ~ Loglt| .

En effet considérons I'expression (3)

) 1
52 ~2 ~2
gik) . okt a*(k)—¢*(0) .,
Jdk I sin > = dk——k (1 —coskt)
0 0
2 coskt (k) i 2.’2
+Q(0)Jdk— J St =
1

La premicre et la troisi¢éme intégrale du second membre convergent vers
des quantités finies quand ¢ — +o00. Quant a la seconde posant kt = x elle
s’écrit compte tenu des propriétés du cosinus intégral:

o0

t
d
éZ(O)J—%(l—cosx)zgz(O) e+logt+ jc—ojidx ,
0 t

¢ étant la constante d’Euler.

On se propose maintenant de discuter les propriétés asymptotiques
dy systéme associ¢ a H' pour t— +o0. On remarque tout d’abord que
quand t— +o0

. Pt
_l—2m(t) 2m( )_1p211+o(|t|)
e =e

00

. 4re? [ sina 2n*e?

A= —— do = — 3

m o m

0

D’autre part on s’attend a ce que e 4™ converge «dans un certain
sens» vers e {P4(®) 4(0) sobtenant A partir de A(f) en remplagant
u(k,t) =i(e”'** —1) par —i. Dans une théorie de la diffusion simple on
trouverait alors que

iy
Q+* = lime (2"‘(00) )te‘”"‘
t—=>too
£ip?h,—ilp, A(0)

— et

La situation est ici plus compliquée.
Afin de simplifier les notations posons
U(f) = e~ ta+a"l

a(f)=J &’k f(k)a(k) ~ feL*(R%).



162 Ph. Blanchard:

(Dans tout ce qui suit on ne tient plus compte de la polarisation.) Les
propriétés essentielles de U( f) peuvent se résumer dans le lemme ci-apres:

Lemme. a) Pour f € L*(R?), U(f) est unitaire et fortement continu par
rapport a f.

b) Si | fll, =0, U(f) tend faiblement vers zéro sur F.

¢) Soit L*(R%) = N, @ N, (N, = Ni). On a alors F(L,(R%) = Z(N,)
® F (N,), # (H) étant I'espace de Fock construit sur H.

U(f)=U(f®U(f2).
fi étant la projection de f sur N;, i=1,2.

Démonstration. a) Soit %, le sous ensemble de l'espace de Fock
constitué par les vecteurs qui n’ont qu’un nombre fini de composantes
différentes de zéro. %, est dense dans . De plus les vecteurs de %, sont
des vecteurs analytiques [16] de a(f) + a*(f). Comme U(f) est unitaire
et que (pour des fonctions f réelles)

Ulf +/=uu(sf)

il est suffisant de prouver la continuité a Porigine. V& € %, on a

la(f)+a* (N @llz < 11 I/ (IN+1D) ... (N + k)P

ou N est 'opérateur nombre de particules.
I1 est alors clair que

e —-U()el =C@) [l

C(9) étant une constante. Cette derniere inégalité entraine la pro-
priété de continuité annoncée.
b) 1l est facile de voir que sur %, on a pour g;, h; € [*(IR?)

<H a*g)2 U T[] a*(h,-)Q>i

i=1
<const.e FMIS(L 4 || £V M.

Il en résulte bien que U(f) tend faiblement vers zéro quand | f||, = oo,
c) est une conséquence immédiate des relations canoniques de
commutation.
Or ¢~ /P40 st un opérateur de ce type. Posons

e TP A®) — U(f),
Sl = gl (e~ 1)

k32g(k)e #(R3).

avec
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On a vu que f, € L*(IR3) pour tout ¢ fini; g(k) est une fonction de L!(IR3)
qui n’est pas de carré intégrable. On sait aussi que || f;||, »o0 quand
[t} =00 ce qui a pour conséquence d’apres le lemme b) que

w— lim e P40 =0 sur Z.

[t} =

Néanmoins nous allons définir une limite unitaire de U( f,) pour ¢t — +c0.
Pour ce faire nous allons utiliser la théorie des produits tensoriels infinis
d’espaces de Hilbert de von Neumann [8, 9]. Dans ce but nous décom-
posons L?(IR%) de la fagon suivante

") LPR)= O
v=1

de telle sorte que f;”ait une limite [ dans #,

B =120

quand |t] — co dans chaque &, f’étant la projection de f, sur J#,. L’espace
de Fock s’écrit alors

©
2,
F = QM.
v=1

C’est le produit incomplet (IDPS dans la terminologie de von Neumann)
associ¢ a la classe d’équivalence du vide {Q,}, Q, étant le vide de I'espace
de Fock &, construit sur 7.

Compte tenu de cette décomposition de L2(IR®) U( f,) s’écrit

o0
U(f)= @ UL
v=1
0
Pour tout temps ¢ fini c’est un opérateur unitaire dans I'espace ® Z,.

v=1
De pluslesousespace & estinvariant pour U(f,). Le fait que || f; — /|| ,—0
quand |t| » o0 a pour conséquence d’apres le lemme a) que

s lim U()=U()  sur #,.
Ceci nous conduit a définir
U(w) = ltlli_r>na0 U(f)= é()l U(f).
Cest un opérateur unitaire sur I'espace produit complet éﬁv Cet
opérateur ne laisse plus le sous espace & invariant mais l’azrz)llalique au
contraire sur un autre IDPS s#(p)

ff(p) — ®{U(fv)9v)g7v.
v=1

12 Commun math. Phys., Vol 15
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Néaumoins la convergence de U(f,) vers U(co) peut s’exprimer a I'aide
de la convergence des valeurs moyennes (U(f,)¥, BU(f,)¥) des opéra-
teurs d’'une certaine algébre.

N N
Soit By e 3(@ %), 3(@ 9‘@) étant la C*-algebre des opérateurs
N

v=1 v=1

linéaires continus dans (X) #,. L’opérateur
v=1

B'=By®ly, Qly;,® - =By®1

e}

est un opérateur borné sur (X) %, qui laisse invariant chaque IDPS.
“ v=1
Soient B et B les restrictions de B’ a & et #(p). On a alors

w lim U(f)™ BU(f) = U(e0) ™ BU(e0).

Démonstration. 11 suffit de considérer les vecteurs —C, tels que
1P, =1Vv. On a alors

CU(f)¥, BU(f)¥>
N ©
= [[ <KUY, BUUNE) [T KUUDY, UMDY
v=1

v=N+1
N
= [ <UD ¥, BLUN Y,
v=1

le second facteur étant egal a 1 et il résulte clairement des propriétés de
U(f;) que la limite pour |t| — oo de telles expressions existe ce qui entraine
la propriété annoncée. Il est aussi évident que 'adhérence normique de
'algebre des opérateurs du type B’ posséde aussi cette propriété.

Encequiconcernelareqrésentationdes relations canoniquesde commu-
tation la situation se présente de la maniére suivante: supposons de plus
que les #, sont invariants par rapport a la conjugaison complexe dans
[*(IR%). A chaque %, est associée une représentation de Fock des opéra-
teurs de Weyl [11]

U(h,) = ellatmra il
V(h,) = elat—a* (I
heH. h=h,,
Uh,+g,)=Uh)U(g,),
Vih+9)=V(h) V@),
U(h,) V(g,) = e 2® V(g U(h,).
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La représentation produit

Ut = R Ulhy).

he (R, h=h

0
est définie sur (X) #,. On sait qu'elle laisse # invariant et que sa restric-
v=1
tion & # est encore une représentation de Fock. Il est facile de voir que
A (p) sera lui aussi laissé invariant si et seulement si

©  Xlfh)i<oo.

Soient encore U(h) et U (h) les restrictions de U'(h) a & et S (p).
Drapreés un theoréme de Klauder Mac Kenna et Woods [10, 11] on sait
que la représentation U( f) V( f) est irréductible et équivalente a la
représentation de Fock U(f) V(f) si et seulement si les vecteurs —Cy{Q,}
et {U(f")Q,} sont faiblement équivalents c’est a dire si

YN, U(E)Q,) 1] <.

Indiquons maintenant comment la décomposition (A) se laisse réaliser de
maniere concréte et ceci de fagon a ce que les conditions (B), (C) soient
satisfaites

a) on peut introduire une base orthonormale dans L*(IR%) (fonctions
d’Hermite par exemple). #, est alors de dimension 1 et la condition (B)
s’exprime par une condition de régularité au voisinage de k=0. Plus
précisément il faut que

J ‘i(Tlfz)‘ u,(k)d*k <o

les u,(k) étant les vecteurs de base. La condition (C) sera surement
vérifiée si les vecteurs de base sont pris dans .#(IR%);
b) on peut aussi envisager un recouvrement de IR

les C, étant des compacts disjoints tels que tout compact de IR* soit
contenu dans une réunion finie des C,.

12%
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Utilisant le lemme de Riemann-Lebesque il est alors facile de voir
que dans I'espace de configuration

If:=9g"ll,—0

ou g" est la restriction au compact C, de la transformée de Fourier de
d(k)/k>?. Les observables B a I'aide desquelles on définit la convergence
de U(f,) vers U(oo) sont dans ce cas les observables locales.

U(oo)™! applique #(p) sur #. Cest aussi un isomorphisme des
algébres d’opérateurs associées a # et #(p). On a une représentation

a(h) = a(h)—i(g, h)

des relations canoniques de commutation.
Dans ce formalisme on peut aussi aisément discuter I'existence de
la limite faible d’expressions du type

U(f)"'BU(f)

pour certaines classes d’opérateurs non bornés B. On peut par exemple
s’intéresser aux opérateurs définis par

fr(k)a*(k)a(k)d’k .

On s’apergoit qu'on peut donner un sens a cette limite pour 'opérateur
énergie, pour l'opérateur impulsion. Par contre comme on doit s’y
attendre, elle n’a pas de sens pour l'opérateur nombre de photons.
Un calcul trés simple montre en effet que, pour que ces limites faibles
existent sur un ensemble dense de vecteurs, il suffit que la fonction r(k)
soit telle que rg € I*(IR%) et que rg*e L' (R).

On a vu aussi que #(p);,, = #(p)ow = H (p) et I'espace de Hilbert
des états sortants #°°* est I'intégrale hilbertienne des 5#(p)

H*=| A (pdp.
)

L’espace #* dépend du choix de I'espace des champs de vecteurs

mesurables [17]. Cet espace des champs de vecteurs mesurables se déduit

de celui indiqué dans la définition de # = [ Z (p)d’p (cf. I1I) a I'aide de
®

la transformation U(p, o) telle que #(p)= U(p,0)%. L'application
U(p,o0) qui au champ de vecteurs ®(p)e F de carré intégrable fait
correspondre le champ de vecteurs U(p, o) ®(p) de #(p) est un iso-
morphisme de # sur #*. De plus R® étant a base dénombrable, #<
est & base dénombrable [12]. Il est aussi facile de voir que 5 (p,) ~ A (p,)
si et seulement si p; = p, (F = #(0)). A chaque S (p) est donc associée
une représentation des relations canoniques de commutation non équi-
valente a la représentation de Fock.
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IV. Le systéme «total»
Si on suppose V(x) borné
[V(x)) <A <o

alors H = H' + V est self adjoint. Nous allons voir que H est un opérateur
self adjoint pour une classe beaucoup plus large de potentiels.

a) Quelques propriétés de H' et de H
Dans tout ce qui suit I'indice ¢ signifiera que 'on a remplagé g(k) par
. o(k) |kl>e>0
0:(k) = { :

ailleurs

Du fait que N,(c0) < oo I'opérateur e 7-4:(=) est un opérateur unitaire
dans &. De plus on a I'équivalence unitaire suivante:

2

p
H ~ H 4 —— 4
FE Tt () @

En effet il est facile de verifier que
. p? .
eng<2m +H6ay+HI,8>€‘lBE= +H(r)a)’_
B, étant défini par

5 - m SZ J\ kl/‘“ Qe(k ps )) (as(k)_ a;k(k)) .

Drautre part a I'aide de la représentation explicite de e~ "#"*(p) on peut
montrer que pour p fixe et pour un ensemble dense de @ on a la relation
suivante

le "= (p) @ — e (p) D] < C(D, &) (1 + )V, s

N(@)<ow, C(?,¢)»0 quand &—-0. )

Considérons alors la représentation spectrale de 'opérateur self adjoint
H'(p) = [ AdE(A)

et soit maintenant une fonction f e C%(R%). Considérons

E(f)=1/A)
E(f)=fdt€"'”"(p)f(t), fes®).
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E(f)estuneintégrale de Riemann forte. De (5) résulte que sur tout I'espace
de Fock

E(f)=s—lmE,(f) VfeCy®). (6)

2

_r
2m,(0)

L’équivalence unitaire entre H, et Hi* + a pour conséquence

puisque H{* =0 que:
2

E(f)=0 si suppfm[%, +oo> =0.

La propriété (6) entraine que

2
E(f)=0 si suppfm[—p—), +oo>=@.

2m(co
C’est a dire que

H'(p) 2 (7)

2m(o0)
Le membre de droite de cette inégalité est un nombre — ¢ sur 'espace de
Fock. Il en résulte que sur # = | Z (p)d’p
®
D(p>)>D(H').
D(A) étant le domaine de définition de 'opérateur A et V¥ € D(H') on a
Ip* Pl = 2m(o0) |H' |- (8)

Soit alors V un potentiel de Kato V(-)e L*(R?) + [*(IR?) c’est a dire un
potentiel tel que Vo> 03 < +co de sorte que

IVull < o p*ull + B lul
Yue D(p?) dans L*(R%).
Mais d’apres (8) on a sur # I'inégalité suivante

V¥ = 2am(o0) [H'P|| + ¥

et comme 2am(o0) peut étre rendu arbitrairement petit H = H' + V est
self adjoint sur D(H) = D(H') et est borné inférieurement [13]. De plus
I'’équivalence unitaire (4) permet de conclure que H; a un spectre pure-
ment continu. La propriété (6) a pour conséquence immédiate que le
spectre de H' est lui aussi purement continu [14].

b) Etats asymptotiques du systéme H

Soit Q(f) = e''e """ Afin de montrer que I'évolution réelle du
systeme donnée par 'hamiltonien H tend asymptotiquement vers celle
donnée par H' nous allons montrer que I'opérateur de Moller Q(z)
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admet des limites fortes quand |t| > 0. Une condition suffisante pour
I'existence des limites fortes Q* est assurée par le fait que (pour Q* par
exemple)

+o
[ Ve ¥ di < oo

to

pour un ensemble d’états denses dans . Considérons par exemple les
¢tats ¥ (p)@ de # definis par:

—¥(:)e C5(R?),  O¢supp¥(:),
—deFy= ) PyF
N=0

ou Py est le projecteur qui annule les composantes d’indice plus grand
que N.
If faut estimer la décroissance dans le temps de la norme du vecteur

(Ve )y (py=§d>p V(p—pe T (p)¥(p)d

pour |t|— o0, V étant la transformée de Fourier du potentiel ¥ Le facteur
e 'Hy™'commutant avec V ne contribue pas a la norme. 1l reste donc
a estimer

1p’2t

[dpe 2OV(p—p)¥(p)e 0400

Envisageons d’abord le cas ou t est positif. Pour estimer la décroissance
de la norme du vecteur ci dessus on va utiliser la relation suivante:
Soit fe CZ(IR?) on a alors:

jda”"_L2~f'(P>=4ﬂi SR04 ) 0)
k=1
—igmed [ gop POV 0V gy

ou F,(r) est I'intégrale multiple de Fresnel

©)

Fry={[dr [ dr,.. f dr,e *m

avece
Fy(] < ¢, (1+7) 7"

La relation (9) se démontre en intégrant par parties en utilisant le théo-
réme de Green.

Dans le cas qui nous intéresse la contribution des termes tout intégrés
est nulle du fait que I'origine 0 ¢ supp ¥(-). Ce que l'on utilise par contre
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est une estimation en ¢ de la norme suivante

e A

“5pﬁﬁpf0p %
k=k +k,+ks, kel,.

Du fait que [4;(t), A(t)] =0 on a
fear

apy'opsopy
Pour majorer cette expression on peut utiliser 'inégalité suivante [15]

405 S 2N (v+ 1) || 2] 5.

e 1 PADDI = | AT (1) A, (0)2 A3 (0 D

F

N(t) étant défini par (2) et v étant tel que @™ = 0 pour n>v. On a donc

(4;()@)" =0 pour n>v+1
et
14, (0 A, (02 A3 (0 @l S 2NOF (v + k)2 @] 5 .

Utilisant les relations (2) et (9) on conclut que
Ve I W) < At~ N+ D (log)V. (10)

A étant une constante et N étant lié¢ a la fagon dont le potentiel décroit
a linfini. N est tel que

[dx|xPM|V(x))? <o pour n=0,1...N

Pour que la limite Q* existe il suffit que N = 1. En effet pour N =1,2 ...
le membre de droite de I'inégalité est une fonction intégrable de t sur
Pintervalle [t,, +o0) et il en résulte que Q(t) tend fortement vers Q7.
La méme démonstration peut se faire quand t — —co0. La majoration (10)
montre que pour des forces a courte portée la convergence de Q(t) vers
Q* peut étre plus rapide que n’importe quelle puissance de 1/[t| sur les
états que nous avons défini plus haut et qui forment un ensemble dense
dans 7.

V. Conclusion

On a vu que U(p,t) tendait faiblement vers un opérateur U(p, o)
qui permute les classes d’equivalence. En particulier U(p, o) applique
Iespace de Fock Z sur un espace de Hilbert 5 (p) auquel est associée
une représentation irréductible des relations canoniques de commuta-
tion non équivalente a celle de Fock

A (p) = U(p, 0)7.
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U(p, o) s’interpréte physiquement comme l'opérateur qui associe a
I'électron d’impulsion p son nuage formé d’un nombre infini de photons
mous. On a défini #°* par

H = [ d>pAH(p)
@

l'isomorphisme entre 5 et #** est donné par I'application définie par

U(0) = £d3p U(p, )

avec

La théorie se laisse entierement reformuler dans I'espace de Hilbert
A 11 suffit de réinterpreter tout ce qui a €t€ fait dans #. Au vecteur
@(p) € 7 (p) correspond le vecteur @(p) e #(p)

é(p) = U(p, 0) @(p)
a l'opérateur A dans # correspond I'opérateur A dans #°*
A=U(0)AU(0)".

Tout ce qui a été démontré sur # s’étend évidemment a #°*. En parti-
culier les opérateurs

22
~ p -~
(. +Hray’
2m(o0) 0
AH=H+V

sont self adjoints sur #°* puisque les opérateurs H' et H (pour des V
convenables) le sont sur #. De plus 'opérateur de Méller

Q(t) - eiﬂte—ifi’t

tend fortement vers Q* quand t— +o0.

Ainsi dans #°* le probleme de la diffusion est bien défini et les
divergences infrarouges sont eliminées. La matrice S peut se définir
dans s°* par I'expression usuelle

A -

S=0" O+*.

C’est un plaisir pour moi de dire toute la reconnaissance que j'ai aux Professeurs
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qui a lu mon manuscrit.
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