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Abstract. The principal purpose of this paper is to show that the normals to
the hypersurfaces in space-time which represent the shock waves of relativistic
magnetohydrodynamics are spacelike when the caloric equation of state of the
medium satisfies the conditions of compressibility previously given in references [5]
and [6]. Thus, the velocities of these waves are less than the local velocity of light
and the theory is consistent with the postulates of a relativistic theory. A theorem
previously given in reference [5] concerning the stability of Alfven shock waves,
is corrected in this paper.

Introduction

Dans des travaux anterieurs ([5, 6]), nous avons etudie les ondes
de choc de la magnetohydrodynamique relativiste en les supposant
orientees dans le temps, done de vitesse admissible an point de vue re-
lativiste. Le but principal de cet article est d'abord d'etablir que, sous
les hypotheses de compressibilite introduces anterieurement (voir section II),
les ondes de choc sont necessairement orientees dans le temps, mais aussi
de placer les vitesses de ces ondes de choc par rapport aux vitesses
magnetosoniques et aux vitesses d' Alfven. L'interet et le caractere
rigoureux des hypotheses relativistes de compressibilite se trouvent
ainsi mis en pleine lumiere.

L'un des theoremes enonces dans [5] (p. 51) et concernant les chocs
d'Alfven est erronne. Le resultat indique est physiquement correct si
Γon tient compte de la stabilite des ondes de choc relativement aux
ondes infinitesimales d'Alfven. Les §11 et 18, 19 rectifient le point de
vue et les demonstrations.

Ce memoire est redige de fa9on a se suffire a lui-meme, a quelques
calculs numeriques pres qui figurent dans [5] et [7]. II est divise en
six sections: I. Tenseurs- distributions et discontinuites, II. Hypotheses
de compressibilite en hydrodynamique relativiste, III. Equations de la
magnetohydrodynamique, IV. Ondes de choc en magnetohydrodynami-
que, V. Fonction dΉugoniot et orientation des ondes de choc, VI.
Thermodj^namique des chocs et vitesses des ondes de choc.
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I. Tenseurs-distributions et discontinuites

1. Tenseurs-distributions sur une variete riemanienne1

a) Soit Vn+l une variete differentiable orientee de dimension n + 1
et classe Ch + l(h^ 0); nous disposons sur Vn+1 d'une metrique rie-
manienne ds2 de signature arbitraire et classe Ck (0 ̂  k ̂  h). Localement :

ds2 = gxβ dx« dx? (α, β = 0, 1, . . . , n) .

Si T et U sont deux p-tenseurs, nous notons (T, U)x le produit sealaire
de T et U au point x de Vn+1. Soit &p(Vn+l) Γespaee des ^-tenseurs
a support compact de classe Oh sur Vn+l. Si T est un ^-tenseur localement
sommable arbitraire, nous pouvons poser pour U ζ^p(Vn+l)

(T,ϋ} = f(T,ϋ),η(x) (1.1)
-\7y n + i

oύ η est Γ element de volume riemannien de la variete.
Un p-tenseur -distribution T de Vn+1 est une forme lineaire continue,

a valeurs scalaires, sur Γespace &p(Vn+1). Continu est ici entendu au sens
usuel en theorie des distributions. Si U ζ &p(Vn+1), (T, C7) est la valeur
pour U du tenseur-distribution T.

Un p-tenseur localement sommable T de Vn+l peut etre identifie avec
un tenseur-distribution au moyen de la formule (1.1). Ce tenseur- distri-
bution est note TD, ou quelquefois T, par abus de notation, quand
aucune confusion n'est possible.

b) Nous supposons maintenant h, k ̂  1.
Si V est Γoperateur de derivation covariante dans la connexion

riemannienne, δ Γoperateur de coderivation sur les (p -f l)-tenseur, defini
localement sur un domaine de coordonnees par

^•u^.^^-v^^.^la derivee covariante V T d'un p-tenseur distribution T est definie naturel-
lement comme le (p + l)-tenseur distribution satisfaisant la relation

j ) . (1.2)
Tl est aise de voir que toutes les proprietes classiques de la derivee co-
variante dans une connexion riemannienne, ainsi que les formules cor-
respondantes, deneurent valables pour les tenseurs- distributions.

c) Nous consider ons maintenant exclusivement un domaine Ω de
Vn+v Soit Σ une hypersurface reguliere definie par Γequation locale
φ = 0 (φ de classe (72) qui partage Ω en deux domaines ΩQ et Ωl cor-
respondant respectivement a 9 9 < 0 e t φ > 0. Nous notons par I φ 0 le
gradient de φ.

Considerons la classe des w-formes ω verifiant la relation:

η — dφ Λ co = I Λ co .
1 Voir par exemple LICHISΓEROWICZ [4],
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Si ω et ω' sont deux formes de cette classe, il existe une (n — l)-forme
μ telle que ω' = ω -f dφ Λ μ. Soit dΩ0 et dΩ± les bords orientes sur Σ
de ΩQ et Ωl(dΩ0 = — dΩ^. D'apres la remarque precedente, Γintegrale

a une valeur bien determinee independante du choix de ω dans la classe
envisagee. Nous pouvons ainsi definir un scalaire distribution Sφ (ou plus
brievement §) par la relation :

<£/>= / / ω = - / / ω , (/^°(β)) (1.3)

δφ est la mesure de Dirac relative a φ\ son support est porte par Σ.

2. Tenseurs -discontinuites a la traversee d'une hypersurface

a) Considerons un p-tenseur T sur Ω satisfaisant les hypotheses
suivantes :

A jJ Sur chacun des domaines Ω0 et ΩI} le tenseur T est un tenseur
ordinaire de classe C1.

A2) Quand φ tend vers zero par valeurs negatives (resp. positives), T et
V T convergent uniformement vers des fonctions a valeurs tensorielles
definies sur Σ et notees T0, (V T)0 (resp. Tl9 (VT)3).

Nous introduisons les tenseurs-discontinuites sur Σ:

[T] =T1-T0, [VΓ] = (VT), - (VΓ)β

Si TD est le tenseur-distribution defini par le tenseur T, le tenseur-
distribution VTD, dervee au sens des distributions de TD est donne par
la formule [7]

VTD = lδ[T]+ (VT)D . (2.1)

Dans cette formule, le terme (VT)D est le tenseur-distribution defini par
le tenseur ordinaire localement sommable VT, derivee covariante usuelle
du tenseur T. Le terme lδ[T] est appele la 0-couche tensorielle cor-
respondant au tenseur-discontinuite [T] sur Σ.

En etudiant la derivee du tenseur-distribution δ[T] de Ω ([7]), on
voit qu'il existe un ^p-tenseur distribution, note δ T, tel que Γon ait:

δ[VT] = V ( δ [ T ] ) + lδT (2.2)
δ T a pour support Σ.

c) Nous considerons maintenant des tenseurs satisfaisant toujours
aux hypotheses A^ A2 mais qui sont supposes continus sur Ω. Ces ten-
seurs definissent d'une maniere naturelle une algebre j/ de tenseurs.
La formule (2.2) devient alors:

6[VxT]^lx δT. (2.3)
Considerons Γ application :

δ: T ζ^->δT
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oύ δT est un tenseur-distribution a support sur Σ. On deduit de (2.3)
que Γapplication δ est une derivation: si a et b sont deux reels et si
T9 U ζ <$$ sont deux £>-tenseurs, il resulte de (2.3) :

δ(aT + bU) = aδT + bδU .

Si T, U ζ j/ sont respectivement un p-tenseur et un g-tenseur, on α :

17) = ό? 7® Z7 + T® (5C7

(3 T est appele la discontinuity infinitesimale de T et d Γoperateur de dis-
continuite infinitesimale.

II. Hypotheses de compressibilite en hydrodynamique relatiyiste

3. Fluide par fait thermodynamique relativiste

a) Soit F4 un espace-temps muni d'une metrique hyperbolique ds2,
de signature H ---- , satisfaisant aux hypotheses de differentiabilite
de I. Dans F4 un fluide parfait est decrit par un tenseur d'energie

T§=(Q + P)Wβ-P0.β, («, j8 = 0, 1, 2, 3) (3.1)

oύ ρ est la densite propre d'energie du fluide, p la pression, uκ le veeteur-
vitesse unitaire du fluide oriente vers le futur, gκβ le tenseur metrique.
La densite d'energie ρ se compose de la densite propre de matiere et de
la densite d'energie interne du fluide. En accord avec TAUB [8], nous
posons

ρ = c'r (l + •£•) (r, ε > 0) .

oύ r est la densite propre de matiere et ε Γenergie interne specifique du
fluide. Par definition la densite de matiere r est conservative au cours
du mouvement (conservation du nombre de particles). Si V est Γoperateur
de derivation covariante, r est supposee satisfaire

Vβ(r««) = 0 . (3.2)

Dans (3.1) apparait le scalaire:

Nous posons :

oύ V est le volume specifique et i Γenthalpie specifique. A cette enthalpie,
il est preferable, dans le cadre relativiste, de substituer ce que j'ai appele
Γindice du fluide
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qui se reduit a Γunite a Γ approximation classique. Le tenseur d'energie
(3.1) s'ecrit alors:

T§ = c*rfuκuβ - pgxβ . (3.3)

b) La temperature propre Θ du fluide et son entropie specifique S
peuvent etre definies comme en hydrodynamique classique, par la relation
differentielle

ΘdS = dε + pd V = di - Vdp = c*df - Vdp (Θ > 0) .

On en deduit :
c*df = Vdp + ΘdS . (3.4)

La variable thermodynamique r = / V joue dans le cadre relativiste un
role important et se substitue le plus sou vent au volume specifique clas-
sique. II est commode d'adopter p et 8 comme variables therm odynami-
ques de base. Nous considerons τ — τ ( p , S) comme une fonctίon donnee
definissant, pour le fluide, une equation d'etat.

c) Le systeme differentiel fundamental de Γ hydrodynamique est fourni
par les relations de conservation :

-0. (3.5)

On verifie immediatement qu'elles entraϊnent :

u«dκS = Q (3.6)

et fournissent le systeme differentiel aux lignes de courant:

c*rfu«VκuP - (gx? - uxu?) dκp = 0 . (3.7)

Inversement (3.2), (3.6), (3.7) forment un systeme equivalent a (3.5).

4. Vitesse d'une hypersurface par rapport au fluide et ondes soniques

a) Soit Σ une hypersurface reguliere de F4 d'equation locale φ = 0
(avec I = dφ). La vitesse VΣ de Γhypersurface Σ par rapport au fluide
est donnee par la formule

(vΣγ __ Σ (u*ιΛγ ___
2 y avec y - α _

On voit que, quel que soit I, yΣ est positif et que Γon a :

l«la > 0 ̂  yΣ > 1 l*la - 0 <=> yΣ = 1 l«lκ < 0 <^ yΣ < 1 .

b) Dans un domaine Ω ou les variables thermodynamiques p, S et le
vecteur '-vitesse uβ sont continus, supposons que les hypotheses A19 A2 soient
satisfaites par p} 8, uβ relativement a une hypersurface 27, les derivees
premieres etant discontinues.
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D'apres (2.3) il existe des distributions a support sur Σ notees δp,
δS, δuβ telles que:

ou 5 est relative a φ. L' etude des conditions pour que Γune au moins
des distributions δp, δS, δuβ ne soit pas nulle conduit aux deux cas
a' hyper sur faces caracteristiques du systeme differentiel (3.5) (voir [6]).

1°) Des hypersurfaces engendrees par des lignes de courant, verifiant

u«lκ = 0 .

Ce sont les ondes de matiere (ou d'entropie). Leur vitesse par rapport au
fluide est nulle.

2°) Des hypersurfaces verifiant Γequation:

(q"t - u«u?) ljβ + γ(u«lΛ)* = 0 (4.3)

oil γ est donnee a partir de Γequation d'etat par la relation :

c2τ;=- F 2 ( y - l ) . (4.4)

Ce sont les ondes soniques. Si v est la vitesse des ondes soniques par
rapport au fluide , on deduit de (4.3)

|- = y(=^). (4.5)

Nous postulons dans la suite que v < c (ou γ > 1), ce qui revient d'apres
le a a postuler que les ondes soniques sont orientees dans le temps. Pour
que v soit < c, il faut et il suffit, d'apres (4.4), que τ'p soit < 0.

J. Hypotheses de compressibilite

a) On a ete conduit (voir [5], [3]) a adopter pour les fluides parfaits
relativistes les hypotheses de compressibilite suivantes portant sur la fonc-
tion r (p, S)

τ'p < 0 , τ's > 0 (Hi)

et la condition de convexite
V > 0 . (Ha)

Nous avons vu que Γinegalite τ^ < 0 exprime que la vitesse sonique v
du fluide est inferieure a c (ou que les ondes soniques sont orientees dans
le temps). Les hypotheses de compressibilite (Hj), (H2) se reduisent a
Γ approximation classique aux hypotheses usuelles, dites de HERMAN
WEYL, concernant la fonction V ( p , S ) . Ces hypotheses sont satisfaites
par les gaz polytropiques relativistes [5] des hypotheses semblables ont
ete etudiees par ISRAEL [3].

b) En inversant la fonction τ = τ ( p , S ) , on obtient une fonction
S = 8 (p, τ) exprimant Γentropie en fonction des variables p et r. On
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a identiquement en p et 8 :

(p,S}. (5.1)

Nous nous proposons de traduire les hypotheses de compressibilite f aites
en termes de la fonction S(p, τ). Par derivation de (5.1) par rapport a
S a p constant, il vient :

Stfs = 1
On en deduit:

S'r = ̂  . (5.2)τs

De rnerne, par derivation de (5.1) par rapport a p, a 8 constant, on a:

Si + S'ττ'v = 0 . (5.3)
II en resulte

8', = - f (5.4)

Les hypotheses de compressibilite (Hj) se traduisent done par les
inegalites :

S'v > 0 , S'τ > 0 . (5.5)

c) En derivant (5.3) par rapport a p, a 8 constant, il vient:

S£ + 2S;'τ t'v + SZtttf + S'ττ'v'* = 0 .
On en deduit :

(s'τγ τ1;, = - {&•;, (s'j* - 2 s s; s'T + s$ (s;^ . (5.6)
Sous Γhypothese τ's > 0, Γhypothese (H2) se traduit done par Γinegalite :

Sf

p'*(S'τ)* - 2 S'p'τS;S'τ + S'τ((S^ 2< 0 .

III. Les equations de la magnetohydrodynamique

6. Le tenseur d'energie de la magnetohydrodynamίque relativists

a) Supposons le fluide envisage soumis a un champ electromagnetique
decrit par deux tenseurs dont Γun H est le tenseur champ electrique-
induction magnetique. Si * est Γoperateur d'adjonction sur les tenseurs
antisymetriques, les vecteurs orthogonaux a u, done spatiaux,

eβ=u«H(xβ, bβ = u«(*H)xβ

sont respectivement le vecteur champ electrique et le vecteur induction
magnetique relatifs a la direction temporelle u. Soit μ, constants donnee,
la permeabilite magnetique du fluide. Le vecteur champ magnetique h est
suppose relie a Γinduction magnetique b par la relation bβ = μhβ.

Le courant electrique J est sensiblement la somme de deux termes

Jβ = vu

β + σeβ

oύ v est la densite propre de charge electrique et a la conductivity du fluide.
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b) La magnetohydrodynamique est ici Γetude des proprietes d'un
fluide relativists de conductivity infinie J etant essentiellement fini, il en
est de meme pour σe et necessairement e = 0. Par rapport a la direction
temporelle u definie par la vitesse du fluide, le champ electromagnetique se
reduit a sa partie magnetique.

D'apres des resultats classiques, ce champ admet le tenseur d'energie :

oύ |ft|2 = — hQhρ est strictement positif pour hQ φ 0. Le tenseur d'energie
total s'en deduit par addition de (3.3) :

Tuβ=(c*rt + μ\h\*)uΛuβ-qgΛβ- μhjiβ avec q = p + yμ|A| a (6.1)

7. Le systeme differentiel fondamental de la magnetohydrodynamique

Ce systeme est f ourni par les considerations suivantes : nous postulons
encore que r verifie :

Vβ(fM«) = 0. (7.1)

Les equations de MAXWELL se reduisent ici a :

VΛ(h«uP - u«hP) = 0 . (7.2)

Les equations de la dynamique relativiste sont fournies par la conserva-
tion du tenseur d'energie donne par (6.1) :

Vα!Γα^ = 0. (7.3)

Le systeme (7.1), (7.2), (7.3) constitue le systeme fondamental de la
magnetohydrodynamique. On verifie immediatement qu'il entraίne
encore

^αθα£ = 0 (7.4)

et f ournit le systeme differentiel aux lignes de courant :
(c2r/ + μ \h\*) u«Vuvfi - (g«β - u«uP) dxq

w«3β[A|a + |A|a Vκu«) u? - μVΛh*hP - μh«VκhP = 0 . (7.5)

Inversement (7.1), (7.2), (7.4), (7.5) forment un systeme equivalent au
systeme fondamental. On peut encore noter que ces relations entraί-
nent [6]

V«(β«)-±-Θh«dxS = Q. (7.6)

8. Ondes magnetosoniques et ondes d'Alfven

a) Dans un domaine Ω ou les variables thermodynamiques p, 8 et
les vecteurs u^, hβ sont continue, supposons que les hypotheses Al9 A2
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soient satisfaites par ces grandeurs, relativement a une hypersurface Σ
(d'equation φ = 0, avec I = d φ), les derivees premieres etant discontinues.

D'apres (2.3), il existe des distributions a support sur Σ notees dp,
08, δufi, Wtellesque:

L'etude des conditions pour que Γune au moins des distributions dp,
δS, δvP, δhβ ne soit pas nulle conduit aux trois cas d'hypersurfaces
caracteristiques du systeme differ entiel fondamental [6) :

1°) Des hypersurfaces engendrees par des lignes de courant, verifient :

u«lκ = 0

ou ondes de matiere, a vitesse nulle par rapport au fluide.

2°) Des hypersurfaces verifiant Γequation :

^ c*rf(γ - 1) (u*lΛ)* + (car / + μ|A| a γ) (u«l«γ Vlβ

Ce sont les ondes magnetosonίques qui correspondent a Γexistence de dis-
continuites des derivees de p et des composantes normales a Σ de uβ et hβ.

3°) Des hypersurfaces verifiant Γequation:

D(l) ^ (c*rf + μ\h\*) (««Zβ)» - μ(h lj* = 0 . (8.2)

Ce sont les ondes d'Alfven qui correspondent, en Γabsence d'autres dis-
continuites, a Γexistence de discontinuites des derivees des composantes
tangentielles de u@ et hβ.

b) Posons pour abreger

L'equation (8.2) aux ondes d'Alfven peut s'ecrire

{(βu« + Λα) ϊβ} {(βvP - W) lβ} = 0

et Γon voit que les ondes d'Alfven sont engendrees par les trajectoires
des champs de vecteurs temporels

A* = βux + h" , B«= βu« - h«

ce qui definit deux types d'ondes dites A ou B.

c) J'ai etabli (voir [6]) pour le systeme de la magnetohydrodynami-
que, le premier theoreme local d'existence et d'unίcite du probleme de
CATJCHY sur des classes de fonetions C°° (classes de GEVBEY) et montre
que, bien que le systeme ne soit pas strictement hyperbolique au sens
de GAKDING-LERAY, il y a cependant domaine d'influence.
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9. Vitesses des ondes magnetosoniques et des ondes d'Alfven

A toute hypersurface Σ (d'equation φ = 0, avec I = dφ), nous avons
associe (§4) le parametre:

yΣ __ (^«)2 > Q (91)y ~ (««/„)• - »«/. = υ (y 1}

La relation (9.1) est equivalente a la relation:

(1 - yΣ) (««ZJ» = - (ϊ«Zβ) y* . (9.2)

a) De maniere analogue, la composante hn du champ magnetique
definie par :

verifie le lemme suivant :
Lemme 1. On a toujours h% <J |Λ|2.
2. Po^r g^e Λ| = |Λ|2, ^ /α^ί eί il suffit que I appartienne an 2-plan

definί par (u, h).
En effet considerons un repere orthonorme (e0, eβ ) (*, j = 1, 2, 3) en

α; ζ F4 tel que e0 = u. On a Λ° = 0 et il vient d'apres Γinegalite de SCHWABZ

(h<ιtγ £ Σ wr Σ vr
ί i

soit

1̂  g |ψ ou Ag g |A|«

ce qui etablit le 1°. Pour que Fegalite ait lieu, il faut et il suffit que si
nous decomposons I selon u et un vecteur k orthogonal, k soit colineaire
a h, ce qui demontre la seconde partie du lemme.

b) En introduisant h%9 la quantite P(l) peut 5'ecrire:

= c*rf(γ - 1) (««Zβ)« + (c»r/ + /* |A|« y - μh*) (««O« Z^Zp

D'apres (9.2), P(Z) peut s'exprimer en termes de yΣ par:

ou

/7(y) = c 2 r/(y - 1) ι/2 + (c*rf + μ\h\* γ - μh*) y(l - y) + μh*(I - y}*

c'est-a-dire en developpant et ordonnant en y:

Π(y) = (c*rf + μ\h\*) γy*- (c«r/ + μ\h\* γ + μh*) y + μh*. (9.5)

Sous la seule hypothese τ^ < 0 (c'est-a-dire γ > 1), le trinόme Π(y) a les
proprietes suivantes

77(0) = μhl ^ 0 , 77(1) = c * r f ( γ - 1) > 0
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et

Ainsi Π (y) a deux zeros entre 0 et 1 que nous designons par yML et yMR.
On en deduit qu'il existe pour les ondes magnetosoniques deux vitesses

VML e£ VMR par rapport au fluide definies par:

(VML}2JC2 = yML } (VM£)2/C2 = yMR

et verifiant les inegalites :
VML ^ v ^ VMR < c (9.6)

VML est appelee la vitesse des ondes magnetosoniques lentes et VML la
vitesse des ondes magnetosoniques rapides.

c) En introduisant Λ| dans D(l), il vient:

Ainsi les ondes d'Alfven admettent par rapport au fluide une vitesse
VA donnee par:

c2

Un calcul immediat donne:

Π(^~-)-^-μ(hl~ \h\*)(γ- 1 ) ^ 0 .

On voit ainsi que:

VML ^ VA ^ VMR t (g^g)

IV. Ondes de choc en magnetohydrodynamique relativiste

10. Le systeme fondamental des ondes de choc

a) Dans un domaine Ω de F4, soit encore Σ une hypersurf ace d'equa-
tion locale φ — 0 (avec I — dφ). L'hyper sur face Σ est une onde de choc
magnetohydrodynamique si ua, ha ou Γune au moins des variables thermo-
dynamiques est discontinu a la traversee de Σ.

Au voisinage de Σ, p, S, ua, ha sont supposes verifier les hypotheses
AI et A2. Ainsi

1°) Sur chacun des domaines ΩQ et Ωl9 p, $, ua, Jιa sont de classe C1.
2°) Quand φ tend vers zero par valeurs negatives (resp. positives),

ils convergent uniformement, ainsi que leurs derivees covariantes, vers
des fonctions tensorielles definies sur Σ.

Les notations sont celles du § 2. Nous supposons que le systeme
fondamental (7.1), (7.2), (7.3) de la magnetohydrodynamique est satisfait
au sens des distributions:

V^ru*)1* = 0 , VK(hKuP — u^W}^ — 0 , VK(TX^)D = 0 . (10.1)
11 Commun. math. Phys. ,Vol. 12
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En introduisant des elements d'essai a supports compacts dans ΩQ

(resp. βj) on voit que ces relations entraίnent Men sur ΩQ (resp. Ω j)

Vκ(ru«) = 0 , Vκ(h«uP - u«hP) = 0 , VΛ(T*P) - 0

ce qui implique :

(VJrO)^ = 0 , (Vx(h«uP - u«hP))D = 0 , (VUT^)D = 0 . (10.2)

De (10.1) et (10.2), il resulte d'apres la formule (2.1):

lx [ru«] = 0 , 1Λ [h«u? - u*W] = 0 , 1Λ \T«F\ = 0 . (10.3)

Le systeme (10.3) est le systeme fundamental des ondes de choc.
Nous etablirons que sous les hypotheses de compressibilite (E^), Σ est

necessairement orientee dans le temps, done de vitesse admissible au point
de vue relativiste.

b) Soit Y un etat du fluide defini par les valeurs en un point x de
Σ de p, S, ua, ha. Un tel etat est defini par la donnee de 8 composantes.
En decomposant uβ et hβ selon leurs composantes normales et tangentes
a Σ, on a :

uβ = vP + ̂ lt>, Jf=# + ̂ ±l, (vHβ = 0, ί% = 0). (10.4)

Posons

a ( Y) =

et

WP(7) = c2 r + μ a (7) ru? - qV - μ(h*lΛ

II est clair que le vecteur F^ est tangent a Σ. Si YQ et Y1 designent les
etats respectίvement anterieur et posterίeur au choc, le systeme (10.3)
exprime que

aiYJ = α(Γ0) ,

Le scalaire a et les vecteurs Vβ et W& definissent les invariants du choc.
Un choc est dit tangentiel si a = 0. On a alors u*ξlκ = u^lx = 0; Σ est

de vitesse nulle par rapport au nuide dans les deux etats, done orientee
dans le temps. Les chocs tangentiels ont ete etudies ailleurs [5]. Nous

les ecartons dans la suite et supposons a Φ 0.
c) Introduisons le scalaire invariant

- - J . (10.5)

En substituant dans W^ a W son expression en termes de V& et u?, il
vient :

TV? = aocru^ - qV + μ ̂  (A«ZJ F^
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oύ Γon a introduit la variable importante :

α = c2τ- μH = -~jt . (10.6)

Si nous decomposons W& en sa partie tangentielle et sa partie normale,
on obtient :

o
X? = aocrv? + μ~ (h«lx}V? (10.7)

est tangent a Σ. L'invarianee de Wβ est equivalente a Γensemble de celle
de Xβ et de celle de la composante normale. Ainsi le scalaire:

est invariant.
Considerons en particulier le produit scalaire invariant au cours du

CIIOC . "Vft Ύ7 ΎKTR T7 / 7 iv Ί \ I \ TT\XP Vβ = WP Vβ = ar (hKlK) (α -f- μH) .

D'apres la definition de α, on obtient le scalaire invariant:

Considerons enfin le scalaire invariant
!_

Un calcul elementaire [6] donne

oύ Γon a pose:

En evaluant HK, il vient:

Ainsi L= χoc2 est un invariant qui, a, H, K etant fixes, peut etre
substitue a b, en convenant que le signe de (hxlx) reste inchange.

d) De cette etude, il resulte que les deux variables thermodynamiques
du fluide et les trois scalaires |^|2, uκlκ) hκlκ verifient les cinq relations:

r u<*ι _ r u<xi _ a (10.10)

(h%l*Y _ |̂ |2 = (^oαU2 ___ |A0 |
2 ^ H

d T-± d TQ

„ c a _, Λ

 C a -, a Π Π Ί 9N
1̂ ~~ 7α7 Tl ~~ ^0 7αT~ T0 ~ e ' ^lU.l^j

(10.13)

i. (10.14)
11*
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On peut considerer (10.12), (10.13), (10.14) comme definissant les
valeurs de χ et des variables thermodynamiques apres le choc; (10.10)
fournit alors la composante normale de la vitesse et (10.11) celle du
champ magnetique.

D'autre part les composantes tangentielles de la vitesse et du champ
magnetique verifient, d'apres Γinvariance de Vβ et Wβ:

(10.15)

= (C2r0/o + μ W2) W «g

Le determinant des premiers membres de (10.15) aux inconnues vf, if
s'ecrit :

A(0 = (cS/i + μ\^ 2) («;Ua - MW = «X
Si α-t =4= 0, (10.15) determine v^9 ίj en fonction de quantites connues

d'apres les equations scalaires.

11. Gas singuliers

a) Supposons ccj = 0 en un point a; de 27; Σ est alors onde d'Alfven
en x pour Γetat posterieur au choc et elle est orientee dans le temps
(?α?α < 0). La relation (10.14) donne

et ou bien α0 = 0, ou bien χQ = 0.

Dans le cas α0 = αA = 0, Σ definit un choc dίt d'Alfven. Les cas α0 φ 0,
χ0 = 0, αj = 0 et α0 = 0, fo = 0 (αx φ 0) sont dits des chocs singuliers.

Un choc d'Alfven peut etre de type A ou B. Sous Γhypothese τ^ < 0,
j'ai etabli ailleurs [5] que les variables thermodynamiques et les com-
posantes normales de la vitesse et du champ magnetique sont invariantes
au cours d'un choc d'Alfven. Les composantes tangentielles, de grandeurs
invariantes, peuvent tourner au cours du choc en respectant la condition
suivante : le vecteur A" (resp. Bκ) reste invariant dans un choc d'Alfven
de type A (resp. B).

b) En ce qui conceme χ, nous allons etablir le lemme suivant qui nous
sera utile a differentes reprises.

Lemme 1. Pour lxlx φ 0, la quantite χ definie par (10.9) a le sίgne
de — (fely)', pour que χ = 0 il faut et ίl suffit que I appartienne au 2-plan
(u, h).

2. Si lxlκ est ̂  0, on a H ̂  0 et par suite α > 0.
En effet d'apres (10.9) et la definition de H:
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soit en introduisant Λ| :

(WJ χ = (hi - m ((««?«)• - ϊ g
ce qui, compte-tenu du lemme du § 9, demontre le 1°.

L'inegalite h^ g |A|2 peut s'ecrire:

7.7
^ ίχ'

En divisant par α2 = (ruκlκ)
2, il vient:

„ (*'*«)' W <
^ ~ ^2 f2 =

Pour ZαZα ^ 0, on a done # ̂  0 et α > 0.

12. Les vecteur s U? et T? pour un choc

a) Pour un etat Y du fluide en x, consider ons le vecteur

a r

Ce vecteur est orthogonal a Vβ. En effet:

Or Γon a:

II vient ainsi:

Transformons Γ expression de U? en substituant a ί*5 son expression
en fonction de F'3. On a:

Z7" = ffrυ" - - V 5 - ̂  (12.2)
CZ

Par produit par α, il vient :

ocU? = ~a
c'est-a-dire :

- X? - c2 - - F5 . (12.3)

Ainsi le vecteur α C/^ est invariant au cours d'un choc defini par Σ.
Un calcul aise a partir de (12.2) fournit le carre de U$:

U?Uβ=-Hχ. (12.4)

b) Pour un etat Y du fluide posons H — ε ( Y ) \H\9 oύ H est Φ 0
(le cas H = 0 pouvant etre traite a part). Nous envisageons un choc non
d'Alfven de telle sorte que α0 et αx ne s'annulent pas simultanement.
Au vecteur U&, nous substituons le vecteur :
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Ce vecteur est tel que α Tβ est invariant au cours du choc et verifie

T?Tβ= - ε(Y)χ. (12.5)

Pour les etats Y0 et Yj, on a:

φβ _ 1̂ φβ
•* 1 ~~ «! 0 '

On en deduit :

Par suite :

soit en tenant compte de (10.14) :

[Tn[Tβ]=-

Or, toujours d'apres (10.14):

On obtient ainsi:

[Tf] [Tβ] = -ε(χι + χ0- 2s' |/^) , (ε = ε(Γ0) = e(Γ,)) (12-6)

oύ ε' = ib 1 a le signe de L α0 ar

Y. Γonction d'Hugoniot et orientation des ondes de choc

13. Fonction d'Hugoniot

a) La relation (10.13) peut s'ecrire:

c2 [f] - |£ [τ2] + 2μ [χτ] - ̂  [χ] = 0 .

En tirant C2α2/Wα de (10.12), il vient:

c2 [/2] - (TO + TJ) [g] + 2^ [χr] - ̂ - [χ] = 0 . (13.1)

Nous substituerons desormais a (10.13) une relation qui, compte- tenu

de (10.12) et (10.14) lui est equivalente. Un calcul aise, mais un long

(voir [5], p. 57-59) permet de deduire de (13.1) en faisant usage de

(10.14), la relation dite d'Hugoniot

c2 [/2] - (τ0 + τx) [p] + [τ] \ μ (χ0 + Xl - 2 ε' |/^) = 0 . (13.2)

[/2] - (TO + τi) [p] - [τ] ~ μ ε [2V] [̂ ] = 0 . (13.3)

D'apres (12.6) cette relation peut s'ecrire:

c2 [/2] - (TO + τi) [p] - [τ] ~

C'est (13.3) que nous substituons a (10.13)2.
2 Kous avais introduit ailleurs [9] une autre function d'Hugoniot, plus commode

pour certains problemes.
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b) Dans un etat Y du ftiiide distinguons un etat partiel Z defini par
(p, T, T&). En nous limitant aux etats Y tels que H(Y) H(Y0) > 0, nous
sommes conduits a introduire la f onction d'Hugoniot ffl de la magneto -
hydrodynamique consideree comme une function d'un etat partiel Z pour
un etat partiel initial fixe ZQ :

je(Z0, Z) = c2(/2 - /§) - (T + τ0) (p - Po) - (T - τ0)
1 (13.4)

•Ύμε(Tβ-Tf)(Tβ-Toβ).

On a manifestement 3F (Z0, Z0) = 0 et (13.3) peut s'ecrire:

^(Z0,Z1) = 0. (13.5)

c) Substituons, d'autre part, a q la variable :

1 1 cιz

La relation (10.12) peut s'ecrire sous la forme:

θ

chaque etat partiel Z == {p, τ, T$} determine d'apres (12.5) un point dans
le plan (q, τ).

d) Un etat Y0 etant fixe, consider ons les etats Y du fluide verifiant
les conditions suivantes :

_ _ c2α2

(C2) : q~qQ = ~ (τ - r0

(C8): c*(τTP - τ0T$

oύ les grandeurs munies de Γindice 0 correspondent a Γetat Y0 et celles
sans indice 0 a Γetat Y. II est clair que Γetat Y1 satisfait ces conditions.

Par ces conditions, Y est soumis a cinq relations scalaires et depend
encore de trois parametres. L'un peut etre pris egal a a, le second fixant
la position du point representatif dans le plan (q, τ) de la droite definie
par (C2) et le troisieme achevant [compte-tenu de (C3)] de fixer les com-
posantes tangentielles v& et tβ.

Nous nous proposons d'e valuer la differentielle de la f onction
d'Hugoniot $P dans la famille definie par les conditions precedentes.

14. Differentielle de 3?

Pour abreger les notations, nous allons introduire dans ce paragraphs
le crochet pour representer les differences de quantites correspondant
respectivement a Γetat F et a Γetat YQ. Les conditions precedentes
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s'ecrivent
(CJ: [«'#] = 0,

(Oa): [?] = Sf [T],

(C3): c*[τTP] = μH[TP] .

a) Commengons par diίferentier (C2). II vient:

Par produit par [τ] et compte-tenu de (C2), on obtient:

[τ] dq - [q] dτ - -~- [τ]2 dα2 .

En substituant a q sa valeur, il vient la relation :

[T] dp-[p]dr=-± μ [τ] dχ + ~μ[χ]dτ+-~ [τ]2 da* . (14.1)

Differentions de meme (C3) :

c*d(τTP) = μH dT? + μ [TP] dH .

En multipliant par [Tβ], on obtient:

c*[Tβ] (Tβ dr + TdT^) = μH[Tβ]dTβ + μ[Tβ] [T?] dH .

Soit, compte-tenu de (C3),

( [ τ T β ] -τ[Tp])dTf = [Tβ] T? dτ - -£ [Tβ] [2*] ̂ H .

Or:
[rΓp] - τ[Tβ] = τTβ- τ9Tϋβ - τTβ + τToβ = [τ] Toβ .

II vient ainsi la relation

[r] Toβ dTf= [rβ] TPdτ--^ [Tβ] [Tβ] dH . (14.2)

b) Considerons maintenant la fonction :

3? = c2 [f] - (τ + T0) [p] - [τ] y /te [2*]

En tenant compte de :

on obtient en differentiant :

= 2fΘ dS + [τ] dp - [p] dr - [τ] ~ μεd(\T<>} [Tβ])

On en deduit d'apres (14.1) :

2/β d-S + -̂ - W2 rf«2 - -ί μe W ^([Γ"] [T^]) + εdχ}
(14.3)
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Or on a, compte tenu de (12.5) :

[Tf] [Tβ] = TβTβ + Toβ Tξ-2

II en resulte :

D'autre part :

d([TP] [Tβ]) = 2TβdTP - 2TQβdT? , sdχ= - 2TβT^ .

II vient :
d([T?] [Tβ]) + εdχ=- 2ToβdTP .

En reportant dans (14.3), on obtient:

Λtf = 2fΘ dS + -^Γ [τ]2 da* + μ ε ( [ r ] ToβdTP - [Tβ] T? dr)

soit. d'apres (14.2) :

dJP = 2fΘd8 + ̂ ~ [rYda*-^- [Tβ] [Tβ] dH .

Ce qui peut s'ecrire, compte-tenu de (C3),
x. Γ

= 2fΘ dS + -~ [τ]2 da* - -jgj- [r Tβ] [r T?]

Or on deduit de (CJ :
dH da*
H

II vient ainsi :

(14.4)

c) Par un raisonnement analogue a celui du § 12, b, il est aise
d'etudier, sous les hypotheses faites, le signe de [ Tβ] [Tβ] qui est aussi
le signe de [τTβ] [τT?]. On a d'apres (C3):

c*(rTβ - r0Tξ) - μHTP - μHTξ

ce qui peut s'ecrire :

On en deduit :

II vient ainsi :

. (14.5)

Ainsi [Tβ] [T@] a le signe de — εχQ. Nous pouvons enoncer:
Theoreme. En differential $? (Z0, Z) dans la famille definie par les

conditions (Cj), (C2), (C3) on obtient:

= 2fΘ dS + + ' ~ *•• - τ c* da* (14.6)
I * l<x a \£i\

ou ε(τTβ- τoyo/s) (τϊ1" - τ0T^) a le signe de - Xo.
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15. Dίfferentielle de S le long d'une droite du plan (q, τ)

a) Ajoutons aux conditions (C^), (C2), (C3) la condition

(C4) : a = α0 .

Les conditions (Cj) et (C3) peuvent alors s'ecrire:

et (Cg) implique L(y) = L(F0). D'apres (C2), le point correspondant
a Z dans le plan (q, τ) decrit la droite d'equation

ou a = α0 est une constante donnee.
b) Nous nous proposons de donner une expression de la diίferentielle

de 8 quand Y varie dans la famille d'etats verifiant les conditions (C^),
(C2), (C,), (C4). De

dτ — τ'P dp + τ^ dS
et de (4.4) on deduit :

r

2 2 dp+dτ.

Or en differentiant (C2) avec a = const, on a :

et en differentiant L = χof1 = const.

ocdχ+ 2χc2dτ = 0 .

On en deduit :

ce qui peut s'ecrire, compte-tenu des valeurs de α et χ :

τ'socdS = - - ί - c 2 r + ̂  |/f + α ίir . (15.1)

c) Le second membre de (15.1) peut s'evaluer aisement en fonction
de P(l). La relation (8 — 1) definissant P(l) peut se mettre sous la forme:

ce qui peut s'ecrire :

II en resulte :

a«2τ + μ \h\* I'l.) + xl'l. .
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On en deduit ainsi de (15.1) la relation inportante:

(15.2)- - .

16. Orientation dans le temps des ondes de choc

a) Considerons au point x ζ Σ un choc qui n'est ni mil, ni choc
d'Alfven. On sait [5] que s'il en est ainsi, on a αx φ α0 done TJ φ TO.
Nous nous proposons de demontrer que sous les hypotheses (H^ de com-
pressibilite r^ < 0, τ# > 0 que nous postulons, Γonde de choc magnetohydro-
dynamique Σ est orientee dans le temps.

Considerons la famille des etats Y verifiant (Cy, (Ca), (C3), (C4). Les
points correspondants du plan (q} r) varient sur la droite portant le
segment (qQί r0), (ql9 TJ) que nous notons (ZQ) Zj) par abus de notation.

II resulte de (14.6) et de (15.2) que Γon a dans ces conditions:

dje = 2fθdS (16.1)
et

dτ. (16.2)

b) Si ZαZα > 0, yΣ est > 1 et on deduit de (9.4), soit:

>

que P ( l ) est > 0. On sait d'apres le lemme du § 11 que α est > 0. Ainsi,
sous les hypotheses (fl^), il resulte de (16.2) que dS/dr est strictement
positίf le long de la droite (Z0, ZJ. Comme

la fonction ffl consideree comme dependant de T est stationnaire en un
point au moins du segment (Z0, Zj) et d'apres (16.1), il en est de meme
pour S(τ), ce qui est en contradiction avec dSjdτ > 0.

Si l«lx = 0, P ( l ) = c 2 r f ( γ - 1) (wαZα)4 est > 0 et α est toujours > 0.
On peut parametriser le segment (Z0, Z J a Γaide de la variable q et
substituer a (16.2):

r' r*ΛV- P(l) Unrsoc αo — c2α4 aq .

Le meme raisonnement applique a S et 34? consideres comme fonctions
de q conduit a la meme contradiction.

Ainsi necessairement Zα?α est < 0 et 27 est orientee dans le temps.
Nous enongons :

Theoreme. Sous les hypotheses (H-^ (τ'p < 0, T^ > 0) toute onde de choc
magnetohydrodynamique Σ est necessairement orientee dans le temps. Si
VQ et vf sont les vitesses de Σ par rapport au fluide avant et apres le choc,
on a v Q < c, vξ < c.
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En vertu du lemme du § 11, nous pouvons poser χ = &2 ^ 0. D'apres
(13.2) la relation d'Hugoniot peut s'ecrire3:

Jf (Z0, Zx) = c»(/f - /§) - (r0 + Tl) (ft - po) + (Tl - rβ)
1 (16.3)

c) Dans la formule (14.6) donnant la differentielle de ffl sous les con-
ditions (Cj), (C2), (C3) le coefficient de da2 est negatif, ce qui etend un
resultat de la magnetohydrodynamique classique.

VI. Thermodynamique des chocs et vitesses des ondes de choc

17. Thermodynamique des chocs

a) p et S etant les variables thermodynamiques de base, f ( p , 8 )
verifie d'apres (3.4) :

c2/;= F > 0 , ca/« = β > 0 . (17.1)

On en deduit par derivation :

-^ (c2/2) = 2τ . (17.2)

Les etats ZQ et Z^ sont relies par la relation d'Hugoniot (16.3) qui est
symetrique par rapport aux deux etats.

Au cours d'un choc, on a necessairement en chaque point de Σ

8,^8,. (17.3)

Nous allons etablir le resultat suivant, valable en chaque point de Σ
Theoreme 1. Pour un choc qui n'est ni nul, ni d'Alfven, on a sous les

hypotheses de compressibilite (H-^, (H2) :

S 0 <f i f 1 .

En effet supposons qu'au point x de Σ, on ait $0 = 8^ et p0 Φ pv

En modifiant au besoin le numerotage des etats Z0 et Zv on peut supposer
Po < Pi On a alors τ0 > TX puisque τ^ < 0. De (17.2), on deduit:

c2{/2(Pι> S0) - f(Po, S0)} = 2 ft(p, S9) dp .
Po

II en resulte d'apres Γhypothese de convexite (H2) '

ca(/f - /§) < (Pi - Po) (τ(Po. S0) + τ(ft, -S0))
soit

3 Sous les conditions H = H0 et α Tβ = α0 T0/5, «5f coincide avec Jf7 * donne par :

Poτo) = c2(/2 — /o) — (τ + τ0) (p — pQ) + (τ — TO)-^ μ(k —

on H = HO, fc(c2τ - μH) = L0.
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On deduit de la relation d'Hugoniot que τx > TO, ce qui implique con-
tradiction. On a done pQ — p± et le choc envisage ne peut etre que nul
ou d'Alfven.

b) Cela pose, nous nous proposons de demontrer le theoreme suivant.
Theoreme 2. Sous les hypotheses de compressibilite (H-i), (H2), on a pour

un choc qui n'est ni nul ni choc d'Alfven

Pι>Po> fi > /o > T! < TO

En particulίer toute onde de choc est une onde de compression et V1< F0.
Supposons en effet p± g p0 au point x de Σ. De (17.2) on deduit

c2{/2(2>o, S0) - f(Pv ^o)} = 2 f'τ(p, S0) dp .
Pi

D'apres la condition de convexite τ^a > 0, il en resulterait

c2{/2(2V -80) - /2(ft. ^o)} ̂  (Po - Pi) (τ(Pβ. s») + f(Pί, S0))

Comme SQ < SI on aurait a fortiori, puisque fs > 0, r's > 0

So) - /2(2Ί. «ι)} < (2>o -
soit

c2 (/! - /§) - (T! + T0) (ft - Po) > 0 . (17.4)

La relation d'Hugoniot donne alors τα < τ0. D'apres (fi^) cela est con-

tradictoire avec pί ^ ^o? î > ̂ o ^n a done 2>ι > ^o e^ d'apres (17.1)

A > /o-
Pour etablir τx < τ0 on part de :

c2{/2(2Ί, ^i) - /2(Po> «ι)} = 2 f\(p, 8ύ dp .
Vo

II en resulte puisque τ^ < 0

-81)} > 2τ(ft, ^) (ft - PO)

ou, a fortiori,
c 2 (/f-/§)-2τ 1 ( f t- 2 ) 0 )>0. (17.5)

De la relation d'Hugoniot il resulte alors :

(*i ~ To) Pi ~ Po+

soit T! < TO ce qui demontre le theoreme.
On a par suite oc1 < α0.

de c^oc eί owdes d'Alfven

Consider ons a la traversee de Σ un choc non tangentiel qui ne soit pas
choc d'Alfven.

a) Nous nous proposons d'etablir le lemme suivant.
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Lemme. II existe toujours une direction m au moins orthogonale a I,
uQ, uv V Λr

Examinons les differents cas possibles.
1. Si QCQUC! φ 0, il existe une direction au moins orthogonale aux

vecteurs I, V et X avec:

X? = αooiX + μ^hfc 7" = aa^ + μ^ h« lx V? . (18.1)

De (18.1) il resulte que m est orthogonal a VQ et vl done a UQ et %. Comme

w=(Agω <- 7r K = w < -T^I (18 2)
m est aussi orthogonale a JιQ et a h^

2. Si α0 φ 0, αx = 0, on a χ0 = 0 et il resulte du lemme du § 11 que I
est dans le 2-plan (UQ, hQ). Le veeteur F est orthogonale a I dans ce 2-plan.

II existe une direction m au moins orthogonale a I, V et uv Cette
direction est orthogonale au 2-plan UQ) hϋ et, etant orthogonale a F et
% est orthogonale a Jι±.

3. Si α0 = 0, ocj φ 0, il suffit d'echanger le role des indices 0 et 1.
b) En x ζ Σ introduisons une perturbation infinitesimale de Γetat

anterieur au choc. II en resulte une perturbation infinitesimale de Γetat
posterieur au choc reliee a la precedente par les relations obtenues en
differentiant les equations fondamentales de choc. Adoptons en x un
repere orthonorme (β(α)} tel que β(t) soit colineaire a I et β(3) a m. Dans
ce repere, il vient:

t*§ = 0, Λ§ = 0 , wf = 0 , A? = 0 .

Le systeme diiferentiel se partage en deux systemes dont le premier
contient exclusivement les perturbations δu*, δh?, soit:

(18 3)

Nous supposons que seuls δu$, δh% sont φ 0. Les variables thermodynami-
ques n'ayant pas ete perturbees, il en resulte que, dans les etats respec-
tivement anterieur ou posterieur au choc 27, de telles perturbations cor-
respondent a des chocs d'Alfven infinitesimaux, c'est-a-dire a des ondes

d'Alfven.
Considerons, dans Γetat anterieur a Σ, une onde d'Alfven de type A.

Le veeteur A^ etant invariant a la tr aver see de cette onde, une telle
onde porte en x une perturbation (δu*Aί δlι*A} telle que

j80d<t + ^IA = 0 . (18.4)

De meme une onde d'Alfven de type B porte en x une perturbation
telle que:

jMw8*-3A8* = o . (18 5)
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La superposition en x d'une onde de type A et d'une onde de type B
jour nit une perturbation (δu%, δh$) arbitraire.

c) Les vecteurs A^ et B* verifient en x ζ Σ:

βa-*--h l.. (18.6)

On en deduit:

Convenons d'orienter I de Γetat anterieur vers Γetat posterieur au choc
Σ\ on a alors a < 0. Supposons pour fixer les idees b > 0 et par suite
h°fiκ (resp. h*lκ) > 0. D'apres (18.6), le vecteur BQ (resp. B-^) est oriente
par rapport a Σ du meme cote que I. Quant au vecteur A0 (resp. A^} son
orientation par rapport a Σ est celle de I ou Γorientation opposee selon
que α0 (resp. αj) est positif ou negatif. Pour α nul, A est tangent a Σ.
Si b etait suppose < 0, les roles des vecteurs A et B seraient simplement
inverses.

19. Compatibility d'une onde de choc avec les ondes d'Alfven

a) Nous examinons les cas ou le choc Σ envisage, non choc d'Alfven,
est tel que <XQ<ZI = 0.

Supposons d'abord:
Oj. = 0 , α0 > 0 .

Dans Γetat YQ, les ondes d'Alfven de type A et B qui aboutissent en
x £ Σ peuvent creer en ce point une perturbation (δu$, δh%) arbitraire et
dans les relations (18.3), on a puisque αx = 0

βi^T- (ΛαZα)a = 0 .rx

Pour que ces relations admettent une solution quels que soient δuQ, δh%,
il faut et il suffit que Γon ait identiquement en δu$, δh%:

Q, ί f t , \ / a \

' 1 \ ' 0 / \ 0 /

soit:
& a

Si nous mettons (19.1) sous la forme:

r>_ = ̂ ?-=λ
_
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il vient d'apres (19.2):

soit λ = 0, ce qui est impossible. II y a incompatibility de Γonde de choc Σ
avec les ondes d'Alfven.

b) Supposons maintenant

αx < 0 , α0 = 0 .
II en resulte :

A > 7 Γ + Λ S * « = 0 . (19.3)

Avant le choc, une onde de type B et une onde de type A tangente a Σ
peuvent aboutir en x ζ Σ creant une perturbation arbitraire (on*, δh%).

Mais peuvent s'eloigner de x Γonde de type A pour Γetat YQ portant
une perturbation (δuQA, δh%A) verifiant

β,δulA + δh*A = 0 (19.4)

et une onde d'Alfven de type B pour Γetat Fα portant une perturbation
(δu\B, dJι\B) verifiant:

βlδu^B- 0^ = 0. (19.5)

Les relations (18.3) relient cette derniere perturbation a une perturbation
$, δh$) anterieur au choc Σ avec:

= βl-^δul - (Agϊβ) δh* .

Ainsi pour qu'une perturbation (δuQ, Sh^) puisse etre transmise a travers
le choc Σ> il f aut et il suf fit que :

(βi W. + βl ̂ ) 5«§ - (ft ~r- + Ajί.) "̂̂ o = 0 . (19.6)

Nous etablirons dans un instant que

L'onde de choc Σ sera compatible avec la perturbation arbitraire
(δu$, δh%) s'il existe toujours une decomposition

avec:
δh% = Πδul, δh%A = - β0

oil Γon a pose :

A Λ f f t + β —
77 = - '-*-.
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On est ainsi amene a etudier le systeme lineaire:

171

Le determinant de (19.7) est donne par:

'+& = •
~
'o

Ainsi (19.7) n'admet pas de solution pour toutes valeurs des seconds
membres et Σ n'est pas compatible avec les ondes d'Alfven.

II nous reste a montrer que β1 — + h* lκ Φ 0. Sinon on aurait β^ = β0

on

ce qui peut s'ecrire :

2 / 2r\ T!

μ μ

ou

II en resulte :

soit

II vient

r _ 0
Tl ~ U

ce qui est contradictoire.
Nous pouvons enoncer pour un choc non tangentiel.
Theoreme 1. Sί Σ est une onde de choc telle que α^ = 0, elle est in-

compatible avec les ondes d'Alfven a moms qu'elle ne corresponde a un
choc d'Alfven (α0 = ocλ = 0).

c) Nous avons demontre ailleurs [5] par des raisonnements analogues
le theoreme suivant.

Theoreme 2. Pour qu'un choc non d'Alfven soit compatible avec les ondes
d'Alfven, il faut el il suffit que αgO^ > 0.

Les chocs envisages peuvent done etre decomposes en chocs lents tels
que

α0 < 0
12 Commun. math. Phys.,Vol. 12
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et chocs rapides tels que :
0 < αx < α0 .

De la relation &Q α§ = &? ocf il result e que dans un choc lent, la grandeur du
champ magnetίque dimίnue, alors qu'elle augmente dans un choc rapίde.

20. Vitesses des ondes de choc magnetohydrodynamiques

a) Supposons que Γetat Y du fluide varie comme precedemment sous
les conditions (CJ, (C2), (C3), (C4), Z decrivant dans le plan (q, τ) une
demi-droite Δ de pente negative issue de ZQ de telle sorte que :

Le long de A, on a d'apres (15.2) en considerant 8 comme function de T

Ί- Sf- ̂ Γ <»•'>
Nous allons etablir le lemme suivant :

Lemme. Sous les hypotheses de compressibilite (H^), (H2), en tout point
Zs de A oύ S est stationnaίre

On a en eίfet :
dS
dτ

soit :
dS

En derivant (20.3) par rapport a T, il vient:

-τ-i-= $τ2 -f- 2Sτφ (j-,-^μ -τ~ +

En un point Zs oύ ̂  est stationnaire :

-
2 dτs \S'9 Js '

II en resulte qu' en un tel point :

\dϊ* )s = 7 )̂Γ ̂  ̂ 2 " 2SvτSvS'τ + '̂a (/S*)2}* ~ T

Partons de le relation :
χo? = L

et derivons la en T. II vient en tenant compte de doc/dτ = c2
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En derivant une seconde fois, on a:

dτz ^ dτ
On en deduit:

On obtient ainsi en posant Q = τ^ — 3μ c4 (&2/α2) τ^8 et tenant compte
de (5.6):

oύ le second membre est strictement negatif d'apres (.fl^) et (#2)> CΘ Φ1*
demontre le lemme.

b) Consider ons un choc qui, au point x de Σ, fait passer de ZQ a Zv

Le long de la demi-droite A issue du point represent atif de ZQ et passant
par le point representatif de Z1? on a:

$P est stationnaire en un point au moins Zs du segment (Z0, Zj) et en ce
point /S' est aussi stationnaire. Du lemme il resulte que le point Zιs est
unique sur A et correspond pour S(τ) a un maximum strict sur Δ. La
variable r decroissant le long de A , on a :

-j — < 0 pour r > τs et en particulier pour r = TO ,

-̂  — > 0 pour r < τs et en particulier pour r = τx .

Soit vr la vitesse de Z par rapport au fluide. Nous Γaίfecterons d'un
indice pour les etats Y0 et Yv La relation (9.7) peut s'ecrire:

1° Considerons d'abord ^n cΛoc rapide (0 < ̂  < α0). D'apres (20.4),
on a:

vj>v$, vξ>v£.

De la relation (20.1) il resulte que P(l) est positif avant le choc, negatif
apres et d'apres (9.4) il en est de meme pour Π(yΣ}. On en deduit:

nJ? ̂  ^MR »<Σ ^ q,MRvo > vo > vι < vι

2° Considerons maintenant un choc lent (αx < α0 < 0). D'apres
(20.4), on a:

vξ < v$ , vf < vf
12*
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α etant negatif avant comme apres le choc, il resulte de (20.1) que P(l)

est negatif avant le choc, positif apres. On en deduit de meme

Nous pouvons resumer les resultats de cette etude dans Γenonce suivant :

Theoreme. Sous les hypotheses de compressibilite (H^, (H2), les vitesses

VQ et vf par rapport au fluide d'une onde de choc magnetohydrodynamique

respectivement avant et apres le choc verifient les inegalites suivantes.

1. Pour un choc rapide

vf < vξ < v^R . (20.5)

2. Pour un choc lent

V™L < V$ < V$ < vffR , vf < VML <VA < VMR . (20.6)

oύ ίnterviennent les vitesses magnetosoniques lentes et rapides et les vitesses

d'Alfven avant et apres le choc.

Considerons le cas de I'hydrodynamique relativiste h@ = 0. II n'y a pas

de choc lent et Γon a VA = 0, VML = 0, VMR = v. Les inegalites (20.5) con-

duisent dans ce cas aux inegalites classiques (voir ISRAEL [3]).

c) Je demontrerai ailleurs que dans le voisinage de F0:

' (Q = v -3μc^τ;>o).8 - ̂
L'accroissement d'entropie est ainsi du 3° ordre par rapport a la puissance

du choc (pl - pQ) [9].
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