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Abstraet. In this paper we construct rigorously, without any averaging scheme,
an hyperbolic metric

1 1
925 (@ ©@) = Jup@) + - Gap(@ 09) + o5 Gap(@ 0) (1)

where x is a point of the space-time V,, ¢ a scalar function on ¥, (the “‘phase”)
and w a great parameter (the ‘‘frequency”). This metric is an approximate solution
of Einstein’s equations: it verifies

Bop=0(0™), @)
3« s and its derivatives, g}a g and 5‘, p being bounded, the first and second derivatives
of g}a B 30, 3 of order respectively 0(w) and 0(w?).

We first show that the Ricci tensor of (1) stays bounded (when w increases),
with a perturbation g;,, g physically significant, if and only if ¢ verifies the charac-
teristic equation of the back-ground metric and &a p four algebraic, linear relations,
(5.7) and (5.8) in radiative coordinates z° = ¢.

We show afterwards that (1) satisfies (2) if g}“ p satisfies ordinary differential
first order equations (which take a very simple form in radiative coordinates) along
the rays of the background, the preceding algebraic relations can be considered as
““initial conditions” if the Ricci tensor of the background is of the radiative form

0

Rap(g2) = 192 005 9 - ®)
It is possible to find '(;“p and ;a s with the required conditions of boundedness

only if

T>0.

We apply the results to the Vaydya metric(13.1) and show that, by an oscillatory
perturbation of this metric one can satisfy Einstein’s equations (to the order w—1?)
if the coefficient m usually interpreted as the mass is a decreasing function of

@ = u, which gives, in this context, a proof of the loss of mass by gravitational
radiation.

Introduction

Nous nous proposons dans cet article d’utiliser pour I’étude de solu-
tions radiatives des équations d’Einstein? une méthode générale de con-
struction d’ondes asymptotiques et d’ondes approchées, dérivée de la

1 Nous construisons ici des solutions (approchées) des équations du vide,
c’est-a-dire des géons gravitationnels au sens de J. A. WHEELER [3]. Une méthode
analogue pourrait étre utilisée pour des équations des milieux matériels.
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méthode W.K.B., généralisée aux systémes d’équations aux dérivées
partielles linéaires par Lax [13], Lupwic [14], GArpING, KOTAKE et
LeraY [2], et que nous avons étendue aux équations non linéaires dans
[1]. Nous avons déja indiqué dans [1] une application possible de cette
méthode & la recherche de solutions rapidement oscillatoires des équa-
tions d’Einstein et cette application a été développée et approfondie par
GomEs [8], en utilisant des coordonnées harmoniques et en cherchant
une solution somme d’une métrique de base et d’un terme petit, mais
rapidement oscillatoire, fournissant & la courbure de 1’espace temps une
contribution de I’ordre de grandeur de la courbure de la métrique de base.

Dans cet article? conformément aux idées de BrRruL and HARTLE [4)]
. N s 0

et de IsaacsoN [5], nous ajoutons & la métrique de base g un terme

. . . .11 P -y
petit, rapidement oscﬂla,tou'e;g, o grand, dont les dérivées premiéres
(et non les dérivées secondes) sont de ’ordre de grandeur de la métrique
de base et de ses dérivées.

Dans la premiére partie, aprés avoir donné les notations et définitions
nécessaires, nous montrons que la métrique ¢ admet une partie significa-
tive, invariante par des changements de coordonnées oscillatoires conser-

vant la métrique de base, et une partie qui peut &tre rendue arbitraire
par ces transformations.

Dans la deuxiéme partie, sans utiliser aucun artifice de moyennisa-
tion de certains termes, nous obtenons un systéme exact d’équations

différentielles exprimant que la métrique go—&-%g} est solution, & des

termes en 1/w prés, des équations d’Einstein: en calculant le tenseur
de Ricei R de cette métrique sous la forme

-1 0 g1
R=wR+R+-_R+---
-1 0
et en annulant R et R. Nous montrons que ces équations sont équi-
valentes & un systéme de quatre «conditions initialesy (algébriques) pour

la partie physiquement significative de la métrique g} et & des équations
différentielles ordinaires exprimant la propagation le long des rayons

gravitationnels de cette partie significative, la métrique de base 3, qui
était & priori arbitraire, étant astreinte & quatre conditions algébriques
portant sur son tenseur de Ricei, vérifiées en particulier si celui-ci est
de la forme radiative:

R.p=7l,1s (1)

(Z,, vecteur isotrope, 7 scalaire quelconque).

2 Nous n’utilisons pas ici, les coordonnées harmoniques.
2 Commun., math, Phys.,Vol. 12
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Dans la troisiéme partie nous étudions les conditions pour qu’une
. 0, 11 . . o L ‘o
métrique g +—~g solution des équations différentielles précédemment

obtenues soit effectivement une solution approchée des équations d’Ein-
stein c¢’est-a-dire que son tenseur de Ricci vérifie une inégalité de la forme

!Raﬁl = Mo

ot M est une constante. Nous obtenons, pour la vérification de cette
propriété des conditions nécessaires et suffisantes qui sont que R,z soit

de la forme (1), que 7 soit une fonction non nulle (si g1 n’est pas nul
strictement positive.

Ce dernier résultat, physiquement trés satisfaisant, exprime la perte
d’énergie par radiation gravitationnelle, en particulier le fait que le
scalaire interprété comme masse dans les solutions classiques (solution
de Vaydya par exemple) décroit par cette radiation.

1. Definitions et generalités

1. Ondes asymptotiques
La méthode W.K.B. consiste en la recherche de solutions d’une équa-
tion différentielle de la forme A4ef® ol A est une amplitude lentement
variable et @ une phase, rapidement oscillatoire. On généralise? cette
méthode & un systéme de N équations aux dérivées partielles aux
inconnues f,
Ly(f)=0, s,t=1,...,N (1.1)

sur une variété différentiable V,, de point courant x, en cherchant f, sous
forme d’une série formelle? de puissances négatives d’'un parameétre w qui
sera considéré comme grand (w sera interprété comme fréquence)

© q
ft(m,w?’): Z;w-qftow(p, (12)
q=

U
ou ¢ est une fonction scalaire sur V,, nommée phase, et ol les f, sont
des fonctions de « € V,, et d’'un paramétre numérique réel &; on a posé
d’autre part

q q q
fowp={fie 8, ~fiw 0p). (13)

En reportant formellement 1.2 dans 1.1 on trouve un développement

formel:

q
Lit)= X w*Fowg
g=—n
3 CfLax[13],Lupwic [14], GarDING-KoTARE-LERAY [2], CHOQUET-BRUHAT[1].
4 (C’est-a-dire que nous ne nous préoccupons pas ici de la convergence de cette
série.
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q »
ou les F'; sont (par Pintermédiaire des f; et de leurs dérivées partielles)
des fonctions de = et de &.
Nous dirons, avec J. LERAY, que la série formelle 1.2 est une onde
asymptotique pour le systéme d’équations (1.1) si
q
F (x, &) =0, quels que soient x, § et q .

2. Ondes approchées. Cas des équations d’Einstein
La somme finie

r q
felw, o) = Z;w""fto o
q=

sera dite une onde approchée d’ordre p, dans le domaine 2 C V,, si, pour
tout x € Q2

|Ls(f))] = Mw—?, quelque soit &
ou M est une constante.

Nous appliquerons la méthode indiquée & la recherche de solutions
radiatives approchées’ des équations d’Einstein du vide®

'RacﬁE aAFiB - axf'ﬁl -+ Fiﬁ‘l—‘}f; - F:}.Ff}ﬂ =0 (21)
sous forme d’'un développement limité

0 11 1 2
gl/t(x? 4] (P) = gl,u(x) + “w—gl‘u(x> CO(P) + “w? gly(x> ) (p) (22)

ol g(])l  dite métrique de base, ne vérifie pas d’autre condition a priori que
d’étre une métrique hyperbolique normale, suffisamment différentiable.
Désignons par

0 11 1 2
g =g @) + g (@ 0 g) + o g o) + (2.3)
les élements de la matrice inverse de g,,, définis par

gly Jra = 6Z
c’est-a-dire

g?’“‘ g(]),w = 0¥, 5’4‘ est la matrice inverse de 5,1 u

91'1” 8lcx+ {?}'" 5“: =0, clesta dire {;iﬂ - glzguﬁg}“ﬁ
: (2.4)

p 0 ¢—1 1 p—2 2

I 1o+ 9 Gaut 9 Gra=0

qui détermine par récurrence 5@ en fonction de 5,1 wq=0,1,2

5 La méthode peut aussi fournir (cf [1], [8]) des ondes asymptotiques, mais la
recherche d’ondes approchées d’ordre > 1 s’avére comme difficile (et peut-etre
impossible, du moins au sens précédent, phénomeéne & rapprocher de la non éxis-
tence de solutions périodiques des équations d’Einstein (c¢f PAPAPETRON).

¢ La méme méthode permettrait de rechercher de telles solutions & I'intérieur
de la matiére. Nous nous bornons ici au cas du vide pour simplifier I'’exposé.

2‘
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Le développement (2.3) est convergent dés que o est assez grand
(g“‘ est une fraction rationnelle, & dénominateur non nul, de 5,1 ,,) st les
fonctions gqlp(x, &) sont des fonctions bornées de x, £. Nous chercherons

toujours des fonctions 5 1u(@, &) possédant cette propriété, nécessaire pour
que les termes de (2.2) aient effectivement I’ordre de grandeur des puis-
sances de o qui les multiplient.

La dérivation (2.3) donne

= 0 1, 1 1 1
aaglyza«gly+gl,unaz’{_»&;aocgl,u—i_ glun + a gi.,u (25)

ol on a posé

3gau(®, 0 p(x))
ox*

gac gl,u (iU, w (77) =
Ny = aa(p

r 991,(, §)
T2u=\""08  Je=wop

4 , &
T

on déduit de (2.5) et (2.3) le développement des symboles de Cristoffel
I,

et

I, Fg,,,+ I’aﬁ+-1’aﬁ+ (2.6)
avec

’ 1 1’
I’éﬁ = ﬂﬁ"" 2 g (gﬂu 7y + g;ynﬂ - guﬁny)

ol on désigne par I'?; les symboles de Cristoffel de la métrique de base g?l u

1
1 2 2 2
Tlp= g (T 00+ G — )

1 1
+59 2” (3 gﬂu“l"aﬂgan augaﬁ)
1 0
+ 5 g (a Gou -+ O Gy — 3u9«ﬁ)

11 1, 1, 1,
+ E‘gll‘ (gﬂu Ny + JauTp — Gup n,u) .
Du développement (2.6) on déduit le développement du tenseur de Ricei

-1
1
Rﬂ—wRaﬁ—l—R“ﬁ-l- Raﬁ"‘"

Conformément & nos définitions la métrique g, sera onde approchée
-1
d’ordre zero si R,g=0 (et R,z borné), onde approchée d’ordre 1 si
-1
R,s=0et Raﬁ =0 (et w R,z borné).
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3. Invariances par changement de coordonnées

Un changement de coordonnées oscillatoire de phase @ et fréquence
w, et conservant le premier terme (métrique de base) du développement
limité est de la forme

- 1
p— xa:_i__ _zo_z_,suo((x’ w(p) (3.1)
en effet on a:
kol " 1 ., 1 «
ol on a posé
ng =g

‘o dyp*(x, &) (3.3)
¥ (x’ww):{%ﬁ}skww'

D’ou le développement de la métrique g dans les nouvelles coordonnées

~ 9 11 12

9up = Jap+ o Gup Ty Gup+ " (3.4)
avec

9 0

Jup = Jap

1 (3.5)
1 1 o, o,
Jup = Jup + (g.,,, YEngt+gp Y- nu)

On déduit de (3.5) que, pour une phase ¢ donnée les composantes,
en chaque point, de la partie principale radiative 51 « prises dans le 3-plan
tangent & la sous variété ¢ = C'* passant par ce point, ont seules une
signification physique intrinséque, étant seules invariantes par le chan-
gement de coordonnées.

Les composantes du tenseur de Ricci dans les nouvelles coordonnées
sont d’autre part:

1 ’ !’ r
-Rocﬂ = Raﬂ + o (Ra/t Y g+ Lig, p ng) + -0
c’est-a-dire que I'on a:

~1 -1
Raﬁ = R“ﬁ

0 0 —~1 -1
Rcﬂ = Ruﬁ+ (‘R“ﬂ 7lﬁ+ Rﬁ”na) 1/)//‘ .
-1

On en déduit que les équations R,z = 0 d’une part, 'ensemble des équa-
~1 0

tions R, 5 = 0 et R, = 0 d’autre part, sont invariantes par le changement
de coordonnées (3.1).

II. Conditions algébriques et différentiellcs
4. Ondes approchées d’ordre zéro

On a par un simple calcul d’identification:

-1 0 0
Rocﬁ: F;f»}nz—'l_‘é%na.
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D’ou P’équation des ondes approchées d’ordre zéro:

- 10 1,, 1,, 1, 1,
R,p= 5 g {(gau ng -+ ghu na) Ny — G5 Ma Mg — G Nz ny} =0 (4.1)

ou on a posé
1,, 92 1
Jan =~ {7&7 g/'l.,u(x, E)}§=m¢ .

’ : . . s 0
Les équations (4.1) se présentent, quelle que soit la métrique g,,,,
comme un systéme de 10 équations linéaires homogénes aux 10 inconnues

Jup: on vérifie aisément que ces équations, analogues & celles que I'on
trouve dans ’étude des chocs gravitationnels, ne sont pas indépendantes.
Deux cas sont & distinguer:

1°) ((/)"“ nym, - 0. (4.2)
La solution générale des équations (4.1), dans les &j{”, est alors

g = 0,m,+ 0,m, (4.3)

ol 0, (x, w @) est un vecteur covariant arbitraire.
Il résulte du § 5 que le changement de coordonnées

~ 1 1o oaz
=3+ Y@, o), y't=-—g*0,
. . 1, 1
annule g};'#. 11 est clair d’autre part que si éa . est nul g, ne pourra pas

&tre borné pour tout & et dépendre effectivement de &.
0 .y . .

Le cas g** n; n, == 0 est donc peu intéressant physiquement, la partie
oscillatoire du champ pouvant étre annulée par un changement de
coordonnées conservant la partie principale.

0

2°) gren, m, =0 (4.4)

c’est-a-dire @ = constante variété caractéristique de I’équation d’onde

. 0
de la métrique g;,.
Les équations (4.1) s’écrivent alors:

—1 10 i, 1,, 1,,

Raﬂ = -‘Z—gl/‘ (gm Ng Ny + G Mo My — G20 Ny nf;) =0, (4.5)
c’est-a-dire:

—1 1

R,p=— 5 (g @;g' + ng D=0 (4.6)

et sont équivalentes aux quatre équations

o’ =0 (4.7)
ol on a posé

1o 1 1
¢zx =9 gl'u (g).,u Ny — Jan nl) . (48)
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D’aprés une remarque déja faite les équations (4.7) entrainent, si 5,1 st
borné pour tout &:

D, =0. (4.9)
On remarque que, si F# désigne le premier membre des conditions
d’harmonicité:

Frm 0= g ) = 0y 5
V__ g 2 g|
avec les formules bien connues
0, 9™ = — "2 9"° 01 0p0

1
TgTa‘]gl =g%70,9.5.

On a, en utilisant les développements (2.1) et (2.3)

0 11
F/I:F#_*_?Fﬂ+ cen
avec
ffw = Fn (go,1 ,,) + @,
Les équations (4.9) expriment donc la conservation des conditions

s, 0 0 11 -
d’harmonicité, quand on remplace g, par g;, + o i D’ou le.

P rhort 0 11 - , .
Théoréme?. La métrique ¢, R 7 vérifie les équations
e . .0 . .
R,;=0 (sans étre équivalente d g, #) 81 et seulement si:

*ry 2 2. . ’ . N4 s 0
1) @ = Cte est variété caractéristique de I'équation d’onde associée d g, .

2) Les condittons d’harmonicité sont les méme, (& des termes en 1jw
11

. 0
prés) pour les métriques g,, et gl” + Gt
. 0 11 L. , .
Une métrique g;, + Gt vérifiant les équations (4.1) sera
effectivement une solution approchée d’ordre zéro si son tenseur de Ricei

est borné pour tout x et tout &, ce qui sera réalisé si ‘((])1 ws 5,1 . (et les termes
suivant du développement limité si on en fait figurer), sont bornés pour
tout x et £ ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres
par rapport & ces variables.

5. Coordonnées radiatives
Nous appellerons coordonnées radiatives des coordonnées telles que
20 soit définie par:
2= g@(x), donc ny=1, =n;,=0. (5.1)
Ce choix est toujours possible localement.

7 On voit, qu’a cet ordre, aucune restriction n’est imposée & la métrique de
0
base ¢3.
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La condition pour ¢ d’étre surface d’onde de la métrique de base

0 . .
g1, 8¢ traduit dans ces coordonnées par:

g0 =0. (5.2)

La partie significative du terme oscillatoire g}xﬁ est
1 ..
gii s ,7=12,3.
Les équations (4.1) s’écrivent:
-1

R;;=0, (5.3)

—1

Ros=5n/gj=0 (5.4)

. 1o, _

Ryp= — 9 g”g” 0 (5.5)
ol on a posé n* = g0‘# n,, ¢’est-a-dire

=0, ni=gi. (5.6)

Les quatre équations (5.3) sont, en coordonnées radiatives, les quatre
conditions pour que l'on ait une onde approchée d’ordre zéro, néces-
saires et suffisantes®, moyennant les conditions de finitude énoncées a la
fin du paragraphe précédent. Ces derniéres conditions entrainent que
Pon déduit des équations (5.3)

%mﬁ“=o (5.7)
1
— 5§ g =0 (5.8)

multipliant (5.7) par n* donne, compte tenu de (5.2) et (5.8)
0.
Done ¢ = C* est aussi variété caractéristique & la deuxiéme approxima-
tion?®.
6. Ondes approchées d’ordre 1

-1
Cherchons maintenant & vérifier, outre les équations B, ; = 0, les équa-

0

tions R,5= 0. On a:
0 1 0 0 0
RM:FM%; rmn —‘—8,1]#—8 Fﬁ; r]_':}ﬁrf“"’]"fﬂ.lg"u

8 Ce ne sont donec pas ici des conditions de coordonnées comme elles apparaissent
dans d’autres travaux.

9 Les surfaces d’onde gravitationnelles sont des surfaces d’onde ‘‘exception-
nelles” au sens de LaX et BorLLAT.
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d’olt on déduit si #tny = 0

0 1 04 (204 2y 2, P
R, E?g” Gon g Mg+ Gh M Wi — Jap N Np +Hp=0 6.1

ol #, 5 est la somme des termes suivants

Houp=Top+ g+ T, 5+ TV, 5+ V,p

11 1 1, 1
L= 5g* (g;'” Ng Ny 4 G5 Mo Mg — o Mg nﬁ)

V4

(termes en g;’”)
1, 10 1, 1, 1, 1,
IIo:/S = — nl al Jap + _2_gl;¢ (al Jap nﬂ + al IBu Ny — aa Jau ng — aﬁ Jop 71’1)
1 1, 1,
+gnt (ao: gip+ Op 9}.«)
(termes en dérivées 0, ;; ,1)

11, 1 1, 1, 1
I af = + —g An {(g;ﬂnﬂ+ g,B[L ntx) ) — Jrp Mo Mg — g;ﬁ n, n[l}
1 0o 1, (1 1
+ g 9% oo (9,’“ Ny + s 77‘/3)
1o o (1, 1, 1, 1, o1, 1, )
-'—Z“g’ gQ gg/l.’na_*“gazung*gzxeny g/Ivnﬁ’f'gﬁv'n}.—gﬁlnvl

(termes quadratiques en g}; ﬂ)

IVaﬁ:: {_ nzl—”‘ ‘5‘”“90”(11«»7?5 T [‘lo :z)fgl/z

1o
R MWNV nﬂ‘L“gﬁ#(l“VAn +mlpu 'gn}FH )
= ~ 0, ~ 11, =
+ —fga_u( M Ving+ g, — g°* ry, nﬁ) — 5 9ap Vo
V,p= R, (R, tenseur de Ricci de la métrique de base).

Les équations (6.1) sont 10 équations linéaires en les g;,,, non homo-
génes. Les parties homogénes (identiques aux premiers membres des
, . . 1 2 .oy
équations (4.5) aprés remplacement de g;; par gi’ﬂ) sont non indépen-
dantes: les parties non homogénes doivent done, pour que les équations
(6.1) puissent étre satisfaites, vérifier les mémes identités (qui sont au
nombre de 6). Dans les coordonnées radiatives, n, = 62, les parties
homogénes en g}, sont identiquement nulles pour «, # = 1, j, arbitraires
si o ou f = 0. Les équations & vérifier par les parties indépendantes de

?;;'u sont done:
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7. Propagation le long des rayons

0
On constate que, en coordonnées radiatives, R;; se réduit a

0 1, 1 1, 1, 11, 1,
Bij=—n"0,g;;+5n" (ai gnj + 05 ghi) —59°g:;

1 1, 1 11, 5 ~. 1 1 0, 1

+ Wt g gl — 5 94 Vant — w Thghe + 5 159" gim (1.1)
1 = 1 1 0 1 1 0,1 =

=5 [0 n* gjn — ‘ffgzglmgjlm + ?Ff'lgw Grj+ By =0

. . . 1 .,
expression qui ne contient que g;; et ses dérivées par rapport aux a* les

gllao n’y figurent pas (non plus que les é,’;) Compte tenu des relations
nécessaires (5.7) et (5.8) les équations (7.1) prennent la forme remar-
quablement simple0

0 (7 1/ r T )
R = —aV,gl;— 5 9i; Vot + Ry =0 (7.2)
oll on a posé:
17 1, 1, Aoy o)y
1915 = 00955 — Lhigin— higia
c’est-a-dire que l?h est calculé formellement avec les symboles de Christof-
fel I'%;, & Pexclusion de ceux présentant un indice zéro.
Les équations (7.2) sont des équations différentielles ordinaires pour

1 . . , . . .
les g{;, la dérivation étant prise dans la direction du vecteur »*, vecteur
tangent au rayon sur la surface d’onde ¢ = C*.

8. Interprétation des conditions d’ordre zéro comme conditions initiales
Les équations (5.7), (5.8) et (7.2) sont des conditions nécessaires que

doivent vérifiier les g}“ pour fournir une onde approchée d’ordre 1.
Montrons que la vérification des équations (7.2) dans I'espace temps et
des équations (5.7), (5.8) seulement sur une hypersurface initiale trans-
verse aux rayons (trajectoires du champ de vecteurs n*) entraine la
vérification de ces derniéres équations dans I'espace temps?? si le tenseur
de Ricci de la métrique de base vérifie les conditions

W R;,;=0, (8.1)
giR,;=0. (8.2)

10 Rappelons que, en coordonnées radiatives, I’ = V; n;.

u 7] serait intéressant d’étudier la signification intrinséque de cette opération,
analogue & la dérivation transverse de Cattaneo, mais pour une direction isotrope.

12 Du moins tant que le processus suit une évolution réguliére. Le probléme
des caustiques n’est pas envisagé ici.
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On déduit alors en effet de (7.2)

o~ 1, 1 .1,
=i Vg — 5 gy Vint =0
qui s’écrit
= (.1, 1 .1, =
— ¥, (n’ gij) ——5nig; V,n*=0 (8.3)
compte tenu du fait que l~7hn9' = ,n puisque n° = 0.
On trouve d’autre part, compte tenu de (7.2)
0 0,..1 . 1o..1, =
g Ry = nhd, (g“ 91{7’) + 20t Dioni gi; — 5 9 i Van* = 0. (8.4)
Les équations (8.3) et (8.4) sont quatre équations différentielles
ordinaires (dérivation dans la direction des rayons) pour les quatre
1, 1 ) s , , .
quantités »f 5111'1' et g” g:5, d’olt le résultat annoncé pour ces quantités,

1 0.1 . T
done pour 77 g,; et g¢7 g,; pour des raisons déja indiquées.

9. Intégration des équations de propagation

Le systéme d’équations différentielles linéaires est de la forme
aU
dt

— A(2) U + B(x) (9.1)

ou U = U(x, §) est une inconnue vectorielle, de composantes 5;] (x, &),
A (x) une matrice et B(x) a pour composantes R,;(x), la dérivation d/d¢
dans la direction du vecteur n* est définie par

d 5 0
dar = g

le point « dans (9.1) est une fonction de ¢ définie par intégration du
systéme différentiel bicaractéristique

dat
e dt=>a=2a(,y) (9.2)

ou y désigne un point d’une variété initiale S non tangente au vecteur n*:

La solution générale de (9.1) est, sur le rayon issu du point y, pour la
valeur ¢ du parameétre sur ce rayon:

ol
t
D(t,y) =exp [ A(x(r, y))dr,
0
t
Y, y)= [ B(x(r, y) Pz, y) dt
0

et @ (y, £) est une fonction arbitraire, valeur initiale de U pour S:

U0,y,8)=01(,¢). (9.4)



28 Y. CHOQUET-BRUHAT:

On déduit de U I'expression de ¥V, de composantes g}”:

Vt,y, &) = Pt y) Pt y) E+ P y) x(y, ) (9.5)
ol x(y, &) est une primitive de @ (y, &) par rapport a &. L’expression de
g}i (@, &), c’est & dire de V (, &) se déduit de V (¢, y, &) par le changement
de variables inverse de
Gy -2y, yes (9.6)
qui existe, au moins dans un voisinage de S, et donne les paramétres
(¢, y) d'un point de l’espace temps en fonction de ce point: ¢ = t(x),
y=y@. L
On voit alors sur (9.5) que g;;(x, &) ne pourra étre borné pour tout &
(condition que nous avons demandée & une onde approchée) que si
¥ = (0, ¢’est-a-dire si, en coordonnées radiatives

‘Ri]' = 0 . (9.7)
Autrement dit si, en coordonnées quelconques, Rx g est de la forme

I_B,Zﬁ = M,Ng -+ MMy
ou m, est un vecteur quelconque, et n, = d, ¢.
Remarque. Les conditions (9.7) entrainent les conditions (8.1) et (8.2).
En résumé nous avons montré le 1

Théoréme. Pour que, en coordonnées radiatives, les équations R,g= 0
0

. Yy 1 ; £ 1
et R;; = 0 sotent vérifiées avec des g;;(x, &) bornés pour tout & (les Gxo

sont arbitmires) ©l est nécessaire et suffisant que.
1) La métrique de base vérifie les conditions,

Rij=0.

2) les g}, ; vérifient les équations différentielles (7.2) de propagation le
long des rayons,

1 . .. L

3) les g;; vérifient les quatre conditions initiales (5.7) et (5.8) sur une
variété initiale transverse aux rayons, et sont réguliers (de classe C*) sur
cette variété.

1 . I s
Les g,; dépendent donc de deux fonctions arbitraires sur cette variété
initiale:’onde gravitationnelle ainsi définie a deux modes indépendantsi®.

II1. Perte d’énergie par radiation gravitationelle
10. Forme radiative du tenseur de Ricci R, 8
Les é” satisfaisant aux hypothéses du théoréme précédent, il est

toujours possible de déterminer les g,; de maniére & vérifier les quatre

0
, . . __ 1
équations restantes R, = 0, avec un choix arbitraire des g¢,,. Cependant

13 Résultat en accord avec celui obtenu dans des cadres différents par d’autres
auteurs.
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. . . , . 2 ,
il ne sera pas toujours possible de déterminer des g;; bornés pour tout &,

ce qui est nécessaire pour avoir effectivement une onde approchée. Les
0

équations Ry, = 0 s’écrivent en effet si les conditions (5.7) et (5.8) sont

ey 1. .1 . .
vérifiées | on remarque alors que g®/=nintq,,, donc est proportionnel 477 :

o 1 .2, 1 A 1, o 1 Lo, p L
Ryy=5nigij—5n <Vj oi+ Vi 907‘)?97” Vi gij (10.1)
+Roi: 0

~ 1 1, 1,
(a,vec Vigoi = 0ng6: — fiigoz)Q ) .
pour qu’il existe des fonctions!* g, et g;; bornées pour tout &, satis-

faisant les équations (10.1), les g}” étant connus, bornés, il faut et il
suffit que (rappelons que R,; ne dépend pas de &)

Ry;=0. (10.2)
Pour que, de plus, {i ; puisse étre trouvé borné il suffit que, en outre,
f}i ; et g}oi admettent des primitives bornées par rapport a &.

Les équations (10.2) s’écrivent en coordonnées quelconques, compte
tenu des conditions précédentes

R.p=tn,mg (10.3)

considérée habituellement comme représentant une radiation électro-
magnétique pure.

11. Perte d’énergie par radiation gravitationelle
0
Considérons enfin la derniére équation R,y = 0: on trouve, sous les
0
mémes hypothéses que dans le calcul de R,;:
0 lo.2, 1/ 1\ 11,1,
Rooa—gg”gu—z(g”gu) 599 (L)
Otm o [, 31 Ly, o i F '
+ 9"+ Vigom + 5 900 Van' 4 Byy=0.

On déduit de I’équation (11.1), par intégration par rapport & &:

1o0,.2 1 /1.1 YV 0, ~1 11 S
‘“—2‘9”%*?(9”%;‘) + 9" Vigom +5 goo Vi
1 £, _ (11.2)
+ J 9% gi;d5+ ERgy=c.
a

On a toujours (cf. 2.4)
1,..1
g'7g;=0.
14 Ces inconnues sont évidemment surabondantes: on a vu que I'on pouvait
par exemple prendre g}of = 0 sans restreindre la généralité physique de la solution.
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On déduit donc de I'équation (11.2) que !]a p et g,] ne peuvent pas étre
bornés pour tout & si By, < 0, on a donc nécessairement B, = 0.

11 existe plusieurs maniéres de voir que le cas Ry, = 0 est & éliminer
si Pon veut avoir une partie oscillatoire significative non nulle:

1°) On remarque que le cas R,,=0 implique que lintégrale
1,..1, , - / .
f g’“g}ijdé' est bornée, donc en particulier que .(}iy' tend vers zérol®

a
quand & augmente indéfiniment, ce qui est, dans notre étude une solution
peu satisfaisante.

2°) Si g}w est a primitive bornée (condition vérifiée d’apres le § 10
par 501. on voit, en intégrant par rapport & & que 52-,- ne peut étre borné

- &
que si By >0 (une primitive de [ 5’” S}z'; d & étant toujours infiniment
a
.1,
grande négative si g;; & O) .
3°) On a vu que les quantités g}w peuvent étre ¢liminées par chan-
gementde coordonnées; sil’on fait g}“o = 0 dans (11.1) il vient
0 Lo.2, 1 11,01, =
Byo=—5979i;—% (J ngj) T3 99+ Bop =0
qui implique, si gi ;et g,- ; sont bornés ainsi que leurs dérivées:
Ryo>0. (11.3)
D’ou finalement.

Conclusion. Pour que les équations d’Einstein admettent une onde
approchée oscillatoire d’ordre 1 de la forme (2.2) ¢l faut que la métrique de
base soit telle que _

Rxﬁ = TN,Ng, 7>0. (114)

Remarque. Le facteur v précédent représente la perte d’énergie par
la radiation gravitationnelle due & la partie oscillatoire de la métrique.

12. Intégration des équations
La condition (11.3) est une condition nécessaire pour qu’existent

éi is 5, ; bornés pour tout &. Une condition suffisante [la condition (10.3)

étant réalisée] est que la somme des deux termes
11,..1, —
197915+ Boo (12.1)
admette une primitive seconde bornée, c’est-d-dire qu’il existe un
nombre positif M tel que
&

1 1,..1, L8 .
T f (9 I gij)5=,] E—mdy+ 5 By=M (12.2)
0

15 Puisqu’on I’a supposé uniformément continu (g;; uniformément borné).
2]
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qui implique

— . 1 £ 1,51
Rog=— Jim i [ (00 05)ecnG—man  a23)
les 5;} devant satisfaire aux conditions imposées dans les paragraphes
précédents on voit que E,, ne pourra pas étre quelconque. L’inégalité
(12.2) implique une équation reliant la métrique de base & la perturbation
oscillatoire qui doit permettre le calcul de la perte d’énergie par radia-
tion?s,
En particulier si 52~ ; est de la forme
1

gi5 = a;;(2) (&)
on devra avoir

Ry, = Aa*’aij, A nombre réel.

Nous allons traiter, comme d’autres auteurs avant nous ([3—5]) le
cas d’'une métrique de base & symétrie sphérique. Notre méthode permet
en prenant pour métrique de base la métrique radiative de Vaidya de
donner une construction exacte et compléte des perturbations oscilla-
toires se propageant suivant les trajectoires orthogonales des orbites du
groupe d’isométrie, ces perturbations ne posséderont pas la symétrie
sphérique, résultat prévisible (en liaison avec le théoréme de Birkhoff).

13. Perturbation oscillatoire de la métrique de Vaidya
Prenons pour métrique de base la métrique de Vaidya, & symetrie
sphérique, en coordonnées radiatives
ds® — (1 — 2”—3‘“’—) dut 4 2dudr — 12(d0° + sin?0dg?)  (13.1)

nous poserons
W=u, at=r, at=0, B=vy

Les variétés a® = C' sont des surfaces d’onde de la métrique, qui est
écrite en coordonnées radiatives. Le tenseur de Ricei de (13.1) est:

R,p=1tn,mg, m,=07, (13.2)
2 d
= — 72_% (13.3)

si m est constant, T = 0, (13.1) est la métrique de Schwarzschild que
Pon met sous sa forme usuelle par le changement de variables

u=1%t—1r—2mlog(r—2m).
Cherchens une perturbation de la forme

11 1 2 1
“a‘)"gii'l"ﬁgii (avecgo°‘=0)_ (13.4)

16 A relier sans doute & la “‘news function” de Bondi.
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On a ici
m=1, nd=0, A4=23. (13.5)
Les conditions (5.7), (5.8) se réduisent donc a
gi;=0, (13.6)
0,51 1 /1 1 1
g7 gap=— & (922 + Snzg 93] = 0. (13.7)

Aprés calcul de la connexion correspondant a la métrique (13.1) on
trouve pour les équations (7.2)

~ 11 11
VlgAB+ 9AB~519AB~ S Jap="0

d’ou??

1

gap=r1y4580, p,u, &). (13.8)
Posons

Ver =0, Yag=1F
les équations (13.7) seront vérifiées si et seulement si

Va3 = — a sin?0 . (13.9)

0
On trouve en calculant R,; et 1’égalant & zéro

> _ 12,

R0157911~0:

0 1¢e, 1 , , cosl

Roa= 5 4 — 5 (90’ + g o + 2o S0g) =0, (13.10)
1z¢,

0 cosf
Ry =5 61+ 35 (~ %' + %0 — g ) = 0
o et f§ étant choisis arbitrairement, bornés ainsi que leurs primitives par

rapport & &, & et B, les équations (13.10) déterminent ;{',

511 =0,
912 : (az&-l—*sﬁ%(;a B+ 24 :;Tg) (13.11)
o= (a8 2,2+ 55 B)

Puis, pour 1%00:

(13.12)

17 La forme (13.8), (13.9) que nous trouvons pour la perturbation g} coincides
avec celle obtenue par Isaacson en appliquant la méthode W.K.B. aux équations
linéarisées, mais le fait que nous avons, ici, appliqué cette méthode aux équations

A 1 . . .
elles-mémes imposent aux y 4 p d’autres restrictions que nous allons voir par la suite.
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On pourra trouver des 51‘5 bornés vérifiant (13.12) s’il existe une
fonction f(u, 0, ¢ &) bornée telle que

= (“'2 I iii”_) i (13.13)

sin%0 du

Des examples de solutions donnant des 5, ; bornés [compte tenu de
(13.11)] sont:

1°) oo =g(u)cos&sinh, [ =g(u)singsinf cosl
avec
dm

@) ==
Alors

2 3 .
g12=--g(w)sin& cosO,

9213 = — —21;9(@0 cos& (3 cos20 + 1)

et on peut prendre

Jip=0, A, B=23.

2°) Un autre exemple de solution est
f=g)sn0hr(E), o=0
h(&) fonction oscillatoire bornée ainsi que sa primitive A(&) et ses

dérivées, et

(gu))2= — —}1—%%« , Anombre réel >0.

Alors
2 2 2
G12=0, gI3=—Tg(u)wﬁﬁ(§)

et on peut prendre 3 45="0 & condition que A vérifie 'équation différen-
tielle
P&+ (W (&) —42=0. (13.14)

Les solutions 1°) et 2°) ne sont évidemment pas & symétrie sphérique,
ni axiale. On montre aisément que I’on ne peut pas trouver des solutions
de (13.10) et (13.12), satisfaisant aux conditions requises de finitude,
possédant une telle symétrie, par les considérations suivantes:

a) On ne peut pas avoir = 0; (13.13) entrainerait alors o« = «(u, &),
ce qui est incompatible avec 312 borné pour tout 0: une telle solution ne
pourrait étre valable que dans un secteur 0 <e¢ < 0 < 7w — &.

b) On ne peut pas avoir 512 =0et g213 = 0, car les équations (13.10)
donneraient alors Iexistence d’une fonction y (u, 0, @, &) telle que

asin?f =0z, f=—0y7
y satisfaisant &
sin00,(sin00,y) + 054y = 0 (13.15)

3 Commun, math. Phys.,Vol. 12
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et on montre par exemple, en cherchant y sous forme d’un développement
en série de Fourier, que (13.15) n’a pas de solution périodique réguliére
en 0 et ¢.

Remarque importante. Les perturbations gi ; et 5, ; On un comportement
a UVinfini (r — oo) déterminé:
on constate que, dans les coordonnées r, x4

1 1
g1:=0,  gap=0() (13.16)
gan="0(1) (13.17)
2
g =20
2 1
g14=0 (-;) . (13.18)
Pour la métrique de base on a, dans les coordonnées envisagées.

0 1 0
7 =0(5). Gan—00)

gr=01), gu—0.
On déduit donc des équations (13.16) et (13.17), (13.18) que les

.1 2 e o 2 . 1
perturbations g;; et g;; tendent vers zéro & U'infini, g;; plus vite que g,;, les
invariants donnant la grandeur de ces perturbations étant respectivement

0.,0.. 1 1 1
glhgjlygiighkz 0 (72_) ’

0.0, 2 2 1
g”‘g““gughk=0(;r)-

14. Tenseur de Riemann

On montre aisément que le tenseur de Riemann de (2.2) est de la

forme
-1 0
Raﬁ,l;t = Ruﬁ,lu + Rocﬁ,/l/,t 4o

out le terme principal

~1

—Ro: I
est de la forme obtenue par LiceNErowICz [7] dans I'étude des dis-
continuités des dérivées secondes des potentiels gravitationnels (et que
P’on retrouve dans les chocs gravitationnels), et par TRAUTMAN dans ses
premiéres études sur le comportement asymptotique. C’est un tenseur de
type N18. La nature du terme suivant, dans un cadre un peu différent,
a été étudiée par GomEs [8].

18 Comme dans I’étude générale de Sacus [19] du développement en série de

puissances de 771,
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