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Abstraet. By Mackey’s method all irreducible unitary representations of those
groups are induced which are the semi-direct products of a 2 mn-dimensional real
vector group & (mn) and L% (m) @ % (n). These groups can be gained by con-
traction from the non-compact groups &% (m, n). The representation spaces are
explicitely constructed in terms of generalized spherical harmonics.

1. Einleitung

In den letzten Jahren haben die unitdren Darstellungen nicht-
kompakter Gruppen in der Theorie der Elementarteilchen zunehmend
an Bedeutung gewonnen. Dabei steht der Gedanke im Vordergrund, die
empirisch bekannten kompakten Symmetriegruppen der Hadronen
durch Aufnahme von Nichtsymmetrie-Elementen derart zu einer nicht-
kompakten Gruppe zu erweitern, dall eine der irreduziblen, unitéren
Darstellungen dieser Gruppe alle zuldssigen Darstellungen der kompakten
Symmetriegruppen zu einem quantenmechanischen Hilbertraum ver-
schmilzt [1—12]. Den Prototyp einer derartigen spektrumerzeugenden
Nichtsymmetriegruppe liefert bekanntlich das Wasserstoffatom: Das
Coulomb-Potential fithrt iiber die Kugelsymmetrie hinaus zur dyna-
mischen Symmetriegruppe #0(4), deren endlichdimensionale Dar-
stellungen durch eine unitére, irreduzible Darstellung der Nichtsymme-
triegruppe F0(4,1) zum Hilbertraum der gebundenen Zustédnde des
nichtrelativistischen H-Atoms verschmolzen werden [13—22].

In der Theorie der Elementarteilchen hat man zunédchst alle die-
jenigen nichtkompakten Gruppen als spektrumerzeugend in Betracht zu
ziehen, welche die Symmetrieelemente als kompakte Untergruppen ent-
halten. Dabei liegt es einmal in Analogie zum H-Atom nahe, die uni-
téren, irreduziblen Darstellungen der zuldssigen nichtkompakten halb-
einfachen klassischen Gruppen zu untersuchen. Als derartige Grundbau-
steine sind in den letzten Jahren z. B. einige Serien unitérer Darstellun-
gen der pseudounitiren Gruppen & % (m, n) konstruiert worden [23—34].
Zum anderen ist zwar der naheliegende Gedanke, die spektrumerzeu-
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gende Gruppe der Hadronen durch Verschmelzung der Poincaré-Gruppe
mit den inneren Symmetriegruppen zu gewinnen, durch eine Reihe von
MiBerfolgen diskreditiert worden (s. z. B. [35]). Immerhin diirfte die
Wignersche Darstellungstheorie der Poincaré-Gruppe zumindest in
formaler Hinsicht bemerkenswerte Ansatzpunkte liefern (vgl. auch [36]).
Im Hinblick darauf konstruieren wir in der vorliegenden Arbeit simtliche
irreduziblen, unitiren Darstellungen derjenigen Gruppen F%’(m, n),
die aus den pseudounitiren Gruppen &% (m, n) dadurch hervorgehen,
daB die Kommutatoren ihrer nichtkompakten Generatoren durch Kon-
traktion zum Verschwinden gebracht werden. %’ (m,n) kann auch
als halbdirektes Produkt einer 2mmn-dimensionalen Translationsgruppe
mit der zu S % (m,n) gehorigen maximalen kompakten Untergruppe
LU (m) & % (n) aufgefalit werden.

Der methodische Vorteil dieser formal wohl einfachsten Erginzung
einer beliebigen unitéren zu einer nichtkompakten Gruppe besteht darin,
daB wir in der Tat sdmtliche irreduziblen, unitdren Darstellungen von
LU (m, n) mittels des von G. W. MackEY entwickelten Induktionsver-
fahrens [37—40] explizit konstruieren kénnen: Zunéchst wird die Menge
der unitdren Darstellungen des abelschen Normalteilers mittels der maxi-
malen kompakten Untergruppe gefasert (Klassifizierung der orbits).
Daraufthin lassen sich die zugehorigen Isotropiegruppen (little groups)
bestimmen, deren irreduzible, unitdre Darstellungen mit Hilfe des
Cartanschen Gewichtskalkiils konstruiert werden. SchlieSlich fithren wir
auf den Fasern ein gegeniiber &% (m)® % (n) invariantes MaB ein,
wobei eine geeignete Teilmenge der beziiglich dieses MaBles quadratisch
integrierbaren Funktionen den induzierten Darstellungsraum bildet, in
dem Kombinationen hoéherdimensionaler Kugelfunktionen (Gegen-
bauersche Polynome) eine Basis aufspannen.

AbschlieBend gehen wir kurz auf die Moglichkeit ein, mittels des Gell-
Mann-Hermann-Verfahrens (GMH-Verfahren [1 und 41, 42]) von den
unitiren &%’ (m, n)-Darstellungen zu denjenigen von &% (m, n) auf-
zusteigen. Es zeigt sich, dafl diese Moglichkeit auf den Fall m = n be-
schrankt ist, wobei die sich ergebende einparametrige Darstellungsschar
die von HERMANN [41] angegebene Darstellung enthélt.

2. Definition der Gruppen S %’ (m, n)

Die Gruppe der (m + »)-dimensionalen, unimodularen, pseudouni-
téren Matrizen! {
FUm,n) = {00 g0 =g, det(T)=1} (2.1a)

1 Die Tilde (~) soll auf die Unimodularitit der Matrizen U hinweisen.
2 E, ist die k-reihige Einheitsmatrix.

mit 2
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hat die maximale kompakte Untergruppe

A (m,n) ={K = U, @ U,|0, cSUm), U, € %(n)} (2.2)
Ferner ist die Matrizenmenge 3
Z (mn) = {X = (21‘ g)‘ x beliebige, komplexe (m X n) Ma,trix)} (2.3)

beziiglich der Matrizenaddition ersichtlich eine reelle, abelsche Lie-
Gruppe der Dimension 2mn. Fithrt man nun in Z (mn) durch

(X, Xa) =5 Sp(X, X)) 2.4)

eine positiv definite Metrik ein, so ist Z (mn) isomorph zur Vektorgruppe
eines 2mmn-dimensionalen, reellen, euklidischen Raumes. Wir definieren
jetzt die Gruppe & %’ (m, n) als halbdirektes Produkt der Gruppen (2.2)
und (2.3):

LU (m,n) =% (mn) X A (m,n). (2.5a)

Die Elemente V € %' (m, n) sind die Matrizenpaare V = (X, K), die
geméf3

ViVy= (Xy, Ky) (X, Kp) = (X; + K, X, K1Y K K) (2.5b)

zu multiplizieren sind, so dafl die Elemente von " (m, n) als bistetige
Automorphismen auf Z (mn) wirken, und Z (mn) isomorph zum Normal-
teiler
(X, D)X €2 (mn)}

von S U’ (m, n) ist.

Wir wollen nun zeigen, dall % (m,n) durch Kontraktion aus
S U (m, n) entsteht. Dazu betrachten wir die zu (2.1) gehorige Lie-
Algebra

au(m, n) = {@latg + g =0, Sp(@) =0}, (2.6)
welche die Cartan-Zerlegung [43]
su(m, n) = £(m,n) ® #(mn) (2.7a)

mit
[ky, kgl C £(m, m), [k, P1CP(mn), [Py, Py]C £(m,n) (2.7D)
hat, wobei
A(m, n) ={k = @, ® u,|¥,, Esx(m), u, €«(n)} (2.7¢)
die Lie-Algebra von X" (m, n) ist und

rin={o- (1
ein zu Z (mn) isomorpher Vektorraum. Fithren wir nun in s#(m, n) eine
einparametrige, umkehrbare, lineare Transformationsschar 4 - A4, gemaf

k,=k fir alle k€ £(m, n)
P,=¢P firalle P¢P(mn)

3 Die Bezeichnung a = b bedeutet, daB a durch b definiert ist.
7*

p beliebige, komplexe (m x n) Matrix} (2.7d)

(2.8a)
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ein, so liefert die Kontraktion

[/IZI’ ﬁ2]’ = sli_l)l“‘l) [(dl)s: (/’Z2)e]s‘1 (2'8b)

die Lie-Algebra 44’ (m,n) mit dem gleichen Vektorraum wie s« (m, n)
und den folgenden Vertauschungsrelationen:

[kl’ kz], = [kl’ kz]; [k> P]’ = [k’ P]’ [Pl: Pz]’ =0. (29)
Das ist aber die zu (2.5) gehorige Lie-Algebra.

3. Mathematische Hilfsmittel
3.1. Die irreduziblen Darstellungen der Gruppen & (mn) und % (n)

3.1.1. Die irreduziblen, unitdren Darstellungen der Vektorgruppe
Z (mmn) lassen sich iiber das sog. SNAG Theorem [44] mittels ihrer Lie-
Algebra & (mn) samtlich auf die folgende Form bringen:

% (P) - {U‘X(P) — exp [%.Sp(PX)] IX ¢ .Q”(mn)} AT

Dabei sind Darstellungen mit verschiedenen P paarweise indquivalent.
3.1.2. Ferner sind die irreduziblen, unitdren Darstellungen der kom-
pakten Gruppe % (n) sémtlich endlichdimensional und jede solche
Darstellung von & % (n) ist einer unitéren dquivalent, die iiberdies voll-
stindig reduzibel ist. Nach Cartan wird aber eine endlichdimensionale,
irreduzible Darstellung von % (n) eindeutig durch ihr dominantes
Gewicht A” charakterisiert, dessen » — 1 Komponenten A, 4,, . . ., 4, _;
nichtnegative, ganze Zahlen sind. Umgekehrt entspricht jedem vorge-
gebenen A" eindeutig eine irreduzible, unitire Darstellung ¢ [45]

U(AY) = {U g, (4|0, € S U ()} (3.2)

Eine Basis des zugehorigen Darstellungsraumes U (A") = {|A")} wird
von den Vektoren

[Ar s, An=1, A2y = | A5 Ay (3.3)

aufgespannt. Dabei ist A* ein Gewicht der Darstellung (3.2), d. h. ein
(n — 1)-dimensionaler Vektor mit ganzzahligen Komponenten. Ferner
sind A1, ..., A% die dominanten Gewichte derjenigen Darstellungen
der Untergruppen L% (n—1),...,LU(2) von S %(n), in deren
Darstellungsrdumen der Vektor (3.3) bei Anwendung des Weylschen Ver-
zweigungssatzes [46] als Basisvektor auftritt. Der Index 4y =1,2,..., N
schlieBlich zdhlt die durch die Quantenzahlsitze (A7, A1, ...,A2)
charakterisierten Basisvektoren ab, deren Anzahl N die Dimension
von U(A") bestimmt.

¢ Das darzustellende Gruppenelement lassen wir hiufig weg.
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Neben der Darstellung (3.2) bendtigen wir spéter die dazu kontra-
grediente

U ("A) ={Up, (1) = Uy, (A"}, (3:2%

die auf dem zu U(A") dualen Vektorraum UT("A)={("A|} gemiB

("A|U%, (A") wirkt. Als Basis in UT("4) wahlen wir die Vektoren

{(Ay;"|, die zusammen mit (3.3) der folgenden Normierungsbedingung
gentigen :

<AN; nAlAn, A}v> = 6ANAIIV .

3.1.3 SchlieBllich ergeben sich fiir #(n) = % (1) ® L% (n) die irre-
duziblen, unitdren Darstellungen in der Form

U () = {Ug, (A" = 42 Ug, (A0 < ¢ < 27}, (3.4)
mit
Ar = (A, A;) und Ay=0, +£1, +2,...

Der zu (3.4) gehorige Darstellungsraum stimmt mit U (A") iiberein.

3.2. Zum Mackeyschen Induktionsverfahren
Nach Definition von # %’ (m,n) wirkt jedes K € A" (m,n) auf der
Gruppe Z (mn) in der Form des duBeren Automorphismus X — K X K-1.
Das erméglicht in & (mn) die Einfiihrung der Aquivalenzklassen

Xy ={KXK-K €A (m,n)}. (3.5)

Daraus resultiert auf der Menge % aller Darstellungen (3.1) von & (mn)
in natiirlicher Weise die folgende Faserung 5:

Up={U(KPK-Y)K ¢ A (m,n)}. (3.6)

Zur Klassifizierung dieser Fasern von % ist es notwendig, in einer jeden
Faser einen durch sie eindeutig bestimmten Reprasentanten® % (P (r))
auszuwéhlen.

Jeder Darstellung % (P) von Z (mn) 1Bt sich gemal

Hp={K €A (m,n)|Ugxg-+(P) = Ug(P) tir alle X € X (mn)}  (3.7)

eine abgeschlossene Gruppe, die sog. Isotropiegruppe? von % (P) zu-
ordnen, wobei die zu verschiedenen Elementen einer Faser gehorigen
Isotropiegruppen zueinander isomorph sind. Die paarweise nicht iso-
morphen Isotropiegruppen (3.7) wollen wir durch einen geeigneten
Indexsatz J abzdhlen und mit 24 "; bezeichnen, entsprechend ein belie-
biges P ¢ #(mn), das eine zu ¢ ; isomorphe Isotropiegruppe liefert,

5 Mackey verwendet hierfiir die Bezeichnung ,,orbit*.

¢ Es 'wird sich zeigen, daf der Repriasentant durch einen Parametersatz r
charakterisiert ist.

7 In der Darstellungstheorie der Poincaré-Gruppe verwendet Wianer hierfiir
den Terminus ,,little group®.



98 U. GRALEWSKI und K. WESTPFAHL:

mit P,. Um das Verfahren der induzierten Darstellungen auf die Gruppe
LU (m,n) anwenden zu koénnen, miissen die irreduziblen, unitdren
Darstellungen der Gruppen FU;(m,n)==% (mn) X A ; und deren
Darstellungsrdaume bekannt sein. Diese ergeben sich aber aus den leicht
bestimmbaren, irreduziblen, unitiren Darstellungen % (% ";) der Iso-
tropiegruppen £"; und den Darstellungen (3.1) von & (mn) zu:

U(S Uy (m, n)
=[Oy, = exp [ 58020 )| U, | € Xmn), Ky € ).

Sei nun |V) eine Funktion auf &%’ (m, n) mit Werten in dem Dar-
stellungsraum einer der Darstellungen (3.8), (V| die dazu konjugiert
komplexe Funktion und d£2; ein gegeniiber den Transformationen von
A" (m, n) invariantes MaB3 auf der Menge 4 = ¢ (m, n)]A"; der Rechts-
nebenklassen von 24 (m, n) nach ;. Dann wird von dieser Darstellung
der Untergruppe & %(m, n) eine irreduzible, unitire Darstellung der
vollen Gruppe F%'(m,n) iber einem separablen Hilbertraum indu-
ziert, der von denjenigen Funktionen |V) gebildet wird, die fiir alle
VELU (m,n)und Vy € LUy (m, n) der Bedingung

(3.8)

|VJV> = UVJ[V> (3.93:)
gentigen und in folgendem Sinne quadratisch integrierbar sind:
[VIVYdQR; <+ . (3.9Db)

RJ
Der Operator Uy, eines beliebigen V, € %' (m, n) wirkt in dem Hilbert-
raum (3.9) gemif
Up|V)=|VVy (3.10a)
wobei folgende Produktregel zu beachten ist:
Up,Up VY= UV V)= [PV, V)= Upp)V>  (3.10D)

Da S (m,n) von der Struktur eines halbdirekten Produktes mit
abelschem Normalteiler ist, sind nach MackEy die von den Darstellungen
(3.8) der Gruppen F%j(m,n) induzierten Darstellungen irreduzibel,
unitdr und paarweise indquivalent. Umgekehrt ist jede irreduzible, uni-
tdre Darstellung von & %’ (m, n) einer induzierten dquivalent.

4. Faserung der Darstellungen von & (mn)
Zwischen den Fasern (3.6) und den Untermengen
Pp={KPK-YK €A (m, n)} (4.1)
von & (mn) besteht ersichtlich eine bijektive Abbildung. Die Menge (4.1)

ist aber ihrerseits wegen P = (g’r g) und K = U,, ® U, bijektiv auf

1p={U0,,pU}|U,, € LU (m), U, € Un)} (4.2)
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abbildbar. Die Klassifizierung der Fasern (3.6) reduziert sich daher auf
die Bestimmung einer in der Menge (4.2) eindeutig ausgezeichneten
Matrix. Als solche wollen wir eine reelle Matrix mit moglichst vielen
Nullelementen wéhlen. Es zeigt sich, dall diese Matrix folgende Gestalt

hat8 7'1 0
Ty 73 .
Pan(m) =\ Tedn—1) T2d,—1 Ay (4.3a)
1 0/ m
wobei die Komponenten von Am n
=1y, Ty e s Ta 1) (4.3b)
reelle Zahlen sind, die den folgenden Bedingungen geniigen:
>0, r;>0, rg=0 (4=2,4,5,...,24,,—-1)

(4.3¢)
Toa + T2441>0, Ty(q—p + 7241 >0 2=4 < 4,-1).
Setzen wir ndmlich m < n voraus, was ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit moéglich ist, so 188t sich die Matrix (4.3) durch folgende ein-
deutige Schritte konstruieren:
4.1.

Besitzt p eine oder mehrere Null-Zeilen, so gibt es stets eindeutig
eine Matrix U,, ¢ % (m), welche alle Null-Zeilen nach unten bringt,
ohne die iibrigen Elemente zu &dndern. Die Reihenfolge der nicht aus
lauter Nullen bestehenden Zeilen von p ist hingegen innerhalb von /p
eindeutig.

4.2.

Mogen in der nach 4.1 konstruierten Matrix genau die ersten 4,
Zeilen nicht aus lauter Nullen bestehen. Dann koénnen wir von dieser
innerhalb von /p eindeutig zu einer Matrix der Gestalt (4.3a) iibergehen,
wobei die Komponenten von r zunéchst durch 7, > 0 und r4 = 0 fir
A=23,...,24, — 1 eingeschrankt sind. Hierzu miissen wir nur auf
die Matrix aus 4.1. die folgenden Matrizenpaare geméaf (4.2) anwenden:

Schritt 24 —1: (4=1...4,)

Um = Em ’ Un = EA—I ® Un—A+1
Schritt 24: (4=1...4,,—1)
ﬁm=EA@ UAm—A@det'*(UAm—A)Em—Am’ Un=En
Bei diesen kénnen wir die Matrizen U, _44, und Uy _ 4 wegen der
Transitivitdt von % (n) auf den (27 — 1)-dimensionalen, reellen Sphéren

eindeutig so bestimmen, daB sich nach den angegebenen 24, — 1
Schritten die Gestalt (4.3a) ergibt.

8 Wir bezeichnen generell einen Indexsatz (1, 2, ..., k) durch 4, .
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4.3.
Ist in der Matrix (4.3a) eine der Bedingungen

r3=0, roq+ 73411 =0, Tyu + 12441 =0 2= 4 < 4,, - 1) (44)

erfiillt, so kann man innerhalb von /p eindeutig zu einer Matrix der
Gestalt (4.3a) tibergehen, in der nur die ersten 4,, — 1 Zeilen nicht aus
lauter Nullen bestehen. Man tiberzeugt sich leicht, daf durch (4.4) alle
Fille gegeben sind, in denen eine solche, weitere Reduktion der Matrix
aus 4.2 moglich ist.

44.

Wir zeigen nun noch, daB r auf #p invariant ist, womit zugleich
nachgewiesen ist, daBl jedes p € /p zur selben Matrix (4.3) fiihrt. Sei
namlich P ein beliebiges Element der durch P, (r) gehenden Faser, so
existiert eindeutig ein KP ¢ X (m,n) mit P = KpP, (r) K3'. Fithren
wir jetzt die 2m — 1 Matrizen

0 0

Poa—g = L 4> DPaa= 1. A
0...0/ m 0...0/ m
A n 4 n

ein, so lassen sich die r4(4 =1...24,, — 1) fir alle P aus (4.1) in der
folgenden Form darstellen:

274 = Sp(Pa,(r) Ps) = Sp(Kp'PKp P,) = Sp(PK,4P,K5Y).
Bezeichnen wir nun die durch P = 0 charakterisierte Faser {# (0) = 1}
mit %, und die iibrigen Fasern mit

U 4, (1) = {U (K Py, (r) KK € A (m, n)} (4.5)
so erhalten wir fiir die Menge % aller irreduziblen, unitéren Darstellungen
von Z (mn) die Faserung

U= Y U4 (1) V. (4.6)

5. Die Isotropiegruppe 4

5.1.

Zur Klassifizierung der Isotropiegruppen 2 ; geniigt es, zu unter-
suchen, welche der Darstellungen % (0) und % (P4, (r)) von % (mn)
nichtisomorphe Isotropiegruppen liefern, da die von den Elementen
einer Faser (3.6) gegebenen zueinander isomorph sind. Zunichst folgt
aus (3.7) fir die Isotropiegruppe ¢, beziiglich % (0) sofort

Ho= A (m,n). (5.1)
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5.2.

Zur Bestimmung der nichtisomorphen Isotropiegruppen der Dar-
stellungen % (P4, (r)) filhren wir zundchst den sog. Defektindex d
ein. Dieser gibt an, wieviele der ersten 4,, Spalten von p,, (r) aus lauter
Nullen bestehen. Er kann bei vorgegebenem A,, einen der ganzzahligen

Werte aus dem Intervall [O, %Am] annehmen.

Setzen wir nun voraus, da§ die restlichen ,,Nebendiagonalelemente
von (4.3a) nicht verschwinden, so liefern alle Darstellungen % (P (r))
mit gleichem Index J,=(4,, d) unabhingig von den Werten der
iibrigen Komponenten von r zueinander isomorphe Isotropiegruppen:

%‘Jo(m: '”') = {KJo = Um—Am ® Un—Am+ d} . (52)

In der Tat ist ein K € A" (m, n) wegen (3.7), (3.1) und (4.1,2) genau dann
Element der zu % (P, (r)) gehorigen Isotropiegruppe, wenn fir p;, (r)
die folgende Invarianzbedingung gilt:

O, (r) Ul = py, () - (5.3)

Denken wir uns jetzt die d Null-Spalten von p; (r) durch eine innerhalb
(4.2) mogliche Transformation nach rechts gebracht, so lassen ersichtlich
genau die folgenden Elemente U,, @ U, aus & (m, n) die Matrix p 7,(7)
geméf (5.3) invariant (und zwar unabhéngig von den Werten der Kom-

ponenten von r):
1

ﬁm = nEAm 2 Um—A,,, 5 n= [det’* (Um—Am)]Tm_
Un = ﬂEA,,.-dGB Un-—Am+d

Die Menge dieser Matrizen ist aber isomorph zu Isotropiegruppe (5.2).

9.3.

Fir den Fall beliebiger ,Nebendiagonalelemente erweist sich
folgende Nomenklatur als zweckméfBig: Wir bezeichnen einen Zeilen-
index von p; (r) dann mit B, wenn in der B-ten Zeile und B-ten Spalte
nur das ,,Diagonalelement‘‘ 7, _; von Null verschieden ist. Die Anzahl e
solcher B-Indizes ist eine der ganzen Zahlen aus dem Intervall
[0, 4,,— 2d]. Alle B-Indizes, fiir welche die ,,Diagonalelemente* r,5_,
ibereinstimmen, fassen wir zu einer Klasse zusammen. Dann ergibt sich
fir e die Summendarstellung e =¢; + e, + * - - + exg(B < 4,,), wobei e,
die Anzahl der B-Indizes der k-ten Klasse ist. Den Indexsatz® (e, . . . eg)
= e bezeichnen wir als Entartungsindex von pj (r).

® Wir verwenden den Buchstaben e sowohl als Inbegriff der Zahlen e; als auch
fiir ihre Summe.
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Die Isotropiegruppen aller Darstellungen % (P (r)) mit dem gleichen
Indextripel (4,,, d, e) = J (aber beliebigen damit vertriglichen Werten
von r) sind zueinander isomorph. Die durch J eindeutig bestimmten
nichtisomorphen Isotropiegruppen von & %’ (m, n) ergeben sich daher zu

'}{‘J(mﬁ n) = {KJ =U,® U'm—Am oU,® Un—Am+d} : (5.4a)

Hierbei ist U, folgendermafBen definiert:

B
U,=pU, fir e<4d, (5.4b)
k=1
und
5 E
U,=U,® U, fir e=4,. (5.4¢)
k=2

Die durch die B-Indizes der k-ten Klasse bestimmte Untermatrix von
py(r) ist ndmlich ein Vielfaches der ,,Einheitsmatrix‘‘ und damit gegen-
iiber Ahnlichkeitstransformationen mit den Matrizen U, € % (e;) in-
variant. Dann ist aber ersichtlich die Menge der Matrizenpaare (T, U,,),
die py(r) im Sinne von (5.3) invariant lassen im Falle e < A4,, zur Menge

der Matrizenpaare 1
~ E E An—e
U,= 77EAm~e@k@IUeke Upeayp = [kﬂldet* (U,,) det* (Um__Am)]
E
U, = ﬂEAm—e—dek@erke Un—A,,,+d (6.5a)

und im Falle e = A,, zu der folgenden Menge isomorph:

E E
Um = ?7Ue,99 @ Uek® Um—A,,.’ n= Hdet*(Uek) det*(Um—Am)
P ke (5.5b)
Un =17 (7&1@’0@2[]&,6 Un—Am .

Die mit diesen Matrizenpaaren gebildeten Gruppen {U,, ® U,} sind
aber ihrerseits zu den Isotropiegruppen (5.4) isomorph.

6. Die Mengen der Rechtsnebenklassen

6.1.

Wir wollen jetzt den Mengen der Rechtsnebenklassen %7
= A (m, n)/A ; dadurch eine geometrische Deutung geben, daB wir
jedem 7 bijektiv einen Punktraum K7 zuordnen. Dies ermoglicht es
uns, im nichsten Abschnitt auf jedem ¢ ein gegeniiber ¢ (m, n) in-
variantes MaB d£2; einzufiihren. Da die Elemente der Isotropiegruppe
Ay die Matrix P,(r) invariant lassen, kénnen wir durchl® K7 «» P7(r)

10 1KV = (KY)L
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= ~1KJ P;(r) K7 eine bijektive Abbildung zwischen den Mengen 7
und P (r) = Pp,(r) definieren. Wegen (4.1,2) besteht dann auch eine
bijektive Abbildung zwischen "/ und der Menge 4/ (r) = /p,(r). Jeder
der Mengen /7 (r) 1Bt sich nun auf Grund des folgenden Sachverhalts
ein geometrischer Raum bijektiv zuordnen (vgl. [47 und 48]):

6.1.1. % (n) ist auf jeder (2% — 1)-dimensionalen Sphire &2n-1
transitiv. Ein beliebiger Punkt von &2%"-1 hat als Fixgruppe eine zu
% (n — 1) isomorphe Untergruppe von % (n), so daBl zwischen &27—1
und dem Raum der Rechtsnebenklassen % (n)/% (n — 1) eine bijektive
Abbildung besteht.

6.1.2. LU (n) ist auf dem (n — 1)-dimensionalen, komplexen, pro-
jektiven Raum transitiv. Ein beliebiger Punkt dieses Raumes hat als
Fixgruppe eine zu % (n — 1) isomorphe Untergruppe von &% (n). Daher
ist LU (n)|% (n — 1) bijektiv auf den (» — 1)-dimensionalen, komplexen,
projektiven Raum abbildbar. Da aber eine bijektive Abbildung besteht
zwischen letzterem und der 2(n — 1)-dimensionalen, reellen Sphére
&2 (m-1) mit identifizierten antipodischen Punktepaaren, so besteht auch
zwischen & % (n)|% (n — 1) und &2 -1) eine bijektive Abbildung.

6.2.

Wir betrachten zunichst den Spezialfall e = 0. Dann 148t sich die
Menge o¢/° bijektiv auf den Raum

Q% =Aﬁlgz<m—Am +H-1 o G2m-1) X"'ﬁ‘l@m-—.am +d+H-1 (g 1)
4=1 4=1
abbilden, wobei alle auftretenden Sphéren als Einheitssphédren gewahlt
werden konnen.

Zum Beweis miissen wir nach 6.1 nur zeigen, dafl zwischen dem Raum
(6.1) und der Menge 4”°(r) eine von den zuléissigen r unabhéingige bi-
jektive Abbildung besteht. Dazu erzeugen wir ﬁ" o(r) auf folgende Weise:

Zunichst wenden wir auf p; (r) (mit nach rechts gebrachten Null-
Spalten) gemifB (4.2) sukzessive die nachstehenden 4,, — 1 Transfor-

mationsklassen ani!:
1

Opn=1aB4,-4® UL _4, 4, na=[det*(UE_4, ; 9)]4n—4 (6.2)
n=Nal4, 4@ By 4,44, A=1...4,—-1.

Der erste Schritt liefert eine Matrizenmenge, die wegen 6.1.1 bijektiv auf
die [2(m — 4,,+ 1) — 1]-dimensionale Sphire vom Radius? r,,
abgebildet werden kann. Diese ist aber ihrerseits bijektiv auf die Ein-

1 Wir wollen allgemein einen Rechtsvertreter von % (k) beziiglich der Unter-
gruppe {€; ® U;_,} mit UF und von & % (k) beziiglich der gleichen Untergruppe

mit UF bezeichnen.
12 st rg 4,,—1 = 0, so hat diese Sphire den Radius 2 (4,,—1) == 0.
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heitssphire &2m—4m+1)-1 ghbjldbar. Wenden wir auf ein beliebiges
Element dieser Matrizenmenge die Transformation der zweiten Klasse
von (6.2) an, so erhalten wir analog eine Menge, die bijektiv auf die Ein-
heitssphire &2 (m—4m+2)—1 ghgebildet werden kann. Daher ist die nach
zwei Schritten konstruierte Menge bijektiv abbildbar auf den Produkt-
raum G2 (m—4m+l)-1 5 G2(m—4n+2)-1 Nach den A4,, — 1 Schritten (6.2)
ergibt sich eine Matrizenmenge, welche auf die ersten 4,, — 1 Faktor-
raume von (6.1) bijektiv abbildbar ist. Auf diese Menge wenden wir nun
die Transformationen

an und danach sukzessive die folgenden 4,, — d Transformationsklassen :
Un=En, Upi=Eg, 4240 Ul 4,+a+a4- (6.4)

Dann erhalten wir eine Matrizenmenge, die sich mittels 6.1.1 und 6.1.2
bijektiv auf den Raum (6.1) abbilden 148t. Diese Matrizenmenge ist aber
mit 47+(r) identisch, da sich jedes Element von 4”°(r) durch ein Produkt
von Transformationen (6.2,3,4) aus p; (r) erzeugen 1a0t.

6.3.

Zur Betrachtung des allgemeinen Falles setzen wir voraus, daf
die Isotropiegruppen & ; durch die Matrizen (5.5a, b) gegeben seien, so
daf in p;(r) genau die Zeilenindizes 4,, —e+1, 4, —e+2,..., 4,
B-Indizes sind. Dann ist folgende Nomenklatur zweckmiBig: Jeder
ganzen Zahl A aus dem Intervall [1, e] ordnen wir die ebenfalls ganze
Zahl A¢ =4 — Xe, zu, wobei Xe, die groBte der Teilmengen ez eg
+eg_15-.., g+ ...+ e, bedeutet, die echt kleiner als 4 ist. Demnach
durchlduft A¢ sukzessive das Indextupel (1...ez; 1...eg_5; ...
1...¢), wenn A die Werte 1 bis e annimmt.

Ist nun e < 4,,, so zeichnen wir in den e ersten Transformations-
klassen (6.2) und (6.4) die folgenden Unterklassen aus!®:

U= N4B s s® UL® Bpp_g, 4420 )

Up = TaBap1® By_gysa, Ta=[dot* (U] 4n=4 (65)

Un=Ep, Uy=Eg, 440 U%® By_4,1av4- a0 (6.6)
Ist dagegen e = A,,, so zeichnen wir dariiber hinaus von den Transfor-

mationen (6.3) und der 4,,-ten Transformationsklasse (6.4) die folgenden
Untergruppen aus:
U,=0keE,_,, U,=§E, (6.7)
U.=E,, U,=UEeBE,_,. (6.8)
Denken wir uns jetzt die zu (6.1) fithrende Konstruktion wiederholt, so
werden in den Faktorriumen von R/° durch die Transformationen

13 Jst A¢ = 1, so entfallt der Index R.



Induzierte Darstellungen 105

(6.5,6) (24°¢ — 1)-dimensionale Untersphdren und durch (6.7,8) die
Unterraume &1~ 1 ausgezeichnet, was wir durch die folgende Schreib-
weise zum Ausdruck bringen:

2 (11 — A+ 4)—1 Qn—A +d+A)—1. =Z2(m—1) on—1
Soaei " » g4 5 Q-1 Sa(e—1)

Zwischen zwei Punkten sich entsprechender ausgezeichneter Unterrdume
soll die Gleichheitsrelation gelten, wenn diese Punkte durch solche Trans-
formationspaare (6.5,6) bzw. (6.7,8) entstehen, bei denen die Matrizen
UZ, bzw. UR gleich sind. Definieren wir nun die speziellen Produktriume

O —Ap+A)—1 2n—Ap+d+A)—1.  =2(m—1) 2n—1
Soue1" * Ogje_1" i Gate—1) * Sa(e—1)s

als die Mengen derjenigen Punktepaare, fiir deren Punkte diese Gleich-
heitsrelation nicht besteht, so sind die Mengen 'V fiir e < 4,, bijektiv
auf die Réume

Ap—1 - Apm—d
QI — ( T XAt )=l @2(m—1)) 5 JT @XnAmtd+H=1 (g gq)
4=1 4=1
abbildbar und fiir e = 4,, auf die folgenden:
Am—1 o
R = (Anl SyLe it x @ggz;_?)
o (6.9b)
o (I etertro ety

Der Beweis hierfiir ergibt sich analog zu dem von (6.1), wenn man noch
beriicksichtigt, daf die Produkte genau derjenigen Transformations-
paare (6.5,6) bzw. (6.7,8) Elemente der Isotropiegruppe ¢ ; sind, bei
denen die gleichen Matrizen U, bzw. UE auftreten. Die ihnen entspre-
chenden Punktepaare von (6.1) miissen daher ausgelassen werden.

7. Die MaBe d.27

7.1.

Wir betrachten zunédchst die Réume (6.1). Jeden der Faktor-
rdume von J#/° denken wir uns in einen euklidischen Raum RY mini-
maler Dimension N eingebettet. In diesem seien die Polarkoordinaten
(r, 9¢, ¥y . . . Oy _,) eingefithrt, welche die Werte

0Zr<oo, 059 <2nm, 0 0,...,0y_ == (7.1)

annehmen koénnen und mit den kartesischen Koordinaten (z, . ..zy)
von R¥ in der iiblichen Weise zusammenhéngen:

E—1
@ =rcosdy, x,=r J]sind cosd,, 1<k<N-1)
4=1 (7.2)
N—2 N—2

xN_1=rA]] sindy cosd,, xy=r JJ sind sind,.
=1 4=1



106 U. GrALEWSKI und K. WESTPFAHL:

Ein Koordinatensystem auf der (N — 1)-dimensionalen Einheitssphére
um den Koordinatenursprung des R¥ wird dann von den Winkeln
=1 == (Fy, Dy ... Fy_,) gebildet. In diesen lautet das Volumenelement
der Einheitssphére

N—2
dOVN-1=d@, JT (sind)¥V-4-1d9, . (7.3)
4=1
Identifizieren wir bei der (N — 1)-dimensionalen Einheitssphire anti-
podische Punktepaare:
(Pps Dy oo Oy_g) = (Fg+ mmod2m, w — Oy ...t — Fy_s), (7.4)

so folgt aus (7.2) sofort, daB sich die Koordinaten #¥-1 = (J,, &, ... Jy_,)
von &Y -1 aus denen von G¥ -1 durch folgende Einschrinkung der Werte-
bereiche ergeben4:

~ T ~ T & 7T
0§ﬁ1<—2—,...; 1=?,0§02<'§,...; (7.5)
51:52:%" O§ﬁ3<i2z‘,...;...;5l=..-=1§N__2='72t—,0§1§0<75.

Da &¥-1nach (7.5) die ,,obere Halbsphire* von S¥ -1 ist, so ergibt sich
das Volumenelement d¥-1, indem man in (7.3) die ¢ durch die J

ersetzt.
Définieren wir nun fir 4 = 1,2, .. ., A,, — 1 die Winkelsétze

ﬁﬁ‘Am = (19'0, 7-9'1’ D) 02 (m—-Am+A—1)) (7.6a)
und entsprechend fir 4 =1,2,...,4,, — d
' Py Ant s (9, By Dau—t b a—1) (7.6b)
so erhalten wir als Koordinatensystem von &
o == (T Am; J2n-1); Gr—dntd) (7.7)

Mit den (7.6) entsprechenden Volumenelementen d.Q%~4m, dJrm-1
und ¢ Q% ~4n* % lautet dann das Volumenelement von K7

Ap—1 Apm—1
aQ’ = Il aQm—4ng (2 o 1T dQn—Antd, (7.8)

7.2.

Das Koordinatensystem (7.7) kann auch in den Réumen R’ aus
(6.9) eingefiihrt werden. Es entsprechen jedoch denjenigen Koordinaten
(7.7) keine Punkte von R/, bei denen (wenigstens) ein Paar von
Koordinatensitzen (9 4m, §"—4n+d) by, (J2m-1), §%~4m) zu Punk-
ten der ausgezeichneten Unterrdume gehért, zwischen denen die Gleich-
heitsrelation aus 6.3 gilt. Das auf den Raum R eingeschrinkte Koordi-

14 Die durch Punkte angedeuteten §-Bereiche stimmen mit den entsprechenden
d-Bereichen von (7.1) itberein.
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natensystem (7.7) bezeichnen wir mit /. Ersichtlich kann (7.8) auch als
Volumenelement von K7 gewéhlt werden, weshalb wir dQ7 = dQ’
setzen.

7.3.

Wir zeigen nun, daBl durch (7.8) ein gegeniiber ¢ (m,n) in-
variantes MaB auf den Riumen R/ definiert wird. Zunichst folgt aus der
in 6. durchgefiihrten Konstruktion dieser Rédume sofort, daB o (m, n)
erstens jeden Faktorraum von R/ auf sich abbildet und zweitens auf
diesem entweder wie eine unitére Gruppe geeigneter Dimension oder wie
LU (m) wirkt. Nun ist aber das Volumenelement (7.3) mit N = 2#
gegeniiber den Transformationen von % (n) invariant. Der n-dimensio-
nale, komplexe Raum z = (v4) = (‘x4 + ¢«)) kann nimlich bijektiv

auf den 2zn-dimensionalen, reellen Raum X == ('zf‘) abgebildet und in
A

diesem durch

X, Y) iAz_Yl('wA "Ya+ 24y) = Re(aly) (7.9)

eine euklidische Metrik eingefiihrt werden. Diese ist aber ersichtlich in-
variant gegeniiber den Transformationen von % (n), so dafl das nur aus
Winkeln aufgebaute Volumenelement (7.3) ebenfalls invariant ist. Analog
ergibt sich die Invarianz des Volumenelementes d {2 —1) gegeniiber
den Transformationen von & % (m).

8. Die induzierten Darstellungsriume

8.1.

Wir bestimmen zunéichst die irreduziblen, unitdren Darstellun-
gen von S Uy(m, n) = & (mn) X A ; und die zugehérigen Darstellungs-

riume.

Die irreduziblen Darstellungen der Isotropiegruppen (5.4) lassen sich
mit Hilfe von (3.2,4) sofort hinschreiben:

Udy)={Ug,(4))=U(4)@ U(4" 4" @ U(4*) @ U(4 4T},
(8.1a)
Hierbei ist U (4°) fiir e < 4,, gemifB
B
U(4°) ik@lU(Ae") (8.1b)

und fir e = A,, folgendermaBen definiert:

E
U(de) = U(A4%) ek@zv(m) . (8.1c)
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Nach 3.1.2 und 3.1.3 sind die zugehérigen Darstellungsrdume 2 (A;)
= {|4;>} gegeben durch

E E

UAy) =P UUAY & UA™4n) & D UA%) @ U(A"—4nTd)  (8.2)
E=1 E=1

und eine Basis in diesen durch die folgenden auf 1 normierten Vektoren:

E
[Ars Ay = € 4% Ay @ |47~ An; Ay ) (8.3)

r
® k®1l/lek; AN@k> @ |An_Am +a ) A-Nn—Am +d> .

Aus (3.8) ergeben sich dann die irreduziblen unitdren Darstellungen
von L Uy (m,n) zu:

U(r, 4)) = Uy, 4)) = exp [ 580200 D] Uk, (40} 84)

Die zugehoérigen Darstellungsrdume sind ersichtlich durch (8.2) gegeben.

8.2.

Wir wenden uns nun der Konstruktion der induzierten Dar-
stellungen von %' (m, n) zu und betrachten zuerst den entarteten Fall
der Isotropiegruppe ', = A (m, n), bei dem die Menge ™0 der Rechts-
vertreter nur aus dem Einheitselement besteht. Hier ergeben sich die
induzierten Darstellungen durch die folgende Erweiterung der Dar-
stellungen

U (4o) = {Ur(dy) = Ugp, (4™ & Uy, (4™)} (8.5)
von X, auf die Gruppe S %' (m, n):
U, (do) = Ug(dy)  fir alle X € 2 (mn). (8.6)

Diese Darstellungsmatrizen wirken irreduzibel auf dem Darstellungs-
raum U (4,) = U(A™) & U(A™).
8.3.

Im Fall der Isotropiegruppe (5.4) wird der induzierte Darstel-
lungsraum von denjenigen auf %’ (m,n) definierten Funktionen ge-
bildet, deren Werte Vektoren im Darstellungsraum U (A ;) sind und die
den Bedingungen (3.9) geniigen. Zerlegt man nun ein beliebiges
VLU (m,n) gemidB V =V ;K mit V; = (X, K;), so folgt aus (3.9a):

Ir, 45> V) = Uy, (r, 47|45 K7} . (8.7)
Hierin sind die iiber "/ definierten Vektorfelder!® |4, K7 noch vollig
beliebig. Ihre Komponenten, die wir auf Grund von (8.3) mit'® |4 ;; 4 5| K7

15 Durch die doppelte Ket-Klammer wollen wir andeuten, da |4,) K’) so-
wohl ein Vektor in dem endlich-dimensionalen Darstellungsraum U(A4,) ist, als
auch ein Hilbertvektor des induzierten Darstellungsraumes von & %’(m, n). Da-
gegen ist [A,; Ay|K’) ein skalarwertiger Hilbertvektor.
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bezeichnen, sind daher beliebige komplexwertige Funktionen auf J¢V.
Als Komponenten des Tensorfeldes |r, 4;) V) kénnen wir dann die auf
A7 noch beliebigen komplexwertigen Funktionen

Ir, dy; Ag|Vy = Uy, (r, 4,)|A4s; Ay|K) (8.8a)

wiéhlen. Die zu ihnen konjugiert komplexen Funktionen definieren wir
durch
Vldy;s 4, 1] =<K |Ay; s A|UY,(r, 4,) (8.8b)

wobei (K7|Ay.;A| die zu |A4;; Ay|K7) konjugiert komplexe Funktion
sei.

8.3.1. Wegen der in 6. konstruierten bijektiven Abbildung zwischen
A7 und dem Raum R/, auf dem wir das Koordinatensystem 9/ aus (7.7)
eingefithrt haben, kénnen wir anstelle von |4;) K7) auch die iiber /7
definierten Vektorfelder |4, 97) betrachten. Wegen (8.8) ist nun (3.9b)
genau dann erfillt, wenn fiir alle 4y mit dem Volumenelement d.Q7
aus (7.8) gilt:

SV Ay, s A|Ay; Ayl AT < + . (8.9)
Y

Diese Bedingung besagt, daB jede Komponente |4 ;; 4 y|97) des Tensor-
feldes |A,) 97) eine beziiglich 7 quadratisch integrierbare Funktion
sein muB. Daher wird der durch die Darstellung % (r, 4;) von & %5 (m, n)
induzierte Darstellungsraum der Gruppe %'(m,n) genau von den
Funktionen

r, 47 V) = Uy,(r, 47|45 97 (8.10)

gebildet, bei denen |A4;) 9’ ein im Sinne von (8.9) quadratisch inte-
grierbares Vektorfeld iiber R ist.

8.3.2. Da nach 6.1 auch zwischen #J(r) = {P’/(r)} und X"’ eine
bijektive Abbildung besteht, kénnen wir anstelle von |4;) K7) auch
das iber £/ (r) definierte Vektorfeld |A,|P7(r)) betrachten. Nun ist
(P — PJ(r)) d P ein gegeniiber " (m, n) invariantes Volumenelement16
von %/ (r). Analog zu 8.3.1 ist daher (3.9b) genau dann erfiillt, wenn alle
Komponenten von |4;|P?(r)) in folgendem Sinne quadratisch integrier-
bar sind:

[ (PI0)|Ay, s AlAdy; Ag| P (1)) (P — PE(r))dP <+ oo (8.11)
P (mn)

Anstelle der Funktionen (8.10) konnen wir daher als Elemente des indu-
zierten Darstellungsraumes auch die folgenden wéhlen:

Irs 4y V) = Uy, (r, 47|45 P (r)) . (8.12)

16 In der Tat stimmt 6(P — P/(r)) d P bis auf einen positiven, gegeniiber
A (m, n) invarianten Proportionalitatsfaktor mit d£27 iberein.
8 Commun, math, Phys., Vol. 10
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9. Die Basen der induzierten Darstellungsrinme

Eine beliebige' Komponente des Tensorfeldes |4, /) wollen wir
jetzt mit |9’ abkiirzen und in dem von diesen Funktionen gebildeten
Hilbertraum eine Basis einfithren.

9.1.
Dazu gehen wir davon aus, daB die (& — 1)-dimensionalen
Hyperkugelfunktionen?

N-—-38 1
: . ! + 5(N—2—4)
-1y =eim® JT (sindg4,)40 O 0 (cosBars)  (91a)
4=0

im Hilbertraum der auf &¥-1 quadratisch integrierbaren Funktionen
ein vollstindiges Orthogonalsystem bilden [49]. Dabei konnen die
Komponenten von

Wt=(lo,ly ... ly_s),  |m|=1ly_s (9.1Db)

alle ganzen Zahlen annehmen, die mit den folgenden Bedingungen ver-
tréglich sind:
,=01,2,...; lL=lh=...2ly_,=0. (9.1c)

9.2.

Ein vollstdndiges Orthogonalsystem im Hilbertraum der iiber
&¥-1 quadratisch integrierbaren Funktionen wird von denjenigen der
Funktionen (9.1) gebildet, die auf den antipodischen Punktepaaren (7.4)
von &¥-1 identische Werte haben. Da sich die Gegenbauerschen Poly-
nome vom Rang 7 bei der Subtitution 4 — 7 — & nur mit dem Faktor
(— 1)* multiplizieren, fiihrt das auf die Bedingung

1= e:‘;imn 1}2'3(_ 1)ZA—ZA+1 — eiimn (_ ]_)lo—lzv-g ,
4=0
die genau dann erfiillt ist, wenn /, und Iy _, gerade Zahlen sind. Ein voll-
stindiges Orthogonalsystem im Hilbertraum der iiber &¥-1 quadratisch
integrierbaren Funktionen wird daher von denjenigen auf den Argu-
mentebereich (7.5) eingeschrankten Funktionen (9.1) gebildet, fiir deren
Indexsitze [V -1 zusitzlich zu (9.1b, c) gilt:
1= (200, 0y ooy ly gy 20y ) 9.2)
In Analogie zu (9.1a) bezeichnen wir diese Funktionen mit |[¥-1).
17 Die hierbei auftretenden Gegenbauerschen Polynome sind mittels der
Legendreschen bzw. Tschebyscheffschen Polynome wie folgt definiert:
2k dx
(2k)! d(cosd)*
1 dk+1
28 kl(n + & + 1) d(cosd)r+t

0’,’; +3 (cosd) = P, . 1(cosd)

C’ﬁ"’ 1 (cosd) =

Tntr+1(cosd).
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9.3.
Der Hilbertraum der iiber R quadratisch integrierbaren Funk-
tionen |97) ist nun das Tensorprodukt der Hilbertrdume iiber den
Faktorrdumen von &”. Eine Basis dieses Raumes ist daher

[y = llz(m—Am)+1> . |lzm-3>lZ‘2 (m—1>[l2(n—Am+d)+1> LTy (9.3)

Dies ist zunéchst nur fiir J, richtig. Da sich jedoch die Réume {/+ und
R fiir alle zuldssigen e hinsichtlich des Volumenelements (7.8) nur um
ein Gebiet vom MaBe Null unterscheiden, gilt (9.3) auch fiir beliebige
Indexsitze J.

Nach 8.3.1 ist nun jede Komponente |4;; Ay|9/) eine auf K’ qua-
dratisch integrierbare Funktion. Eine Basis im Raum der Vektorfelder
|45y K7 ist daher durch die Vektoren

[Ags Anlly (9.4a)
gegeben, mit denen sich dann die Basisvektoren in dem von den Funk-

tionen (8.10) gebildeten induzierten Darstellungsraum von &%’ (m, n)
folgendermafBen schreiben lassen:

Ir, Ay Al = Uy, (r, 47)| 455 A7) . (9.4D)

10. Zur Durchfiihrbarkeit des GMH-Verfahrens

Wir wollen abschlieBend kurz untersuchen, inwieweit sich mittels
des GHM-Verfahrens antihermitische Darstellungen der Lie-Algebra
du(m, n) konstruieren lassen. Unter GHM-Verfahren [41, 42] wollen wir
folgendes verstehen: Seien die Vektoren einer (bisher nicht benétigten)
orthogonalen Basis von #(m, n) aus (2.7) mit %, bezeichnet und ferner
die Basisvektoren des durch (2.8) definierten Vektorraumes Z(m n)
jetzt mit P bzw. P, wenn sie als Elemente von 44’ (m, n) bzw. s« (m, n)
aufgefallt werden sollen. Ausgehend von den Darstellern!® der &, und P,
lassen sich dann nach dem GHM-Verfahren die Darsteller der P, gem&f3

P,=c ) kylky, P,], creelle Zahl (10.1)
k

gewinnen, falls die folgende (notwendige und hinreichende) Bedingung

[Py, P,]— 62[[Pm P;(r)], [Py PJ(r)]] —c? [P[D’ [[Pq]’ P;(n)], PJ(r)]] €’€J
(10.2)

fir beliebige P, und P, aus (10.1) erfiillt ist. Dabei sind die P;(r) jetzt
mittels der Basis P, aufzuspannen. Ferner ist £, eine antihermitesche
Darstellung der Lie-Algebra der Isotropiegruppe £ ;. Die Darsteller

18 Wir bezeichnen hier die Elemente der Lie-Algebra und ihre Darsteller durch
den gleichen Buchstaben.
8*
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(10.1) sind zwar nicht antihermitesch, jedoch wird durch
1 ’
5 (Py— Pl =+ [ 3 ks, P,,] (10.3)

zusammen mit den %, eine antihermitesche Darstellung der Basis von
du(m, n) gegeben.
Es 148t sich nun zeigen [50], da das GMH-Verfahren nur auf den
Fall m = n anwendbar ist, wobei sich obendrein nur fiir
J=(A4,=m,d=0,e,=m), r> 0 beliebig (10.4a)

antihermitesche Darstellungen von s«(m, n) ergeben. Die Matrix (4.3a)
hat demnach hier die folgende Gestalt:

py(r)=rE,, r> 0 beliebig. (10.4D)
Die Konstante ¢ aus (10.1) ist dann
1
c=5-" (10.5)

Die Darstellung mit = 1 findet sich bereits bei HERMANN [41].
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