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Abstraet, Using properties of an embedding in a flat sixdimensional space, all
solutions of the Einstein equations for a perfect fluid or an electromagnetic field are
given, which are conformal to a flat space.

Unter Benutzung der Einbettung in einen sechsdimensionalen flachen Raum
werden alle konform flachen Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen bestimmt,
die das Gravitationsfeld idealer Fliissigkeiten oder elektromagnetischer Felder
beschreiben.

1. Einfiihrung und mathematische Grundlagen

Eine Losung der Einsteinschen Feldgleichungen
Rpn— 5 GmnB = T (1)
ist genau dann konform flach, wenn sich der durch
@it — Uisryi = @ Brijr, By = By, (2)
definierte Kritmmungstensor in der Form
Rijr= % @inBir — 9B — g Byp) — “Ig“ (9irdi1 — 901955 3)

darstellen 1i8t. Aus der Differentialgeometrie [1] weill man, daf sich ein
solcher konform flacher Raum immer in einen — hoéchstens — sechs-
dimensionalen flachen Raum einbetten 148t. Es existieren also zwei
symmetrische Tensoren £, V,;, und ein Vektor 7;, aus denen sich der
Kriimmungstensor gema

Rijr= (i85 — 2950 + ea(Vir Vi — Vi Vi) (4)
aufbaut und die den Gleichungen
Viryi = Visn = — (7,25 — 1:82:5) (5a)
Qi — Qije = e(0; Vie — 1 Vi) (5b)
Tk = Ty = 50 Ve — L V7 (5¢)

geniigen; e; und e, haben den Wert 4 1. Lassen sich Gl. (4) und (5) mit
Vam =0, 7; = 0 erfilllen, so ist der Raum schon in einen fiinfdimensio-
nalen flachen Raum einbettbar.
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Zur Gewinnung konform flacher Losungen gehen wir nun folgenden
Weg: Nach Vorgabe des Energie-Impuls-Tensors 7',,, bestimmen wir
aus (1), (3) und (4) die Struktur der Tensoren ,; und V,;, indem wir
alle Tensoren nach einem geeigneten Tetradensystem entwickeln. Die
Gleichungen (5a)—(5¢) geben dann Aussagen tber Hyperflichen-
normalitét, Scherungsfreiheit usw. der benutzten Basisvektoren, mit
deren Hilfe die Gleichungen (3) in einem geeigneten Koordinatensystem
gelost werden konnen.

Bei dem ersten Teil dieses Programms benutzt man vorteilhaft
gewisse ,,Eichtransformationen‘‘: ;,, V,; und 7; sind nicht eindeutig
bestimmt, auch

Qi =aQu+ Vi, Vig=0cQp+dVy, (6)
T, = (ad — be) 1, + eyca,; + e,db,
erfiillen (4) und (5), wenn nur
e = &,a% + &,c?

- e,bd =
0 5,17 + o2 e ac + e, 0

(M

D

1= 6 a® + eyb? _ _
€y = €,C% + eyd? &ab + &p0d =0

gelten. Diese Transformationen entsprechen Drehungen der beiden zum
vierdimensionalen Raum senkrechten, im sechsdimensionalen Ein-
bettungsraum liegenden Basisvektoren, vgl. {11, S. 163.

2. Konform flache Gravitationsfelder idealer Fliissigkeiten

Der Energieimpulstensor einer idealen Fliissigkeit der Ruhemassen-
dichte u, dem Druck p und der Vierergeschwindigkeit u; (u,u? = —1) ist

Tmn = (.u + P) U Uy, + PG - (8)
Wegen (3) hat der Kriimmungstensor die Gestalt
+
Byji= Lfl)— (;UnGsy + Wasn — Wity — UiUgPir) + )
+ % @indir— Girdin) -
Da er sich allein aus
Q= Cgsy, + Duuy, (10)
mit
uw=3e0C% u+p=20De¢ (11)

aufbauen laft, liegt die Vermutung nahe, daB} sich diese Losungen schon
in einen fiinfdimensionalen flachen Raum einbetten lassen. Zum Beweis
dieser Vermutung haben wir

Qik;l = Qiy’;/; (12)
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zu zeigen. KunpT und TRUMPER [2] wiesen nach, daf konform flache
Materiefelder
R (C]
Uy = — WUy, + 5 (Gin + Uily)
W= — pu
erfiillen. Hieraus und aus
Thp=pi+ P+ @+ [p+u+ (p+p)@lu,=0  (14)
folgt in der Tat (12). Wir erhalten damit den
Satz 1. Alle konform flachen Gravitationsfelder idealer Fliissigkeiten

lassen sich in einen fiinfdimensionalen flachen Rawm einbetten.
Diese Felder wurden in [3] ausfithrlich untersucht.

(13)

3. Konform flache Gravitationsfelder mit elektromagnetischem Feld

Unter Verwendung eines orthogonalen Vierbeins aus drei raumartigen
Vektoren v;, w; und 2z, und einem zeitartigen Vektor u; kénnen wir den
Energieimpulstensor eines elektromagnetischen Nichtnullfeldes in der
Gestalt

Tip= By = 22 (s — 0,05 + wywy + 2;2;) (15)

schreiben und die Anséitze
Q= Au,u, + 2Bupvyy + 2CuGWw,y + 2D Uz, + Ev,v, +
+ 2F oW,y + 2G04z + Hw,w, + 21Iwez,) + Kz,2,,

Vim = Lugty, + 2Mupvyy + 2N upwyy + 2Pug2y) + QUavn + (16)
+ 2Rvw,y + 280420y + Tw,w, + 2 Wwezny + Z2,2,
machen. Der Krimmungstensor hat die Form
Bijrr = A2 (uup 00, + 00500 — %000, — V;0U5U) + 17)

+ A2 (w22 - Ww 22y — W W22 — 22,WWy) .
Zur Auswertung der aus (4) und (17) folgenden Gleichungen fiir die
Koeffizienten A, B...Z kann man die Identititen benutzen, die von

Corrinson [4] explizit angegeben wurden: Fiir jeden Tensor 7', der sich
geméal

Tmnrs = e(tmrtns - tmstnr) (18)
aus einem symmetrischen Tensor ¢,, bilden 148t, gilt
Y r g
DmnikE ArstlenrsTiktl = 4Arstltmrtnstittkl . (19)

Dabei ist A,;; die totalantisymmetrische Matrix mit 4,55, = 1; in (19)
ist iber gleiche Indizes im Sinne einer Matrizenmultiplikation zu sum-
mieren. Aus (19) folgen die 20 Identitéten

D,nix =0 mnik nicht alle verschieden 0)
D2431 = D1423 = D3412 .
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Macht man durch eine Eichtransformation (6) B und durch eine w — z-
Drehung P zu null und wendet die Identitaten (20) auf (4) an, lassen sich
die gesuchten Tensoren relativ leicht bestimmen:

Q= EBEw,w,, + Gz,2,,
an = Lumun + M(umvn + vmu’n) + Qv'nvm (21)
eo(LQ — M?) = , BG = 72 .

Die Codazzi-Gleichungen (5a)—(5¢) sagen dann aus, dafl der Vektor 7;
verschwindet und

(vnvm - unum);a’ = (wnwm + znzm);j =0, A% = const. (22)
gilt; Riccitensor und Kriimmungstensor sind kovariant konstant
Riikl;m: 0. (23)

Es handelt sich also um symmetrische und — wegen (22) — zerlegbare
Réume [5], deren Metrik die Struktur
ds® = (dal)? + gy (2, %) (da?)? + ga3(75, t) (da®)? — df?
hat. Die Gleichungen (17) geben als Losung
ds? = (da')? + cos? Azt (da?)? + cos?At(da’)? — di?, (24)

d. h. der Raum ist das Produkt zweier zweidimensionaler Rdume kon-
stanter Kriimmung.

Zu dieser Metrik 1483t sich stets ein elektromagnetisches Feld finden,
das bis auf eine Dualitatsrotation bestimmt ist und z. B. die Gestalt

0 0 1
00 cos? Azt
F#v = '1( 0 coslt) v Ty =22 ( — cos?At ) (25)
1

—cosAt 0O

hat. Auch der Feldstérketensor ist kovariant konstant. Wir fassen das
Ergebnis zusammen im

Satz 2. Alle konform flachen Gravitationsfelder mit elektromagnetischem
Nichtnullfeld sind das Produkt zweier zweidvmensionaler Rawme konstanter
Krimmung; sie haben die Metrik (24). Der elektromagnetische Feldstdrke-
tensor st kovariant konstant und hat die Gestalt (25).

Diese Raume wurden von BERTOTTI [6] untersucht.

4. Konform flache Gravitationsfelder mit elektromagnetischem Nullfeld
Den Nullvektor £; des Energieimpulstensors
Tir= Rik = A2kikk (26)

erginzen wir mit dem Nullvektor m; und zwei raumartigen Vektoren w;
und z; zu einem Vierbein. Analog zu der Rechnung fiir Nichtnullfelder
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kann man die Tensoren £,,, und V,,, bestimmen, die den Kriimmungs-
tensor

Z2
Risor =5 (kikypgir -+ kikigin — kikogsr — kikegso) (27)
aufbauen. Es ergeben sich die folgenden drei Moglichkeiten :
A2
Q,, = Ak;k, + H(w,w, + 2;2,) qAH =5 (28)
Vin=Tw;w, + Zz,2, e, H* + e, TZ = 0
A2
Q,, = Ak;k, + Kz;z, AK = N2 =
i + 6 2 (29)
Vin = N (k;w, + w;ky,) e = —1
A2
( ) . a0
Vin= Pkiz, + 2:k,) e =e=—1.

Aus den Codazzi-Gleichungen (5) folgt in allen drei Féllen, da das Null-
vektorfeld k; bei geeigneter Normierung kovariant konstant ist

kiim = 0. (31)

Unter Benutzung von (27) kann man, Kunpt [7] folgend, die Metrik
bestimmen :

ds? =da? + dy® + 2dudv + [a(u, x + y) + f(u, v — y)]du?
Tmn = sznkm, A2 = _Hm:x = —Hry'y (32)
H=oa(z+y) + fu,z—y).

Dieses Strahlungsfeld ist ein Maxwellfeld, wenn Vektoren p;, ¢; existieren
mit
an = KpPm — kmpm an = KnQm — anm
ok =0, PP = ¢uq" = A (33)
Fron=F*" 0 =0,
vgl. [8]. Mit

p; = Acos @, sing, 0,0), ¢, = A(—sing, cosg, 0, 0) (34)

gibt dies die Bedingung, daB Ae!? eine analytische Funktion von
z=w + 1y ist und wegen (32) A% eine Losung der Wellengleichung ist.
Mogliche Losungen sind

Aet? =g cos[w(l + )2 + b]

207 — az 4 b a, b komplex, w reell (35)

wobei a, b und w beliebige Funktionen von % sind. Wir erhalten damit
den
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Satz 3. Alle konform flachen Gravitationsfelder mit elekiromagnetischem
Nullfeld sind ebenfrontige Wellen mit

ds? =da? +dy*+2dudv+ Hduw? —A*=H,,=H,,,

0 0 0 — COS @ 0
0 0 0 — 8in 0
—an =1 0 0 0 0 4 s Tmn = A2 0 ’ (36)
cosp singp 0 0 1

wober Aei® aus (35) zu entnehmen 1st.

Herrn Prof. Dr. ScamuTzeRr und allen Mitgliedern der Arbeitsgruppe Relativi-
tatstheorie danke ich fiir Anregungen und Diskussionen.
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