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Abstract. Using properties of an embedding in a flat sixdimensional space, all
solutions of the Einstein equations for a perfect fluid or an electromagnetic field are
given, which are conformal to a flat space.

Unter Benutzung der Einbettung in einen sechsdimensionalen flachen Raum
werden alle konforrn flachen Lδsungen der Einsteinschen Feldgleichungen bestimmt,
die das Gravitationsfeld idealer Flϋssigkeiten oder elektromagnetischer Felder
beschreiben.

1. Einfϋhπmg und mathematische Grundlagen

Eine Lδsung der Einsteinschen Feldgleichungen

Rmn ~~ "zΰmnR = Tmn (I)

ist genau dann konform flach, wenn sich der durch

definierte Krύmmungstensor in der Form

1 7?
RU ki = Y (3i ΛΊ- 9j ιRn- 9i iRj k) - ~g- (9ik9i i - 9i ito k) (3)

darstellen laBt. Aus der DifFerentialgeometrie [1] weiβ man, daβ sich ein
solcher konform flacher Raum immer in einen — hόchstens — sechs-
dimensionalen flachen Raum einbetten laBt. Es existieren also zwei
symmetrische Tensoren Ωi1c, ViJc und ein Vektor τ3 , aus denen sich der
Krύmmungstensor gemaβ

RUKI = ̂ (Ω^Ωn - ΩitΩit) + ̂ (V^Vn - VtlVik) (4)

aufbaut und die den Gleichungen

Vikii ~ Viiik = -^(TjΩ^ - τkΩi:ί) (5a)

Ωikli - β^;fc - e^TjViK - τhVn) (5b)

τ ί ; J f e - T f c ; j - ΩjnV\ - ΩknV
ni (So)

genύgen; el und e2 haben den Wert ±1. Lassen sich Gl. (4) und (5) mit
Vnm ΞΞΞ 0, TJ = 0 erfύllen, so ist der Raum schon in einen fύnfdimensio-
nalen flachen Raum einbettbar.
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Zur Gewinnung konform flacher Lόsungen gehen wir nun folgenden
Weg: Nach Vorgabe des Energie-Impuls-Tensors Tmn bestimmen wir
aus (1), (3) und (4) die Struktur der Tensoren Ωik und Fίfc, indem wir
alle Tensoren nach einem geeigneten Tetradensystem entwickeln. Die
Gleichungen (5 a) — (5c) geben dann Aussagen iiber Hyperflachen-
normalitat, Scherungsfreiheit usw. der benutzten Basis vektoren, mit
der en Hilfe die Gleichungen (3) in einem geeigneten Koordinatensystem
gelόst werden kόnnen.

Bei dem ersten Teil dieses Programms benutzt man vorteilhaft
gewisse ,,Eichtransformationen": Ωijc, Vik und τj sind nicht eindeutig
bestimmt, auch

Ωίk = aΩik + bVik, Vίk = cΩίk + dVίk (6)

fj = (ad — be) TJ + e^ca.j -f- e%db,j

erfύllen (4) und (5), wenn nur

e1 = eIa* + e2c*
- 7,2 , - Λ2 eιac + ezbd = °β9 = e-^b2 -f e2d

2

(7)
βλ = βjα2 -f- β2&

2

e^ab 4- e%cd = 0
e2 = βiC2 + e2ίZ

2 1

gelten. Diese Transformationen entspreehen Drehungen der beiden zum
vierdimensionalen Raum senkrechten, im sechsdimensionalen Ein-
bettungsraum liegenden Basisvektoren, vgl. [1], S. 163.

2. Konform flache (jravitationsfelder idealer Γliissigkeiten

Der Energieimpulstensor einer idealen Flύssigkeit der Ruhemassen-
dichte μ, dem Druck p und der Vierergeschwindigkeit ui (u^ — — 1) ist

Tmn = (μ + P) umun + pgmn . (8)

Wegen (3) hat der Krύmmungstensor die Gestalt

Da er sich allein aus
Ωik-Cgu + DUiUk (10)

mit
μ = 3e1C*9 μ + p=2CDeι (11)

aufbauen laβt, liegt die Vermutung nahe, daβ sich diese Lόsungen schon
in einen fύnfdimensionalen flachen Raum einbetten lassen. Zum Beweis
dieser Vermutung haben wir
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zu zeigen. KUNDT und THUMPER [2] wiesen nach, daβ konform flache
Materiefelder

Θ
u>i;k= ~^A 4- -3-^4 UiUk) (iό)
μ>k = - μuk

erfύllen. Hieraus und aus

T*W = P i + (P + μ)ύi+ [p + μ-t (p + μ)Θ]ui = 0 (14)

folgt in der Tat (12). Wir erhalten damit den
Satz 1. Alle konform flachen Gravitationsfelder idealer Flussigkeiten

lassen sich in einen fϋnfdimensionalen flachen Raum einbetten.
Diese Felder wurden in [3] ausfύhrlich untersucht.

3. Konform flache Gravitationsfelder mit elektromagnetischem Feld

Unter Verwendung eines orthogonalen Vierbeins aus drei raumartigen
Vektoren vit Wι und z{ und einem zeitartigen Vektor uί konnen wir den
Energieimpulstensor eines elektromagnetischen Nichtnullfeldes in der
Gestalt

Tik - Rik = λ2(UiUk - ViVk 4 WiWk 4 ZfZfe) (15)

schreiben und die Ansatze

Ωnm = Aunum + 2Bu(nvm) 4- 2Cu(nwm) + 2Du(nzm} + Evnvm -f

4- 2Fv(nwm) + 2Gv(nzm} + Hwnwm + 2Iw(nzm} + Kznzm

Vnm = Lunum + 2Jfw(nvTO) + 2Nu(nwm} + 2Pu(nzm} + Qt;nt;TO +

4- 2Rv(nwm} + 2/Sfv(n2m) 4- Γw;Λw;w 4- 2 Ww(nzm} 4 £sn

machen. Der Krύmmungstensor hat die Form

^ίίfcz = WfaiUfiVM 4 Vivify - u^VjVj, - vMUjUώ 4

λ a(w ίW?3 f eί2 ίί2J l

Zur Auswertung der aus (4) und (17) folgenden Gleichungen fur die
Koeffizienten A, B . . . Z kann man die Identitaten benutzen, die von
COLLINS ON [4] explizit angegeben wurden: Fur jeden Tensor T, der sich
gemaβ

aus einem symmetrischen Tensor tnr bilden laBt, gilt

•Dmnίk ^ ArstιTmnrsTiktl = &Δrstιtmrtnstittkl . (19)

Dabei ist Δrsiι die totalantisymmetrische Matrix mit Δl2l^ = 1; in (19)
ist ύber gleiche Indizes im Sinne einer Matrizenmultiplikation zu sum-
mieren. Aus (19) folgen die 20 Identitaten

Dmnik = 0 mnik nicht alle verschieden
(20)

^2431 ̂  ^1423 — ̂ 3412
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Macht man durch eine Eichtransformation (6) B und durch eine w — z-
Drehung P zu null und wendet die Identitaten (20) auf (4) an, lassen sich
die gesuchten Tensoren relativ leicht bestimmen :

Ωmn - Ewnwm + Gznzm

Vmn = Lumun + M(umvn + vmun) -f Qvnvm (21)

Die Codazzi-Gleichungen (5 a) — (5c) sagen dann aus, daβ der Vektor τs

verschwindet und

(vnvm - unum) . j = (wnwm + znzm) . j = 0 , λ2 = const. (22)

gilt Riccitensor und Krύmmungstensor sind kovariant konstant

JWm = 0. (23)

Es handelt sich also um symmetrische und — wegen (22) — zerlegbare
Raume [5], deren Metrik die Struktur

ds* = (dχi)* + Λ2 (α1, *2) (dχ2? + £33 fas. 0 (rf*8)* - &P

hat. Die Gleichungen (17) geben als Losung

ds* = (dxl)z + cos^a;1^^2)2 + cos2Aί(ίZα;3)2 - dt* , (24)

d. h. der Raum ist das Produkt zweier zweidimensionaler Raume kon-
stanter Krύmmung.

Zu dieser Metrik laBt sich stets ein elektromagnetisches Feld ίinden,
das bis auf eine Dualitatsrotation bestimmt ist und z. B. die Gestalt

x /I x
I T - 22 / cos2A^ 1 / 9 ςv

0 cos A i l ' ^ m n - Λ I -cos2Aί I ^ D^
-cosAί 0 / \ I/

hat. Auch der Feldstarketensor ist kovariant konstant. Wir fassen das
Ergebnis zusammen im

Satz 2. Alle konform flachen Gravitations f elder mit elektromagnetischem
Nichtnullfeld sind das Produkt zweier zweidimensionaler Raume konstanter
Krϋmmung; sie haben die Metrik (24). Der elektromagnetische Feldstarke-
tensor ist kovariant konstant und hat die Gestalt (25).

Diese Raume wurden von BEBTOTTI [6] untersucht.

4. Konform flache Grayitationsfelder mit elektromagnetischem Nullfeld

Den Nullvektor ki des Energieimpulstensors

Γ i fc = Λ< f c = λaM?* (26)

erganzen wir mit dem Nullvektor mt und zwei raumartigen Vektoren wi

und Zi zu einem Vierbein. Analog zu der Rechnung fur Nichtnullf elder
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kann man die Tensoren Ωmn und Vmn bestimmen, die den Krύmmungs-
tensor

A2

RUM = ~2 ^kk9ji + kjktfM - k{ktgjk - k^g^) (27)

auf bauen. Es ergeben sich die folgenden drei Mόglichkeiten :

A2

17 Ί1111 in 4- fry 7 f> PfZ _U o /717, 0v in •*• wi wn ~\ ^^i^n cl-* •*• ~τ ^2 w

O — /4 £ £ -I- /Γ? ? ^ /ί 7Γ — A72 — —-A^ n - ΛKiKn + A^2W βj^A _ iV _ 2

F, w = N(kiWn + wt.jfcn) e2 - -1

β<n = C^tlV, + ̂ *n) ^ = P* = Ύ (30)

T 7 _ p / I , ί y 4 _ ^ ] U \ p ^ - x , - - ^ !v in — -*- \ f t/iΛ'n ~ι~ ^i^ni el ^2 *

Aus den Codazzi-Gleichungen (5) folgt in alien drei Fallen, daβ das Null-
vektorfeld &^ bei geeigneter Normierung kovariant konstant ist

V , m = 0 . (31)

Unter Benutzung von (27) kann man, KUNDT [7] folgend, die Metrik
bestimmen:

ds2 = dx2 + dy2 -f 2du dv + [α(w, α; -f 2/) + β(u,x — y)]du2

Tmn - λa*Λifcm, λ2 - -#,3^ - -^w (32)

H = oc(u, x + y) + j8(w, x- y) .

Dieses Strahlungsfeld ist ein Maxwellfeld, wenn Vektoren piy qt existieren
mit

(33)

vgl. [8]. Mit

^ = λ (cos 99, sin 99, 0, 0), q{ = λ (— sin φ, cos 99, 0, 0) (34)

gibt dies die Bedingung, daβ λei(P eine analytische Funktion von
z — x + iy ist und wegen (32) λ2 eine Losung der Wellengleichung ist.
Mόgliche Lόsungen sind

λei(P = a cos[ω(l + i) z + b]
a,b komplex, ω reell (35)

λeιv = az + 6

wobei α, 6 und co beliebige Funktionen von w sind. Wir erhalten damit
den
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Satz 3. Alle konform flachen Gravitations felder mit elektromagnetisckem

Nullfeld sind ebenfrontige Wellen mit

ds* = dx* -f dy* + 2du dv + H du* ,- A2 = H,xx = H,vv

(
0 0 0 —cos φ\ /O \
0 0 0 -sincpl φ _ 3 a / 0 1 ,om

o o o o I ' J ™»- Λ 1 o h (ό^}

cosφ sin 9? 0 0 / \ I/

woδei λez>(p αî s (35) zu entnehmen ist.

Herrn Prof. Dr. SCHMUTZER und alien Mitgliedern der Arbeitsgruppe Relativi-
tatstheorie danke ich fur Anregungen und Diskussionen.
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