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Abstract. By means of quantum field theoretical methods (occupation number
formalism, linked graph theorem, functional derivation) the cluster developments of
classical equilibrium statistics are rederived. Thereby an information quantity
comprehending all partial information about a system is introduced.

Einleitung

Bei einem Vergleich der verschiedenen Graphen- und Cluster-Ent-
wicklungen der Vielteilchentheorie fillt auf, dafl die Entwicklungen der
klassischen Statistik (Gleichgewicht — MayERr, Nichtgleichgewicht —
Pr1GOGINE/BALESCU) in einer Art und Weise formuliert werden, die von
den in der ibrigen Vielteilchentheorie bewédhrten, quantenfeldtheore-
tischen Methoden (Wicksches Theorem) recht verschieden ist. Jedoch
entsteht gemeinsam sowohl in der klassischen wie in der quanten-
mechanischen Vielteilchentheorie stets eine allgemeine Aussage, nim-
lich: alle MeBgroflen werden durch nur zusammenhingende Graphen
oder Cluster wiedergegeben. Es erhebt sich daher die Frage, ob es im
Sinne einer Vereinheitlichung nicht moglich ist, sowohl fiir die klassische
wie fir die quantenmechanische Vielteilchentheorie eine gemeinsame
Formulierung zu finden, so daf} die erwidhnten Verbundgraphentheoreme
als Spezialfille eines allgemeineren Theorems erscheinen. Tatséchlich ist
dies moglich. Dazu wird der zuerst von ScHONBERG [1] angegebene
Besetzungszahlformalismus aufgegriffen und weiterentwickelt (Kapi-
tel 1). Zustdnde klassischer Systeme werden hierbei durch die Besetzun-
gen im klassischen Phasenraum beschrieben. Physikalische Grofien
nehmen damit die von der Wellenquantelung her bekannte Form an, nur
mit dem Unterschied, daf die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
hier nicht von t oder p, sondern von t und p abhingen. Bei der Bildung
von Erwartungswerten (Kapitel 2) ergibt sich gegeniiber der Quanten-
theorie insofern eine Vereinfachung, als die zunéchst auftretenden Aus-
tauschterme wegen der im klassischen Grenzfall ,,diinnen‘‘ Besetzung des
Phasenraums vernachldssigt werden koénnen. Fir die klassische Spur-
14+
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bildung ergibt sich damit eine einfache Regel (Abschnitt 21), die bei An-
wendung auf den grofkanonischen Zustand (Kapitel 3) in Verbindung
mit einem fir die Umordnung von Exponentialfunktionalen giltigen
allgemeinen Verbundgraphentheorem [2] sofort die bekannte Cluster-
entwicklung der Freien Energie [3] reproduziert, wobei die eigentliche
Mayersche Clusterentwicklung als hard-core-Teilsummation erscheint
(Abschnitt 33). Auch die Clusterentwicklung der (reduzierten) Dichte-
funktionen ergibt sich automatisch. Dazu wird das zuerst von BocoL-
JuBow [4] eingefithrte erzeugende Funktional dieser Dichtefunktionen
herangezogen. Zwischen diesem Dichte-Funktional und dem erzeugenden
Funktional der Korrelationsfunktionen, die bei einer URSELL/MAYER-
Entwicklung der Dichtefunktionen auftreten, besteht ein einfacher Zu-
sammenhang (Abschnitt 22). Dieser 146t mit Hilfe von Funktional-
ableitungen erkennen (Abschnitt 33), daf die Freie Energie als Funk-
tional der ungestorten Einteilchendichte (Abschnitt 32) zugleich die
Erzeugende der Korrelationsfunktionen darstellt [5]. In diesem Zu-
sammenhang bietet sich in Analogie zu [6] die Einfithrung einer sog.
Informationsgréfe U (c) an, in der alle Teilinformationen iiber den Zu-
stand eines Systems kompakt zusammengefallt werden. Der natiirliche
Logarithmus von U (¢) hat dann wie in [6] die Bedeutung des erzeugenden
Energie/Korrelations-Funktionals (Abschnitt 31).

Die Formeln sind abschnittsweise durchnumeriert und werden zu-
sammen mit den Abschnittsnummern zitiert. Zur formalen Verein-
fachung wird fiir Mehrfachintegrale in Anlehnung an Symaxzix [7] eine
abkiirzende Schreibweise eingefiihrt.

1. Physikalische GroSen

1.1. Dynamische Variable

Um die quantenfeldtheoretischen Methoden auch in der klassischen
Statistik anwenden zu konnen und eine iiber weite Strecken zur Quanten-
statistik parallele Entwicklung zu ermoglichen, wird zunéchst ausgehend
von der iiblichen Formulierung (,,Teilchenbild*“) mit Teilchenzahlen N
und Phasenraumpunkten & = (t, p) als den dynamischen Variablen ein
klassischer Besetzungszahl-Formalismus (,,Wellenbild‘‘) mit Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren y' (z), 9 (z) als den dynamischen Variablen
entwickelt. Dazu wird der kleine Phasenraum in numerierte Zellen Ax
eingeteilt. Im Prinzip kann jede Zelle von beliebig vielen Teilchen besetzt
werden, soweit nicht etwa durch ein hard-core Einschrinkungen ent-
stehen. Jedoch hat die klassische Statistik bekanntlich nur Giltigkeit
fir geniigend diinne Besetzung der Zellen Az = (2x%)3, so daB jede
Zelle praktisch hochstens einfach besetzt wird: NV, = 0 oder 1. Daher
sind klassische Bose-Statistik und klassische Fermi-Statistik in ihren
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Ergebnissen miteinander entartet. Deswegen konnen bei praktischen
Auswertungen Summationen iiber die Phasenraum-Zellen durch Inte-
grationen ersetzt werden: X, Awx ~ [ dx. Letztores ermoglicht bei der
Bildung von Erwartungswerten das Streichen der Austauschterme, in
denen sich ja Fermi- und Bose-Statistik voneinander unterscheiden.

Die Zustdnde eines Systems ununterscheidbarer Teilchen! werden
nun bei vollstdndiger Information durch Hilbert-Vektoren @y . .
beschrieben, die die Besetzungen der einzelnen Zellen angeben. Dal} sich
Zusténde mit verschiedenen Besetzungszahlen gegenseitig ausschlieBen,
wird durch die Orthogonalitdt der Vektoren wiedergegeben und daf3 mit
N,=0,1,2,...,00 (BosE) bzw. N, = 0, 1 (FErmI) die Gesamtheit aller
moglichen Zusténde eines Einzelsystems dargestellt wird, wird durch die
Vollsténdigkeit der Vektoren wiedergegeben:

(@Nl..., qjNi) = 61\"1—Ni ey VZ ¢N1) (@l\vl... =1. (1)

Daf} es keine negativen Besetzungszahlen gibt, wird durch @...5_ ... =0
fir N, <O beschrieben; in der Fermi-Statistik gilt zusdtzlich noch
D...y,...=0 fir N,>1. Fir das Vakuum wird die iibliche Bezeich-
nung @,...)= > bzw. (D,... = < benutzt.

Die dynamischen Variablen sind in diesem Formalismus diejenigen
GroBlen, die die Besetzungszahlen dndern, also die von der Quanten-
theorie her wohlbekannten und durch

+

Y 3 P
-:__-—:—:«€D ...”—-‘elax@...ﬂ I I
VN, +1 N Vet 1 VN,
definierten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Aus dieser Definition
folgt sofort die Vertauschung von 3! und v,

¢...Nx...=6_Z°‘”@...Nz_1... (2)

'l/)l’lpx@...yz... = NwQNx .
- =1.
ol By = (Nt Dy W ¥ale (3)

Uber die Vertauschung von y, und [, fiir verschiedene x, 2" sowie die
Vertauschungen der v, bzw. ! untereinander wird durch geeignete
Wahl der willkiirlichen Phasen entsprechend verfiigt. Mit den Abkiir-
zungen (d,— ,» bedeutet das Kroneckersymbol)

+
Y= yte)=-2, d(x,a)= i’;‘;, fA:czEAm (4)

Jaz’ VA= a;

1 Klassische Teilchen sind mit einem (ungequantelten) Strahlungsfeld als
Trager der Informationen iiber die Teilchenzustinde cigentlich stets durch die
unterschiedlichen Anfangsbedingungen individualisierbar. Verzichtet man jedoch
auf Fragestellungen, in denen die Teilchen unterschieden werden, so geniigt es, sich
bei der Beschreibung von vornherein auf solche Systemzustdnde zu beschranken,
in denen alle Teilchen gleichberechtigt auftreten. Nur solche Zustdande werden hier
behandelt.

(@)=
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lauten die Vertauschungen schlielich

[p(@), " (@)]z=0(=2), [, 9]z =0= [y, 9 ]z, p>=0=<yp'. [(5)

Sie haben also genau dieselbe Form wie in der Quantentheorie.
Fir den Vakuum-Projektionsoperator existiert die wichtige Dar-
stellung

S<=0"v=Nt eV | 820, ply=[Adzyp' @) p@). (6)

N,t ., ordnet einschlieflich entsprechender Vorzeichenwechsel gemifl
(5) alle y' nach links, alle y nach rechts und y'yp bedeutet gemiB (3) den
Teilchenzahloperator. Das zweite Gleichheitszeichen ergibt sich fir
v(z) = 6 — 1 aus der in [2] angegebenen Beziehung (22.10)

ema oy _ Nt evlew vwp= [ Az’ @) w@)p@), (7)

dieihrerseits ein einfaches Beispiel eines fiir allgemeinere Operatoren-Um-
ordnungen giiltigen und in [2] bewiesenen Verbundgraphentheorems
darstellt. Aus (6) folgt zundchst die identische Umformung der Voll-
standigkeitsrelation (1)

TNy \
1= (Ax)N‘-‘““-ﬂL“' > < i = NV,T e‘WTw efowT(:v)w(z)
Ny, l/Nl! VN1! v

(8)

1
=z§mfdx1"'foNW;"'WIv><V’N""/’1

Weiter wird (6) bei der Formulierung physikalischer Gréfen benotigt.

Physikalische Groffen A haben namlich im Besetzungszahl-Formalis-
mus die Form

1

(9)
1
AN(xl, .. .,x‘,v) < Yy .- P = %'——-N! 'l/]TN > AN < 'l/)N,

die durch (6) in

t .
A(yﬂ‘, ) = Nyt ,e ¥ v A(ypTy) (10)

uberfithrt werden kann mit
1 1
A () =§_mf4| 2ye(@)... [ Azyr(ey) Ay (@, ay) =X Ay (1)

als dem erzeugenden Funktional der zu den Teilchenzahlen N gehdrigen
GroBen 4y des ,,Teilchenbildes*‘. Bei Entwicklung von Ay nach Ein-,
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Zwei-, Drei-Teilchengroflen usw.
N
1 . .
AN(I-”N):Z;TN* X a(iy .. i) (12)2
8 : Tyenote
entsteht zwischen dem erzeugenden Funktional dieser s-tupel-GroSen a;

a(x) =Z%fdx1%(xl) .. .on:sx(xs) as(xy, . . ., xs)EZ—:-!-xsas (13)

8
und der Erzeugenden A4 (x) der einfache Zusammenhang

A (%) = el*a(x) In= [ Axx(x), (14)
so daB mit x (z) = ' (x) y(2) aus (10) fir 4 (p', ) sofort die Darstellung

Ayl y) =§;1;w“asw" (15)

folgt. SchlieBlich gilt noch fiir die Multiplikation zweier physikalischer
Grofien

4B=3% i,w“V>AN< WY g 91> By <y

(16)

—Z 1/)”>ANBN<1/)N*NT e‘/"/’AB('t/ﬂ‘ v)
A B(x) = N' foI%(xl foN/(xN)AN(xl N)BN(ml...wN)E
"2 %NAABN

mit 4 B(x) als der Erzeugenden des Produkts Ay (- - ) BN (- <)

1.2. Tetlchenzahl

Im folgenden wird als einfachste physikalische Grofe die Teilchen-
zahl mit einigen ihrer Abkommlinge behandelt. Aus (11.3) folgt sofort,
daB

Zy= [ Az ' (x) O, (x) p(x) = p' O,y (1)
den Operator der Teilchenzahl in einem Teilvolumen ® des kleinen

Phasenraumes mit 0, (x) als Stufenfunktion bedeutet, die das Teil-
volumen w herausprojeziert:

o 1 i x innerhalb w 9
w (@) = 0 """ |« auBerhalb o . @)

Aus (1) wiederum folgt der Operator der s-tupel-Zahl in w zu
Z
(s)_Nw*w st fA%@ () .. fo@ (@) 2 (T .., 25) = 5
= '_1_ @fu N
Sl

2 N, streicht in Mehrfachsummen iiber gleichartige Variable alle Diagonal-
glieder (Entdiagonalisierungsoperator).
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mit z,(. . .) als dem Operator der s-tupel-Dichte:

Zo(@yy ooy =T (ay) LT (@) w(wy) . .. p(xy) . 4)
Beim Umformen in (3) wurde (22.12) aus [2] benutzt.
ZweckmaBig fallt man wie in [4] die Dichte-Operatoren z, durch
> Multiplikation‘ mit einer dimensionslosen Testfunktion ¢ (x) zu einem
erzeugenden Funktional zusammen

u . .
2(0) =Z‘%aszs= Nyt ev %= b 2\17' 1/,TN>.,A< P»
8 M N .

(®)

7(@) =1+ o),

das mit ¢ (x) = a0, () auch zugleich das erzeugende Funktional der
s-tupel-Zahl-Operatoren (3) enthéalt

2 o’ (iw) = Nv,uT,weaZw = z(‘x@w) . (6)

8
Bei der Umformung von z(¢) in (5) wurde (11.6) verwendet.
Schlieflich ergibt sich aus (11.8) fiir den Operator der Teilchenzahl-
Verteilung

1 .
‘SN—Z'—"”]Vg"fol“-_[AxNV’{'~-1Pzrv><'PN~--%

o (7)
=N'PT,1FWT6_ Z=12,.

Im letzten Gleichheitszeichen wurde wieder (11.6) benutzt.

1.3. System- und Zustandsgrofien

Der das jeweilige System charakterisierende Hamilton-Operator hat
gemdl (11.9 und 15) die Form

1 v
Hy' p) =2 o' > Hy <yt
1 )
= phy + 57 "oyt = HO(y', 9) + V(y', p)

y_. 1
Hy(1...N) =3 h(i) + 5

]

v(i,)=HYQ...N) + Vy(1...N) (1)

i

i

)
2
h@) =5+ alt) v, 2) = o(t;—1,) -
Aus den Vertauschungen
Ay ] =— Iy, [H°, 1/’11\] = kﬂ/)i (2)
folgt, dal der ideale Anteil H® mit dem Wechselwirkungs-Anteil V ver-
tauschbar ist

1 .
[HY, V1= [ Az, [ Ay p} 9} [0y + B), vlypyyy = 0. (3)

Die Vertauschbarkeit von # und v fithrt hier also zu einer wesentlichen
Vereinfachung gegeniiber der Quantentheorie.
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Die mehr oder weniger vollsténdigen Informationen iiber den jewei-
ligen Zustand eines Systems H werden durch den statistischen Operator

] 1
oW =T gy ey < 9 = Nty ety @)

wiedergegeben, mit p(x) als der Erzeugenden der statistischen Ver-
teilungen

Q’\’:QN(xl:" .5 @)
1 d d 5
) 1‘1 ) f 2” ox @y, . ., ay) =1 Q= @nh)3, 5)

< N1

die in der klassischen Statistik im Unterschied zur Quantenstatistik
stets diagonal sind. ¢ wird aus den jeweils vorhandenen Informationen
durch die Forderung geringster Willkiir, d. h. durch Maximalisierung
der Entropie gewonnen, dic aus dem zu p gehorigen Entropie-Operator

1
—king =24, p' ¥ > (—k) Ingy < ¥ 6)

durch Mittelung entsteht und ein MaB fir die Vollstindigkeit der vor-
handenen Informationen darstellt.

2. Erwartungswerte

2.1 Klassische Spurbildung
Wie in der Quantenmechanik gewinnt man Erwartungswerte physi-

kalischer Groflen 4 im Zustand p aus
1 r —y
9A=NZ'W1/’TN>QNAN<'/’A =Nyiye WQ/A(’PT’P) ()
durch Spurbildung

Al 1
Spod =} —— o5 Ay
1Y % Nt ox N (2)
0F (@ . @) = (- oyxyl oyl ol
Allerdings kénnen die durch

DI Wy
Gore - pnpy - =| : 3)
Oxi--- Oxx
(|I. - .J* bedeutet die Permanente bzw. Determinante) entstehenden Aus-
tauschterme vernachldssigt werden
Qf\‘; (xl e mN) 2 5(x1, xl) N (5(.”€N, ﬂz’l\r) QN('%‘I P .’L’N)
1 (4)

:Wg(xl"'xl\'),

da sie in der im klassischen Grenzfall giiltigen Naherung [ Awx ~ [ dx
den Integranden nur in schmalen Diagonal-Streifen (z; = z;, @; =x;

=g, ...) des gesamten Integrationsbereichs (z;, ..., xy) dndern, das
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Integral also nur in vernachlissigbarer Weise beeinflussen. Es gilt daher

—_ . 1
A=Spuod= lim Sped=gd(z) | 2=@anr. ©)
[dz~fiz

Die Grofle der Phasenraumzellen ergibt sich dabei aus dem klagsischen
Grenzfall der Quantenstatistik. Ein Vergleich von (5) mit (1) 148t eine
einfache Regel fiir die Bildung von Erwartungswerten erkennen: Her-
stellen der Normalordnung in pA, Abspalten des Faktors exp(—wp'y)
und Ersetzen aller Paare 'y in dem ibrigbleibenden Ausdruck durch
1/8.

Einfachste Beispiele sind mit (12.7) und (13.4) Teilchenzahlverteilung
und Normierung

1 dz dzx
W(N):aN__Z=—mf Ql e %QN(xl,...xN)

Sprie =§ WW@N)=1

(6)

gemal (13.5).

2.2. Dichte- und Dichtekorrelations-Funktionen
Aus (11.15) und (12.4) geht hervor, daB man mit den Dichtefunk-
tionen
6.
= 0o (zy)...00(x) n(0)

s mn(o)==z(0) (1)

N (g oo &) =2(2y . . . &)

o=0

die Erwartungswerte beliebiger physikalischer Grofen konstruieren kann:

A=Y -an, an= [day. .. [ dza . w)ne . 2) . @)

8

Die Dichtefunktionen ihrerseits gehen durch Funktionalableitungen aus
dem erzeugenden Dichte-Funktional

— t i
n(0) = 2(0) = Spg [Nyt,pe” 7¥] [Nyt,, e QpQ(‘l’T’P)]

§
= SpulNyt,ye " e (Ty'y)
hervor. Dabei wird in (3) vor der Spurbildung die Normalordnung von
z(c) o durch Ersetzen des in z(c) enthaltenen g durch §/dy' sowie An-
wendung der Taylor/Volterra-Entwicklung hergestellt. Mit den Ergeb-
nissen des vorigen Abschnittes lautet daher das Dichte-Funktional

n(a)=%'}1—!asns=%'%(%)lv oy = Q(%) (@) =1+ o). 4)

n(o) stimmt also mit der Erzeugenden p(7/f2) der statistischen Ver-
teilungen py(. . .) iberein. Der einfache Zusammenhang zwischen den
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Testfunktionen 7 und ¢ gestattet die Umformung

1 1 .
(o) =X 550 i 1V o (5)
N,s )

und damit die Darstellung der Dichtefunktionen durch die statistischen
Verteilungen gy (. . .):

_ 1 1 da, dzy
ns(ml...xs)—%‘ (N-—S)'W 0 ..-/ 0 X

X on(@y .o %y, Byyq ... Ty) .

Aus der mittleren Zahl von Teilchen-s-tupeln im Teilvolumen w liest man
gemif (12.3) und (1)

(6)

(%) =< 05 m, ™)

8 8!

die Bedeutung von n,(. . .) als Dichte der mittleren s-tupel-Zahl ab.
SchlieBlich fithrt die funktionale Zusammenfassung der bekannten
Ursell| Mayer- Entwicklung

7 (1) =% (1),
(1, 2) = u; (1) u, (2) + u,(1, 2), (8)
n3(1, 2, 3) = uy (1) 4 (2) uy(3) + 2 (1) ©2(2, 3) + u,(2) up(3, 1) +
+ 4y (3) ug (1, 2) + uy(1,2,3), usw.

zu dem einfachen Zusammenhang

1 L
n(o) =2 <y o n, = eF T =

8

e ©) 9)

zwischen dem erzeugenden Funktional n(s) der Dichtefunktionen
7s(...) und dem erzeugenden Funktional (o) der Ursell/Mayerschen
Dichtekorrelationsfunktionen u,(. . .).

3. Gleichgewicht

3.1. Statistischer Operator und Informationsgrofe

Wird der statistische Operator o wie iiblich durch Maximalisierung
der Entropie S = ——kl_ng aus den Erwartungswerten 4 von Erhaltungs-
groBen wie H oder Z konstruiert, so ergeben sich stationire Zusténde
0 = o(H,Z). Zum Beispiel entsteht bei Kenntnis der mittleren Energie
E =H und der Teilchenzahlverteilung W (M) = 8,,_, der Zustand
o= W(M)oy mit gy als dem kanonischen Zustand zur Teilchen-

M

zahl M
oy = Oy ge  PETM 1)
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Bei der etwas geringeren Kenntnis der mittleren Energie & = H und
der mittleren Teilchenzahl NV = Z entsteht der grofkanonische Zustand

Qze—ﬁ(H——CZ—J), (2)

der sich auch beim Kontakt mit einem durch die Parameter £ und {
charakterisierten Wéarme- und Teilchenbad einstellt. Die tibliche Thermo-
dynamik ist hier bekanntlich vollstindig in den durch
e~ BT = Spus e—BH—LZ) _ b et M N e~ BH = NetM e~ ¥
M M (3)
W, (M) = e PFu~iM—J)

definierten Freien Energien #,; und J enthalten. Die in dem aus g ent-
stehenden Dichtefunktional n(¢) und der zugehdrigen Zustands-
summe Z

n(0) = Spyy QNw"L,wewTWZ et ) Z = Spy e PHLE) — ¢bJ 4)

enthaltenen Teilinformationen fallt man zweckméfig wie in [6] zu einer
sog. Informationsgrofle

U(0) = Spy e P2 Nwr,wewfw — =BT +u() (5)

zusammen, so dafl InU (o) die Bedeutung eines erzeugenden Energie/
Korrelations-Funktionals erhilt.

3.2. Ideale Systeme
Fir ideale Systeme HO 146t sich U (o) sofort angeben. Dazu wird
zuerst p mit (11.7) und dann z(g) ¢ wie in (22.3) normalgeordnet:
e—ﬂ(Ho_CZ)z(O.) — [Nw'i' wewf'(e‘ﬁ(h—':)._l)w] []Vw'i' , ew'i'o'w]

] . 1
= Nyt v e gr e POy 1)
¥ N

Mit (21.5) ergibt sich fur die grofkanonische Informationsgrifie idealer
Systeme

o 1
U%(0) = Spy e PH' =D 5 (g) = evn] n () = 5 e FHO=0, (2)

woraus durch Vergleich mit (31.5) fir die Freie Energie und die Dichte-
funktionen

— B9 = [dend@)  nQ(x...2)=ndz)...dx) ()

folgt. Ideale klassische Systeme im Gleichgewicht sind also korrelations-
frei. Dies wird auch durch die aus (21.6) folgende Poisson-Form der
Teilchenzahlverteilung

N

WoM) = Sres N = [dend() 4)

mit IV als mittlerer Teilchenzahl bestétigt.
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3.3. Reale Systeme
In realen Systemen lat die wegen der Vertauschbarkeit von H® und
V mogliche Abspaltung des Wechselwirkungsanteils in Verbindung mit
(32.1) erkennen
U(6) = Spuaz(0) P20 =87

il r=7
— Nn%, 888 eonl 8/6m SplcleT ’ e 6"’ - (B )tpe BV (1)

— Zvn(l)’6/6ngeangé/&n?e—ﬁJ(n?,v) —~ U(O’) = e—BJm{7,0) ,

dall das Dichtekorrelationsfunktional einfach aus der freien Energie
hervorgeht [5]:

w(o) = —B(J (7, v) — J (0}, )

2
— N”o 6/611? (601116/6711_ 1) (__ ﬁ) J 77’1: ) ( )

Es geniigt also, die Verschiebung AJ = J — J° der Freien Energie zu
bestimmen. Dazu wird in dem Wechselwirkungsanteil die Normalordnung
hergestellt:

,.,,
—Biv oy
e "? = N, T

Wh wev(wiw,w . (3)

Mit den Abkiirzungen
|

i i .
Al’f == f A, = - <, == () <= ()

—

== fox, ;) ;= 1/)(3’1)1/) (2)) = [p(x,) (7«;)] O (@, )

(4)

ot

i
ergibt sich nach dem Verbundgraphentheorem [2], dal die Verbund-
graphensumme 7y (py, v) durch sukzessives Hintereinandersetzen der
Bauelemente

1 <T( l i 92 o

o T Py vty (5)
und Herstellung all der Verkniipfungen entsteht, die zu Verbundgraphen
fithren. So ergibt sich z. B. in zweiter Ordnung
1 (1 << 1 <

[t e
20\ 2 << 2 <L<)\'crbu11d

<—.—< 1 “5< (6)
1 e D) D N VIR Y
= 2'2 (2 }_4 ) 212 & + 3' —:<
(-———< <

Da die Kontraktionen hier lediglich Kronecker-Symbole bedeuten,
schrumpfen deren Abbilder in den Graphen zu Punkten zusammen. Dies
hat auch zur Folge, daf} in den y'y-Paaren jeweils beide Faktoren stets
nur von derselben Variablen abhdngen. Nach den Regeln zur Spur-
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bildung miissen diese Operatoren-Paare in

T e B®r-0_ t
Z = Spu [wa,wew (e Dv] [Nwtwev(w w0
= Spu P AT Ll RSPl L PR )

einfach durch 1/£2 ersetzt werden:

—fATEE 0 =y (ko) | yh 0 =2 S n0) )

Nach dem Verbundgraphentheorem [2] ergibt sich daher mit der Ab-
kiirzung [ da;nf (x;) = ° fiir die freie Energie die Graphensumme

C1fe 1 a1 A
— g0 = o[ e § ik
L] ’ ~ 9)
1 H 1! 1\ .
+-3;!-[3 (f tarpbar ¥ +) +H( A+ )}+
¢ ¥ ¢
aus der man mit (8) unmittelbar die Ursell-Cluster-Funktionen
5r
V@) = g sy 7 (Me g
| A 1.4
Vo (T, X) = | +7\;" + yl\:;) 4o (10)
1112 13
1 ! ! 1
y3(11> xz: 3'3) :1‘2 —:_'}3 _]_11 + : r S -!_

in Ubereinstimmung mit [3] abliest.

Bei diesem Vorgehen entsteht die sonst auf ganz andere Weise ge-
wonnene Mayersche Cluster-Entwicklung [3] erst durch eine ganz
bestimmte Teilsummation. Weist namlich die Wechselwirkung ein hard-
core auf, so sind die in (9) enthaltenen Integrationen nicht mehr definiert
und man hat, um die Wechselwirkung zweier Teilchen bis zu beliebig
hoher Ordnung zu erfassen, genau wie in der Brueckner-Theorie der
Kernmaterie [8] die Summe aller Leitergraphen zu bilden, die hier
wegen der Einfachheit der Kontraktionen geschlossen angegeben werden
kann. Der dabei entstehende, der Bruecknerschen K-Matrix ent-
sprechende Ausdruck f;; = (exp(— f)v;;) — 1 verschwindet im Innern
des hard-core und ermoglicht damit Integrationen iber den gesamten
x-Bereich. Andererseits kann man ausgehend von (9) auch die Schwierig-
keiten langreichweitiger Wechselwirkungen wie in Elektronengasen,
Elektrolyten u. &. durch Teilsummationen beseitigen. Die hierbei auf-
tretenden Polarisationseffekte werden durch die ebenfalls von MAYER [9]
angegebene klassische Ring-Cluster-Summation beriicksichtigt, die den
quantenmechanischen Teilsummationen von MAcCkE, GELL-MANN/
BrUECKNER und anderen [10—13] entspricht.
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Wie aus (2) hervorgeht, ist die Freie Energie (9) zugleich die Erzeu-
gende der klassischen Dichtekorrelationen u:

S 6
Us (5171 s xs) = n?(xl) e n?(xs) 5nd(z,) T (5n° x) /3) J(nu
=y m) () (@) X x ()

r(=s) (r—s)!

dexs+1nl s+1 fdx nl r) 'y'r( ‘xs>xs+1"'xr)7

wobei 4 (. . .) nur fiir s = 1 von Null verschieden ist. Mit der Abkiirzung
nd(x;) = o lauten die ersten Korrelationsfunktionen
(2

1 1
1 (Q 1 £
ul(xl): C]? 4“?{‘ +“2"* "V" + - } +
(1) ? ;}
4-2;{2?%—(;)1-{— “+‘:_i§_{_ ],1_
¢ (12)

el o1 02 L

4———{¢ S I f\bﬁ-‘-}-;—w
o b2 b )

Die u, entstehen also in Ubereinstimmung mit [3] aus der Freien Energie

(— B)J durch sukzessives Beseitigen von Integrationen oder aus den

Cluster-Funktionen v, durch sukzessives Durchfiihren von Integrationen.

Aus (11) liest man tibrigens noch ab, dafl die u, die Normierungs- und
Reduktionseigenschaften

o 0 )8
M(——ﬂ J(n‘:,v)—(

= 8us 10 + X (7} - () 7, 0)

r=2

d

1 ond
o7 180 = Nuf, 6/5nQ '

) — B) J(nd, v) (13)

besitzen. Dabei wurde (22.12) aus [2] benutzt.

Da Anderungen der idealen Einteilchendichte 29(z) ~ exp(— f) a(t)
prinzipiell durch Anderungen eines duBeren Feldes a () realisiert werden
kénnen, enthélt (11) oder auch (2) die physikalisch plausible Aussage,
daBl das Verhalten eines Systems im &ufleren Feld, d. h. die Kenntnis
der Freien Energie J(n) als Funktional von 7§ (z) bzw. a(t), Aufschluf}
gibt iber die innere Dynamik, d.h. tber die Dichte-Korrelationen
u,(...) und umgekehrt. Zusammenfassend lautet die grofkanonische
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Informationsgréfle realer Systeme

U(o) = Ssz e—ﬂ(H-CZ)z(O.) = ernd+ y(tn‘{,v),

; (14)

v,0)

—83 v oy (v
e = N, e

Damit ist gezeigt, dall die Anwendung quantenfeldtheoretischer Metho-
den (Besetzungszahl-Formalismus, Verbundgraphentheorem, Funk-
tionalableitungen) die Clusterentwicklungen der klassischen Gleich-
gewichts-Statistik auf einfache Weise reproduziert. Das analoge Vor-
gehen in der Quantenstatistik fithrt dort zu einer dhnlichen Reproduk-
tion der Entwicklungen von MoNTROLL/WARD und Brocx/pE DomiI-
NICIS.

Herrn Prof. Dr. W. Macke danke ich fiir sein forderndes Interesse sowie fiir die
Unterstiitzung dieser Arbeit durch Gewihrung von Arbeitsméglichieiten am
Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Universitat Dresden.
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