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Abstract. It is shown, that the class of fields (a, b) involving a particle of zero

rest mass and helicity A is restricted only by the condition |a + b] = ]h[,(a—;i-b

integer), if the representation space is not required to be irreducible. The main
feature of the corresponding physical interpretation is the occurence of gauge
particles. The investigations are carried out in terms of manifest covariant represen-
tations of the inhomogeneous Lorentz Group, which are shown to be not fully
reducible in the zero rest mass case. The results are also obtained by a limiting
process m — 0.

I. Einleitung

Im Rahmen der Feldtheorie treten bekanntlich zwei Typen von Dar-
stellungen der inhomogenen Lorentzgruppe (iLG) auf. Einmal die mani-
fest kovarianten Darstellungen, die durch das Konzept lokaler Feld-
operatoren und Wechselwirkungen in die Theorie kommen, zum anderen
die unitéren Darstellungen, die fiir eine relativistisch invariante Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation unentbehrlich sind und eng mit den Teil-
chenobservablen zusammenhéngen.

Bei vorgegebener Masse (Klein-Gordon-Gleichung) ist ihr Zusammen-
hang rein gruppentheoretischer Natur: Man hat es mit dem Problem zu
zu tun, die manifest kovarianten Darstellungen auf eine unitédre Form zu
bringen; die in der Theorie auftretenden Teilchen werden dann durch
ihre irreduziblen Bestandteile beschrieben. Da die inhomogene Lorentz-
gruppe nicht kompakt ist, braucht eine solche Transformation nicht
immer moglich zu sein. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir die vollstandige
Zerlegbarkeit in irreduzible Bestandteile, die bekanntlich erst durch die
Unitaritdt garantiert wird (vgl. HAMMERMESH [11]).

Der Fall nichtverschwindender Ruhmasse (m == 0) ist daraufhin
wiederholt untersucht worden [2], [3]. Das Resultat ist einfach: Ein
manifest kovariantes Feld des Typs! (a, b) enthilt Teilchen des Spins

1 (a, b) ist die durch die Spinorindizes des Feldes gegebene Darstellung der homo-
genen Lorentzgruppe.
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a+b,...,a— b, wobei die Unitaritat durch Transformation auf Ruhe
im Spinorraum und die Ausreduktion durch eine anschlieende Clebsch-
Gordan-Umkopplung erreicht wird.

Im Falle m = 0 liegen die Verhaltnisse komplizierter. S. WEINBERG
[4] hat gezeigt, daB ein Teilchen der Helizitit 2 nur durch Felder des
Typs (@ + h, a) beschrieben werden kann, wenn sein Zustandsraum
unter der iLG irreduzibel ist. Auf der anderen Seite weill man jedoch vom
Photon, dafl es aus Griinden der mathematischen Einfachheit ratsam
sein kann, zur Formulierung der Wechselwirkungen des Teilchens Felder
zu benutzen, die nicht zu dieser Klasse gehoren. Es ist daher zumindest
zur Konstruktion relativistisch invarianter Wechselwirkungen von
Interesse, die Klasse der Felder zu erweitern, die einem Teilchen der
Helizitdt h zugeordnet werden konnen. Dazu streichen wir die Forderung
der Irreduzibilitdt unter der iLLG und untersuchen, welche Teilchen einer
manifest kovarianten Darstellung der iLG, die lediglich durch die Klein-
Gordon-Gleichung zur Masse Null eingeschriankt ist, zugeordnet werden
koénnen?.

Das mathematische Problem besteht offenbar darin, die Beziehungen
zwischen den manifest kovarianten Darstellungen der iLG und ihren
bekannten unitdren Darstellungen zur Masse Null [5], [6] zu kliren. Zu
seiner Losung bedienen wir uns der Methode der kleinen Gruppe [7].
Insbesondere 146t sich zeigen, dafl zu einer manifest kovarianten Dar-
stellung der iLG, deren Spinoranteil die infinitesimalen Erzeugenden
2 und IT fir Raumdrehungen bzw. Lorentztransformationen hat, eine
Darstellung der kleinen Gruppe mit den infinitesimalen Erzeugenden:

P
2'.‘+130 x IT

gehort. p = (p, P,) ist dabei der Normalviererimpuls, dessen Invarianz
die kleine Gruppe definiert. Im Fall m == 0, d. h. p = 0 p, = m wird sie
zur Drehgruppe und die verschiedenen Teilchen entsprechen ihren
irreduziblen Darstellungen.

Ist jedoch m = 0, so kann nur noch p = e,, p, = 1 erreicht werden,
was die Struktur der Darstellungen wesentlich dndert. Sie bleiben zwar
im allgemeinen reduzibel, jedoch nicht mehr vollreduzibel. Es zeigt sich
vielmehr, daf} sie bestenfalls auf eine Form gebracht werden kénnen, in
der auf der einen Seite der Hauptdiagonalen stets Nullen stehen, wihrend
die Hauptdiagonale selbst aus Phasenfaktoren besteht. Die zugehorige
Basis wird dabei von den gemeinsamen Eigenzustinden |phn) von
P, 2P und IT - P gebildet; bei Lorentztransformationen L geht ein
Zustand |phn) in eine Superposition von Zustinden |Lph'n') mit

2 Da vollreduzible Darstellungen auf irreduzible zuriickgefithrt werden kénnen,
bedeutet dies im wesentlichen die Hinzunahme ,,halbreduzibler Darstellungen.
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n' = n iliber, wobei der zu n' = n gehorige Anteil aus |Lphn) durch
Multiplikation mit einem Phasenfaktor hervorgeht. Dadurch wird einer-
seits eine relativistisch invariante Wahrscheinlichkeitsinterpretation
moglich, zum anderen aber auch die Rolle der Nebenbedingungen und
Eichfelder fiir m = 0 Teilchen klar. Definiert man ndmlich das Skalar-
produkt lediglich durch die zu einem festen Index n = N gehorigen
Amplituden, so ist die Lorentzinvarianz gesichert, sobald die zu n < N
gehorigen Amplituden durch einen Satz entsprechender Nebenbedingun-
gen ausgeschlossen sind. Die zu n > N gehorigen Amplituden trans-
formieren sich zwar bei Lorentztransformationen nicht unitir, sie liefern
jedoch per definitionem zu diesem Skalarprodukt keine Beitrdge und
konnen deshalb als Eichzusétze aufgefallt werden. Derartige Verhéltnisse
sind ja vom elektromagnetischen Feld her bekannt. Es zeigt sich, daf3
ein Feld des Typs (a,b) auf diese Weise Teilchen der Helizitdten
la+b|, ..., —|a+ b| beschreiben kann, wenn man nur jeweils die
Nebenbedingungen geeignet wihlt.

Die Uberlegungen sind in drei Teile gegliedert. In einem ersten unter-
suchen wir die Transformation der manifest kovarianten Darstellungen
auf die korrespondierenden Darstellungen der kleinen Gruppe fir die
Féllem = 0 undm = 0, und in einem zweiten die spezifischen Eigenschaften
dieser Darstellungen bei m = 0 sowie die damit verkniipfte Teilcheninter-
pretation. In einem dritten Teil wird gezeigt, daB die Ergebnisse auch durch
einen Grenziibergang m — 0 erreicht werden konnen.

II. Manifest kovariante Darstellungen der inhomogenen Lorentzgruppe
und ihre Zuriickfiithrung auf Darstellungen der kleinen Gruppe

Eine relativistisch invariante Quantentheorie zeichnet sich bekannt-
lich dadurch aus, daB sich die inhomogene Lorentzgruppe im Raum der
physikalischen Zusténde durch eine Gruppe linearer Operatoren A (a, L)
darstellt. Die explizite Matrixform dieser Operatoren hangt dann von der
Wahl der Zustandsbasis ab. Der lineare Raum einer manifest kovarianten
Darstellung der iL.G ist dadurch definiert, daf es ein vollstindiges Basis-
system {|po)} gibt, dessen ,,Spinorkomponenten sich unabhéingig vom
Impuls p transformierens. Bei Lorentztransformationen L soll also
gelten:

A(0, L) [po) = |Lpp') Syo(L) (mit Summenkonvention) (1)

wahrend sich Translationen einfach als
A(a,0) |po) = |po)ei?®

3 Fir ihre Fouriertransformierten |xo) = [ [po)e®* do gilt Entsprechendes
vom Ort @. do = d?3p/p, ist das invariante Flachenelement auf dem Massenhyper-
boloid. Die Zustande werden hier mit runden Klammern geschrieben, damit sie von
einer spiter auftretenden zweiten Zustandssorte unterschieden werden konnen.

6*
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schreiben. Ihr Charakteristikum ist also eine endlich dimensionale
impulsunabhingige Darstellung S(L) der homogenen Lorentzgruppe
(Spinordarstellung), die wir hier der Einfachheit halber irreduzibel
wihlen. Der Grund der Verwendung solcher Darstellungen in der Feld-
theorie ist bekannt. Sie sind wegen ihres einfachen Transformations-
verhaltens besonders zur Konstruktion relativistisch invarianter lokaler
Wechselwirkungen geeignet, obwohl sich andererseits natirlich gezeigt
bat, daf} damit Konvergenzschwierigkeiten und unphysikalische Zige
wie eine indefinite Metrik verbunden sein konnen. Letzteres ist, wie man
vom elektromagnetischen Feld weif3, schon bei freien Feldern moglich.

Wir wollen hier untersuchen, wie man generell solche manifest ko-
varianten Darstellungen der iLG im wechselwirkungsfreien Falle (Klein-
Gordon-Gleichung) physikalisch interpretieren kann. Dazu miissen wir
die Darstellung soweit als moglich in irreduzible unitire Bestandteile
zerlegen, die dann freien Teilchen zugeordnet werden konnen*.

Wir beachten zunéichst, dal} die Hinzunahme der Impulsabhéngigkeit
zur Spinordarstellung S (L) gruppentheoretisch gerade dem Ubergang
zum direkten Produkt

S(L) @ T(p)

entspricht, wobei 7' (p) eine manifest kovariante Darstellung ohne Spin-
variable (Skalarfeld) ist (vgl. AEMAvasrA [8]). DafBl solche direkten
Produkte trotz der Irreduzibilitit von S(L) im allgemeinen nicht mehr
irreduzibel sind, ist bekannt. In unserem Fall wird die Irreduzibilitit
dadurch zerstért, dal der Impuls eine Richtung im Raumzeitkontinuum
auszeichnet. Dies ermoglicht eine eindeutige Zuordnung der homogenen
Lorentzgruppe zu einer ihrer Untergruppen — der Wignerschen kleinen
Gruppe —, gegeniiber der dann die Irreduzibilitit nicht mehr gewéhr-
leistet ist. Da sie aus den bei festem Impuls noch méglichen Lorentz-
transformationen besteht, geben ihre Darstellungen zugleich Aufschiuf}
iiber die Spinfreiheitsgrade der moglichen Teilchen?®.

Die Reduktion sieht explizit folgendermaBien aus (vgl. WiGNER [7]):
Man wahlt zundchst auf dem Massenhyperboloid eine einfache Normal-
form P des Viererimpulses. Ferner definiert man zu jedem Viererimpuls
p eine Lorentztransformation A (p) die p in P tberfiihrt. Eine beliebige
Lorentztransformation L 146t sich dann nach

L = A~*(Lp) KA(p)
zerlegen, wobei
K(p, L) = A(Lp) LA (p) @)
wegen Kp = P zur kleinen Gruppe gehort.

¢ Im Darstellungsraum { |p Q)} ist a priori kein Skalarprodukt definiert. Es kann
nur dann ein relativistisch invariantes Skalarprodukt eingefiithrt werden, wenn sich
die Darstellung auf eine unitéire oder quasiunitire Form bringen 148t.

® Kleine Gruppen zu verschiedenen Viererimpulsen gleicher Masse sind dquivalent.
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Der wesentliche Schritt besteht nun in einer Anwendung dieser Zer-
legung auf den Spinoranteil der manifest kovarianten Darstellung, wobei
p mit den Impulseigenwerten der Zustdnde identifiziert wirdS. Wir
definieren dazu im Zustandsraum eine neue Basis:

Ipe) = 1PQ") Syo(A71 () - (3)
Die |pp) transformieren sich dann wegen
A(L) [po) = |Lpo) Say (L) Syo(A7(p))
= |Lpo”) Sye(A(Lp)) Sop (L) 8o (A7 (p)) 4)
= [Lpe") Sy (K (p, L))
nach der Spinordarstellung der kleinen Gruppe, die zwar impulsabhédngig
ist, dafiir aber eine einfachere Struktur hat. Die zu den infinitesimalen

Transformationen der kleinen Gruppe gehorigen Drehwinkel deo bzw.
Geschwindigkeiten du sind nidmlich per definitionem durch

0Pp=P X 0+ P, du=0

d. h. also durch:

eingeschrénkt?. Die infinitesimalen Erzeugenden X, bzw. I,, der
Darstellung S (L) treten daher bei Transformationen der kleinen Gruppe
nur in der Kombination:

Ty b+ Mgy du= By + L 5} - b0

auf; ihre Spinordarstellung laft sich deshalb bereits aus den drei®
infinitesimalen Erzeugenden

1 [
E‘Ve’e = &y Do X He'@ (5)

aufbauen. Um das Problem zu konkretisieren, nehmen wir jetzt an, daf3
die Darstellung S (L) vom Typ (a, b) ist. Das bedeutet bekanntlich, da
sich ihre infinitesimalen Erzeugenden X', und II ,, als

Ly =Zoyup =% 055 + Vs 0

L ,, ©)
My, =M,p.;= 7 U Opp — Jirp Outa)

) Eine &hnliche Zerlegung 148t sich fiir jede Darstellung der iLG angeben, da
die Aufteilung in einen impulsdndernden Anteil und einen Spinanteil stets moglich
ist [7].

7 Den Fall p, = 0, der fiir raumartige Viererimpulse auftreten kann, schlieBen
wir hier aus.
8 Gemeint sind die drei Komponenten des Vektors W.
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schreiben lassen®, wobei J%, und J%; die infinitesimalen Erzeugenden
zweier Darstellungen der Drehgruppe zu den Spins ¢ und b sind. Sie
sollen hier hermitesch und in den z-Komponenten diagonal gewéahlt
werden, d. h.:

(Jg)oc’a = “6a'a> (le))ﬁ'ﬂ = ﬂéﬂ'ﬁ :
Einen Gewinn an Ubersichtlichkeit bringt dabei die folgende Operator-
schreibweise10:

[P ) Suprap(A7 (p) = S(A7Y) [pac f) = [po )
lpe f) 3%, =Te1paf), |paf) s =3"pap)
[per By =T 1pa ), Ipef’) Iy =17 Ipx B 7
Z=Jet+ P, II= %(J“ gy X=Je+ g, II E%(J"’ —Jo).
Die gestrichenen Operatoren hingen dabei mit den ungestrichenen wegen

J'|pe) = J'[pe’) Syo(A(p))
= lpgl) Su’a (A-1 (p)) Ja’g’sg’g (A (p))

—1

= S(A)J8(4)|pe)

nach der Relation:
-1
J' = 8(A)J 8(A) (8)
zusammen. Die Basis |pa ) diagonalisiert dann die Operatoren J¢ J?,
2, ill, und die Basis |p« ) die Operatoren J'¢, J'°, X*, iII’,. Die ent-
sprechenden Eigenwerte sind «, §, « + f und « — f; wir schreiben
deshalb auch

[paf) = |[phn), |pap)=I|phn)

V)
A
4
L] L) 1 ./ .
/
/
s
2b+7 . D :< &L
N
AN
N
L] L] L . .
\\
2a+7 2

Fig. 1. Eigenwertspektrum von J¢, JJb, X, Il

® Wir ordnen jedem Index ¢ ein Paar «, f zu. ¢ durchlduft dann (2a + 1) X
X (2b + 1) Werte.

10 Wir miissen beachten, daf die Matrizen J,, usw. je nachdem, ob sie die
[pap) oder |paf) transformieren, zu verschiedenen linearen Operatoren gehéren.
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mit b= o+ f, n = o — (. Der Wertebereich von e, £, und = ist in
Fig. 1 dargestellt.

Ist nun die Ruhmasse von Null verschieden, so kann p=0, p,=m
gewihlt werden. Die kleine Gruppe geht dann offensichtlich in die Dreh-
gruppe tber. Die infinitesimalen Erzeugenden ihrer Spinordarstellung
sind nach (5) und (6) durch

X=Jeo 4 Jv
gegeben; sie ist unitdr und zerfillt in irreduzible Bestandteile der Spins
la +0],...,]a—0|

Im Fall verschwindender Ruhmasse liegen die Verhéltnisse jedoch
komplizierter. Sie sollen im néichsten Abschnitt untersucht werden.

III. Darstellungen der kleinen Gruppe und Teilecheninterpretation im Falle
verschwindender Ruhmasse

Bei verschwindender Masse kann der Viererimpuls nur noch auf die
Normalform p = e,, p, = 1 gebracht werden. e, ist dabei eine feste Raum-
achse (z-Achse). Dies dndert die Struktur der kleinen Gruppe wesentlich
ab und erschwert die Teilcheninterpretation. Nach (5) und (7) folgt
nédmlich jetzt fur ihre infinitesimalen Erzeugenden:

W =X +e,xII
bzw.
We=2, -0, W,=2,+1I;, W,=2.

Die Struktur dieser Darstellung wird durchsichtiger, wenn wir das Ver-
halten von I7,” unter der kleinen Gruppe betrachten. Anwendung der fiir

die homogene Lorentzgruppe charakteristischen Vertauschungsrelationen
von & und IT":

(25, 2 =%}, [, II}] = —4i2;, [I1}, Xy] = ill] (i, k, j zyklisch)
fihrt zu:
UL, W,l= dll,—i2;=—iW,
UL, Wyl=—ill, — i2Z,= —iW, (9)
I, W,1=0.
Das bedeutet gerade, dal} jede beliebige Linearkombination von W, und

W die Eigenwerte von ¢/1, um eins erhoht, wihrend W, sie nicht dndert.
Es gilt ndmlich:

AT (aWo+ W) [phn)
= QUL cWy+ W, ]+ n(a W+ BW,)) |phn)y  (10)
=(n+1)(«Wy+ BW,) [phn) .
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Dadurch vereinfacht sich die Darstellung erheblich. Bei Lorentz-
transformationen folgt nimlich mit S(K) = €™ nach (4) und (7):

A(L) [pe) = Lpe') Syo(K (p, L)) = PP |Lpg) .
Ferner zeigt die Entwicklung dieser Exponentialfunktion, daf3 S(K) als
elo W eiwzw; + Fw(vvl)

geschrieben werden kann, wobei jedes Potenzreihenglied von F,(W’')
mindestens einen Faktor W; oder W, enthélt. Damit folgt:

A(L) |phn)y = (9% 4+ F ,(W)) |Lphn) (1)
= |Lphn) ¢®" 4 3 |Lph'n'y Ay,

n>n
W

Ein Zustand |phn) geht also bei Lorentztransformationen in eine Super-
position von Zustinden |Lph'n') iber, die nur Beitrige zu n’ = n ent-
hélt. Ferner gehen die Anteile zu n' = n aus |Lphn) einfach durch Multi-
plikation mit Phasenfaktoren hervor. Die Verhéltnisse sind in Fig. 2
skizziert.

. ’ \‘\\\AZ/KV \\\

Fig. 2. Die Zusténde |py) werden in den schraffierten Bereich ,,hineingestreut”

Damit ist zugleich eine optimale Reduktion der Darstellung erreicht:
Der Darstellungsraum zerfdllt in eine aufsteigende Folge invarianter
Unterrdume:

Ry = { 2 Iphn)y ey, oy, beliebig komplex} mit Ry.,;CRy.

n=N
h

IThre Komplementérraume sind wegen (10) sicher nicht invariant, so daf3
eine weitere Reduktion unmoglich ist, vgl. HaMMERMESH [1].
Ferner kann (11) zu einer — allerdings nicht eindeutigen — Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation benutzt werden. Ein Zustand
lyx) = %‘ [ 1Ph N} . x(p) do + Z;f [Phn) Yun(p) do CRy  (12)

n> 2
h
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geht ndmlich bei Lorentztransformationen in:
A(L) [px) = 2 [Lph Ny &Py (p) do -+ 2 [Lphn) yha(p)do - (13)

n>N
h

iiber, da sich die zum niedrigsten Index n = N gehorigen Anteile bis auf
Phasenfaktoren reproduzieren; die Koeffizienten v, y(p) kénnen somit
als Wahrscheinlichkeitsamplituden aufgefalt werden. Die entsprechen-
den Skalarprodukte lassen sich in einfacher Weise durch Projektions-
operatoren 'Y formulieren, die auf die zum Index N gehdrigen Zusténde
projizieren:
IYiphn) = [phn) 6,y .

Die Bedingung |p) € Ry bzw. y;, = 0 fir n < N 1a83t sich dann durch:

0= [-@+0) |}y = [=@+0 41|y — oo = [W-1]p) (14)

ausdriicken'. Wir definieren ferner eine Bilinearform {y|y) durch

{phn|p'h'n"y = pd(® — ') O Onw

was nach (12):
Clyy =20 [ 4in(®) pan(p) do (15)

impliziert. Sie ist offensichtlich nicht lorentzinvariant, da die Spinor-
darstellung {S, ,(K (p, L))} nicht unitir ist. Nach (13) ist jedoch, falls
die Bedingungen (14) gelten, die Bilinearform

kZ [ 203 () wax (9) do = (x| TV |p) (16)

relativistisch invariant, da sie nur die zum Index N gehdrigen Amplituden
enthalt.

(14) und (16) fithren somit zu einer ganzen Klasse moglicher Wahr-
scheinlichkeitsinterpretationen, die sich durch verschiedene Werte des
Index N unterscheiden. Auf diese Weise wird es moglich, mit einem
manifest kovarianten Feld des Typs (@, b) Teilchen der Helizitéiten
| +b|,...,—|a+ b zu beschreiben. Diese Interpretation hat die
Eigenart, dall es gewisse Zustdnde |p) € Ry, gibt, die zum Skalar-
produkt nichts beitragen, und folglich nur indirekt beobachtbar sind.
Sie konnen deshalb als Eichzuséitze aufgefalt werden. Wie Abb. 2 zeigt,
verringert sich ihre Zahl mit wachsender Zahl der Nebenbedingungen (14)
und verschwindet schlieBlich, wenn N seinen Maximalwert N = a + b
erreicht. Der Zustandsraum wird dann irreduzibel und beschreibt ein
Teilchen der Helizitdt a — b. Dieser Fall wird von S. WEINBERG [4]
erdrtert.

Bevor wir zur Diskussion konkreter Beispiele kommen, formen wir
die Bedingungen (14) und (16) etwas um. Sie bekommen eine hand-

11 Sie bilden demnach zusammen ein relativistisch invariantes System.
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lichere Form, wenn wir sie in den ungestrichenen Operatoren formulieren,
die nach (7) unmittelbar auf die in der Feldtheorie geldufigeren manifest
kovarianten Zustinde wirken. Wir beachten zunichst, da sich die
Projektionsoperatoren I'¥ als
IV =X yRITE
K

schreiben lassen, da sie auf die zu N gehorigen Eigenwertriume von
I, projizieren. Fiir den Operator I1, gilt ferner nach (8):

1T = S(ALS(A) .

Darin ist A(p) eine Lorentztransformation, die p auf p abbildet. Wir
setzen sie aus einer Raumdrehung, die den Impuls in die z-Richtung
dreht, und einer Lorentztransformation, die seinen Betrag auf 1 trans-
formiert, zusammen. Fiir ihre Spinordarstellung S(A) gilt dann:

8(A) = =01z gmioZ (17)

wobei der Drehwinkel @ durch

und 0 durch:
1= pycoshf + |p|sinhf, d.h. 0= —Inp,
bestimmt ist. Damit folgt sofort:
H,;:ei“"zﬂze“i“’“‘::gﬁ;ll (18)
sowie
Ip|
Wir berechnen ferner das Skalarprodukt zweier manifest kovarianter
Zustande. Nach (3), (15) und (16) folgt:
(Pro1] I |p202) = (Pro1|P20) 17,
= (P1011P20") 85t o1 See L5,
= Pe0(p — P') (STSI™),,,,

Y= 2o ()"

und nach (17) und (18)2:
SSHTN — g E 20011, g—in- 2 Py _ g—2i0 TP py
P

.. . . I
Da I'Y auf den Unterraum projiziert, der zum Eigenwert N von i - —m—p

gehort, ergibt sich schlieBlich:
S+SIN = =20NJW — p2N 'V

12 Wir benutzen dabei die Hermitezitit von 2, g und 17 ,g.
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bzw.

[pl
1 1
272
magnetische Potentiale) und (% , O) Feldes (Neutrino) illustrieren.

(Pr01] I |p20s) = Do0 (Py — P2) o3 X v% ((E—D)A) . (19)
K 010

Wir wollen diese Methoden jetzt am Beispiel des ( ) Feldes (elektro-

1. Das «, # Diagramm des Vektorpotentials (a= —%: b) ist in
Fig. 3 dargestellt.

y/)
n=~7 //‘ 7
ﬁ:a 7/ ,/ n=0
L] »’
/ /s k=7
4 /
4 /
o
/
n=0 // //
k=1 & o n=1
7/ S k=0

Fig. 3. Eigenwertspektrum von J3%, J*, X7, 111, beim Vektorpotential

Der Operator ¢ 1[I, = illmlhat hier die Eigenwerte n = —1,0,1 und
wir bekommen die Projektionsoperatoren:

[l o (~I2 4 ill)), Io=1+115.
Die Zustinde:

lpt1>=V%(lpl 0>+ [|p—10))

Ipta) =5 (P10}~ [p ~10))
lpl>=—V12:<|p0—1>+ pO1Y)
,ps>=VL2_(,p0_1>_ p01))

sind dem Vierervektorcharakter der Darstellung besser angepafBt. Sie
beschreiben transversale, longitudinale und skalare Photonen und trans-
formieren sich unter den Projektionsoperatoren I'+1, I'° nach:

T#1pty,y = 0, T=1iply = 5 (ply F |ps)

T=1[psy = (Ipsy F [pl))

IOlpty, ) = [pti,2), I°ply=0
I°|psy=0.
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Nach der vorangegangenen Analyse haben wir dann drei Félle zu unter-
scheiden:

a) Keine Nebenbedingung; Skalarprodukt (y| I™-1|p). Da I'1|p) =0
mit der Lorentzbedingung identisch ist, tragen hier nur Zustéinde zum
Skalarprodukt bei, die der Lorentzbedingung nicht gentigen, wihrend
transversale Photonen und Mischungen longitudinaler und skalarer
Photonen, die ihr geniigen, als Eichteilchen auftreten.

b) Nebenbedingung [I!|p) = 0; Skalarprodukt <{y|I®p). Wir
haben es dann mit der iblichen Interpretation der elektromagnetischen
Potentiale zu tun, wobei das Skalarprodukt so geschrieben ist, daf3 die
longitudinalen und skalaren Photonen explizit herausprojiziert werden.
(Beim Skalarprodukt von Gupra und BLEULER, das dazu dquivalent
ist, heben sich diese Anteile auf, sofern die Lorentzbedingung erfillt ist.)

c) Nebenbedingungen I™|yp)=0=1"[p); Skalarprodukt {y|I*'|y)
= {y|v). Es handelt sich dabei um elektromagnetische Potentiale ohne
transversale Photonen (Eichfelder).

Wir bekommen also hier die bekannten Vektorpotentialtypen zuriick.
Jeder dieser Feldtypen 1Bt eine relativistisch invariante Wahrschein-
lichkeitsinterpretation zu.

2. Im Falle des (—;— , 0) Feldes bekommen wir das in Fig. 4 skizzierte
«, p Diagramm.

>0
he=n=~-12 k=n=72

Fig. 4. Spektrum von J3¢, J, X7, iII, beim (% S O) Feld

Die J% , sind hier bis auf einen Faktor —;— mit den Paulimatrizen
[, o 1den‘o1sch wihrend die J% 5 verschwinden. Nach (7) gilt deshalb
ill =5 0 und wir bekommen die Projektionsoperatoren:
L1/ 1 iI- D) 1 ( LA P)
E£1/2 ).
N =)

Dies fiihrt zu der Aufteilung:
a) Keine Nebenbedingung; Skalarprodukt

Gl T-tpy =5 (¢ 1~ Sy -
Zum Skalarprodukt tragen dann nur Neutrinozustinde der Helizitit

— % bei, wihrend die Weylschen Neutrinos (h = —;—) als Eichteilchen

auftreten. Es ist demnach moglich, durch ein (%, 0) Feld auch ein
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Neutrino der Helizitit — 5 Zu beschreiben, wenn man — wie bei den

elektromagnetischen Potentialen — das Auftreten von Kichteilchen in
Kauf nimmt.
b) Nebenbedingung I'-/2|p) = 0 = (l - —a|—p‘L) [p) und Skalarpro-

dukt {y| I'~12|yp) = {y|p). Dies ist die iibliche Interpretation eines
(%, O) Feldes, das der Weyl-Gleichung geniigt. Es beschreibt ein Neu-

trino der Helizitat + —% .

Die beiden Beispiele verdeutlichen zwei fiir die manifest kovarianten
Darstellungen der iLG zur Masse Null typische Eigenschaften: Die
Freiheit in der physikalischen Interpretation und das Auftreten von
Eichteilchen. Ferner zeigen sie, wie man jeweils die Nebenbedingungen
zu wahlen hat, wenn man Teilchen der Helizitdten |a + &|, .. ., — | + 0|
beschreiben will.

Umgekehrt fithrt somit die Aufgabe der Irreduzibilitit des Zustands-
raums zu einer Erweiterung der Klasse der Felder, die ein Teilchen der
Helizitdt % beschreiben. Sie sind jetzt nicht mehr durch a — b = b,

sondern nur noch durch |a + b] = |A| (a Z b ganz) eingeschrankt.

Vom gruppentheoretischen Standpunkt sind diese Felder alle mehr
oder weniger gleichberechtigt. Es hat jedoch den Anschein, daf es fiir
jedes Teilchen ganz bestimmte Felder und Nebenbedingungen gibt, mit
denen sich seine Wechselwirkungen am einfachsten formulieren lassen.
Jedenfalls hat sich bisher fiir das Photon das Vektorpotential mit Lorentz-

bedingung und fir das Neutrino das( %,O ) Feld mit Weylgleichung am

besten bewahrt.

IV. Der Grenzfall m — 0

Wir wollen abschlieBend das Zustandekommen dieser Eigentiimlich-
keiten der manifest kovarianten Darstellungen an einem Grenziibergang
m —> 0 diskutieren. Im Falle m == 0 kann man » auf die Form p = 0,
Po = m bringen, und A(p) wird zur Transformation auf Ruhe. Thre
Spinordarstellung 148t sich bekanntlich als

—ie TP ! Il Po + p|
S(A) =e O, 0=~ amtanhE: —In—=—
schreiben [9]. Die Zustidnde
oI
lphny=¢ '° Tl |phn) (19)

bilden dann nach (5) und (6) eine unitdre Basis und ermoglichen eine
einfache Teilcheninterpretation. (19) vereinfacht sich offensichtlich fiir
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Eigenzusténde Von%. Liegt insbesondere der Impuls in z-Richtung,

so gilt % = IT, und es folgt nach (7):
oot [pl\»
ph) = (220 iy (20)

Dieser Zusammenhang fiihrt jedoch im Grenzfalle m = 0 zu Unendlich-
keiten, deren Ordnungen vom Eigenwert n abhidngen. Wir wollen jetzt
zeigen, dal} gerade diese Abhédngigkeit fiir die Eigentiimlichkeiten der
manifest kovarianten Darstellungen zur Masse Null verantwortlich ist.
Dazu beschrinken wir uns zunichst auf Zustinde |phN) mit einem
festen Eigenwert n = N und multiplizieren (20) mit dem lorentz-
invarianten Faktor m~13:

[phn) = (po + [P |phn)ym~N—" . (21)

Die |phN) bleiben dann fiir m — 0 endlich. Das Verfahren ist jedoch nur
dann sinnvoll, wenn dadurch auch in anderen Bezugssystemen Unend-
lichkeiten vermieden werden. Zur Klirung dieser Frage betrachten wir
das Verhalten der |ph N) unter Lorentztransformationen L. Ihr Impuls-
eigenwert p geht dabei in p’ = Lp iber, wihrend sich die zugehorige
Drehung im Spinraum nach (2) berechnet. Fir infinitesimale Trans-
formationen kann das Ergebnis leicht angegeben werden. Man weill
ndmlich aus der speziellen Relativititstheorie, da einer infinitesimalen
Lorentztransformation im Laborsystem mit der Geschwindigkeit du im

Rubhsystem eine Drehung um den Winkel do, = ;:ﬁ_é:; entspricht 14.
0
Es gilt demnach
[phNY = A(du) |[phN)=(1 — it da, - 2)|p'hN). (22)

’

Die |phN)" werden im allgemeinen keine Eigenzustinde von ZIP_II) und

HIP;'F sein; letztere gehen vielmehr aus den |p’ A N) durch eine Drehung:

P hNY=(1—idw, Z)|p'hN)

¢

im Spinraum hervor, wobei der Winkel do, = %’—p x du die Anderung
der Impulsrichtung beschreibt. Thr Zusammenhang mit den |pAN)’
wird klar, wenn wir die Transformation (1 — ¢ d@, - ') nach:

l1-ido, - F=(1-ido,—dm,) Z)(1-ido, X)

13 Die so umnormierten manifest kovarianten Zustinde werden wieder mit
|phN) bezeichnet.

14 Dies ist bekanntlich auch der Grund fir die sog. Thomasprizession [10]
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zerlegen. (22) geht dann in:
PANY = (1~ i(do, - dw,) - Z) [ RN
= (14855 0 x ow)- Z) A (23)
(1455 02, ~ 6u,5,) AV

iber. Da sich andererseits die Operatoren 2, und X', nach (7) linear aus
den Schiebeoperatoren J% = J%+ 1J% und JY = JY 4 iJ} kombinieren,
enthalten die [phN)" auller |p'2N) nur Beimischungen:

) = [P N 2 1) 5 du
der GroBenordnung m. Beim Ubergang zur manifest kovarianten Basis
haben wir sie nach (21) mit den Faktoren:

m¥ 1 (py + [p) ¥+

zu multiplizieren und bekommen zu den |ph N)' die Beitrage!s

lp£) = @£ (P + [PH¥EImT?

Ni1
=|p'WN +£1) Ao+ PPTED +II£D dummT?!,
Im Grenzfalle m — 0 verschwinden somit sowohl die Beitrige |p4-) zur
unitdren Basis, als auch die Beitrige |@p—) zur manifest kovarianten

Basis, wihrend sich die Anteile |¢+) durch den Faktor _ﬂl{ in (24) so

verstirken, dal die |p-+) auch bei m = 0 endlich bleiben. Die unitidren
Darstellungen zerfallen somit in irreduzible Bestandteile, von denen
jeder durch ein Indexpaar (&, n) gekennzeichnet werden kann, nicht
aber die manifest kovarianten Darstellungen. Bei infinitesimalen Lorentz-
transformationen treten vielmehr zu den Zustinden |phN) endliche
Beitrage mit dem Index N 4 1 hinzu.

(24)
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15 Die Unterscheidung zwischen p und p’ ist hier belanglos, da sie sich erst in
der Ordnung (Ju)? bemerkbar macht.





