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Abstract. The purpose of this note is to study the spin of a free relativistic
particle, using the language defined by Mr. LAURENT ScHWARTZ. In contradistine-
tion with what has been done often, we work completely in the Hilbert space of the
particle, whithout using (improper) pure states of energy-momentum. We first
explain our formalism in a general basis-independant way and then perform the
whole calculus on a particular example. The probabilities of spin orientation along
a quantization axis depend on the observer.

L’objet de cette note est une étude du spin d’une particule relativiste
libre utilisant le langage défini par M. LAURENT SCHWARTZ dans un
cours qui sera notre référence 1.

Contrairement & ce quia été fait couramment, nous opérons entiérement
dans l'espace de Hilbert de la particule sans utiliser d’états purs (im-
propres) d’impulsion.

Espace d’Impulsion, Espace de Polarisation, Surface de masse et Groupe
Structural (rappels et notations)

Nous désignons par E; lespace d’impulsion, dual de l'espace vec-
toriel de Minkowski; nous notons p son point courant et p* la forme de
Lorentz, de signature (— + + +).

m étant la masse de la particule, nous désignons par £ la nappe de
Ihyperboloide & deux nappes d’équation p?= —m? sur laquelle la
composante de genre temps (composante d’énergie) est négative. A toute
direction de genre temps de E; est associé biunivoquement un point de Q.

Nous notons F P’espace de polarisation de la particule; c’est un
espace vectoriel & un nombre fini de dimensions sur le corps C des
nombres complexes.

Le groupe structural G (Cf. Réf. 1, pp. 16 et 18) opére & la fois sur
E, ct sur F'; en fait, il nous suffira de préciser I'action du groupe G/G,,
quotient de G par le sous-groupe invariant abélien G, qui agit sur 7,
(espace affine de Minkowski) comme les translations, sur E; et sur F
comme l'identité (Cf. Réf. 1, p. 146).
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Nous notons I"'1’élément générique de G/G,. I1 y a un homomorphisme
de G/G, dans le groupe de Lorentz propre L de E;; & I'" € G/G,, correspond
un opérateur ¢ € L. Il y a un homomorphisme de GG, dans les opéra-
teurs linéaires de F; & I" € G)G, correspond un opérateur V ¢ £ (F, F).
La représentation de G/G, ainsi définie sur le produit E; ® F est supposée
fidéle (Cf. Réf. 1, p. 18).

A tout point p de £ correspond un sous-espace vectoriel F, de F
muni d’une métrique hermitienne définie positive; le produit scalaire
dans F, sera noté (,),. Lorsque o ¢ L décrit le stabilisateur de p, Popéra-
teur correspondant V € & (F, F) décrit un sous-groupe du groupe uni-
taire de F, relatif & cette métrique et cette représentation unitaire d’un
sous-groupe de G/G, par des opérateurs de & (F,, F,) est supposée
irréductible (Cf. Réf. 1, pp. 150sq).

Enfin, étant donnés deux points p, et p, de 2, on sait qu’il existe un
et un seul élément ¢, , de L (transformation de Lorentz pure) carac-
térisé comme suit:

a) il transforme p, en p,

b) il laisse le plan bidimensionnel de Ej contenant p, et p, invariant
globalement

c) il opére comme I'identité sur le plan orthogonal au précédent pour
la métrique de Lorentz.

Aoy, ,, on sait associer un élément V, , de Z(F, F) tel que o, ,, et
Vp, », soient les images dans L et dans & (F, F) d’un méme élément de
G[G,. V,,,, définit une application unitaire de ¥, sur F,,. On a

Vpx V7o Vl_’: Pt
E:n: général
VP: Ds * VZ’: ?s VP; D

par contre si f, g € F), on a:

(t 9n = (Vounts Voo, = Vup, Vounafs Viouna Va9,
= Vol Vo9, -
On reconnait dans la caractérisation de ¢, ,, celle de o,,, donnée dans
notré réf. 1, p. 198, ot 'on note o (, p) ce que nous notons ¥, et oit I'on
définit un opérateur ¥, qui correspond & notre V,,.

Espace de Hilbert de la Particule (rappels et notations)

L’espace de Hilbert des mouvements de la particule en représentation
d’impulsion est V'espace F # de notre réf. 1( pp. 167 sq); c’est Pespace
des'mesures f u sur E; & valeurs dans F ou:

1. u est la megure de densité 1 répartie sur la surface de masse £.

2. f est une fonction mesurable sur £ 3 valeurs dans F telle que, pour

tout p €2, /(p) €F, ot |(p)], = Y (@), (8), est do carré p-intégrable.
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Le produit scalaire de deux éléments f 4 et g u de F # est
(Frgmzse = [ (D) 9(P))y A2 (p)

et on suppose toujours

If ull 7 0 = l/(fﬂ, fwgp=1.
Dans la pratique, on utilise une autre expression de ce produit
scalaire (Cf. Réf. 1, pp. 194 sq): on choisit un point @ de 2 et on a

(fes g ) 2 =Qf(Vpaf(p), Vpad (P))adp(p) -

Physiquement, choisir un point de £2 (¢c’est-a-dire une direction de temps)
revient & considérer un observateur particulier, que nous désignerons par
la méme lettre que le point correspondant de £.

Spin par rapport & un axe pour un observateur donné

Le stabilisateur dans le groupe de Lorentz propre L d’un point @ de
£, associé & un observateur a particulier, est un groupe de rotations dans
un espace tridimensionnel euclidien. Soit D une direction de ce dernier
(¢’est une direction de genre espace dans Ej). Les rotations autour d’un
axe de direction D forment un sous-groupe & un paramétre de L. On sait
associer & ce sous-groupe & un parameétre de L un sous-groupe & un para-
métre du groupe unitaire de F, tel que les éléments de ces deux sous-
groupes correspondant 3 une méme valeur du parameétre soient les
images dans L et dans & (F, F') (I'image dans & (F, F') étant plus pré-
cisément dans £ (F,, F,)) d’'un méme élément de G/G,.

Nous appellerons spin autour de la direction D pour 'observateur a
Popérateur qui agit dans chaque F, comme lopérateur Sp ,(p)
=1V ,,8pV,e Au mouvement fu € F 3, cet opérateur fait corres-
pondre ¢(V,,S8pV,.f) w qui est encore un élément de &# H#, car

f(p) € F, par définition de & ¥

V,q est une application de I, sur I,

Sp €L (F,, F,) (générateur infinitésimal du sous-groupe & un para-

meétre du groupe unitaire de F', que nous considérons)

V., est une application de I, sur F,
et, les opérateurs mis en jeu agissant dans des espaces de dimension finie,
tV4p8p V,yof (p) est de carré u-intégrable parce que f(p) V'est.

Quel que soit p, Sp,.(p) a le méme polyndéme caractéristique que
©8p, donc le méme systéme de valeurs propres. Soit A4 une telle valeur
propre et supposons qu’il lui corresponde dans chaque F, une seule
direction propre de Sp,,(p) dont nous choisissons un vecteur unitaire
€,,(p). La probabilité pour l'observateur @ d’observer la valeur A du
spin autour de la direction D dans le mouvement fu est par définition

%,D =,Qf [(f(p)a ela(p))pF dlu(p) .

13*
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Elle est indépendante de I'arbitraire (un facteur complexe de module 1)
qui intervient dans la définition de e, , (p).

N.B. Au cas ou le sous-espace propre de F, correspondant & la valeur
propre A aurait m > 1 dimensions, on y choisirait une base orthonormale
{e1q:(p); ¢ =1,...,m} et on aurait

t=m

%,D :Qf .§1 |(f(p): elai(p))z?lz dtu(p) .

Changement d’observateur
=]

Soit un observateur b en mouvement rectiligne uniforme par rapport
au précédent. Le point b de 2 se déduit du point @ par la transformation
de Lorentz pure ¢,,, F, de F', par I'opérateur unitaire V.

Pour que I'on puisse définir pour I'observateur b le spin autour de la
direction D, il faut que les rotations autour de cette direction appar-
tiennent au stabilisateur de b dans L en méme temps qu’a celui de a.
C’est le cas si et seulement si D est la direction de la translation recti-
ligne uniforme ¢,;. En effet soient

& le vecteur unitaire de @ dans E{

7 celui de b

¢ le vecteur unitaire de I'axe de la translation retiligne uniforme o,

thy la vitesse de cette translation (la vitesse de la lumicre est ¢ = 1).
Onan==¢&chy+ (shy.

Soit X le vecteur unitaire d’une direction de genre espace de Eg, R,
une rotation autour de cette direction supposée appartenir aux stabilisa-
teurs de a (ou de &) et de b (ou de 7); on a

Rx (5) = f

By (n)=n
mais aussi

Ry(g) =Ry (§)chy+ R, () shy
et par suite
Ry(n)=E&chy+ R, ({)shy
done
n==Echy+ {shy=E&chy+ Ry ({)shy

d’ol1, comme y = 0:

R, (0)=¢

ce qui, ¢ étant une direction de genre espace réelle, équivaut & X = .

Si D est la direction de o,,, Sp appartient & £ (F,, F,) en méme
temps qu'a L (F,, F,) et on peut définir le spin autour de la direction D
pour 'observateur b comme 'opérateur agissant dans chaque F, comme
Popérateur Sp,, (p) = ¢ V;,8p V. Celui-ci a le méme systéme de valeurs
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propres que ¢Sy donc que Sy, ,(p). Supposons encore qu’a chaque valeur
propre A corresponde dans chaque F, une seule direction propre de
Sp,s(p) dont nous choisissons un vecteur unitaire e,,(p). La probabilité
pour Pobservateur b d’observer la valeur A du spin autour de la direction
D dans le mouvement fu est

P?.,]) = Qf |(f (p)’ elb(f’))plz d#(p)

N.B. Au cas ol la valeur propre 2 est multiple, on a la méme complication
que celle signalée plus haut & propos de la définition de P4 p.

Choix des veeteurs e,

1. e1,(p) est déterminé & un facteur complexe de module 1 prés par
les conditions suivantes:
(i) c’est un vecteur unitaire de I,

(i) Sp,a(Pp) €20(P) = Aesq(p).
En particulier, supposons choisi le vecteur e, , (@), vecteur unitaire de
F, tel que (puisque SD,a(a') =1V4uSpVaa=18p)
iSl)ela(a’) = Z'ela(a’) .
V., étant une application unitaire de F, sur F,, V,,¢;,(a) est un
vecteur unitaire de F,; en outre
SD,a(p) Vapela,(a’) =1 VapSD Vpa Vapela(“)
=1 VopSperq(a)
= A VM,e;,n(a) .
Le vecteur V, ,e;, (@) satisfait donc aux conditions (i) et (ii) ci-dessus et

on peut disposer du facteur arbitraire intervenant dans la définition de
€34 (p) pour choisir

GM(P) == Vapela(“) .

2. De méme, on peut choisir

ey (p) = Vlwelb(b)
3. e;,(b) lui-méme est déterminé & un facteur complexe de module 1
prés par les conditions
(i") c’est un vecteur unitaire de F,
(i) $8pess () = Aezy (B).
Or V,perq.(a) est un vecteur unitaire de F,. Supposons en outre que
Sp et V,, commutent; alors:

iSJ) Vavera(@) = ¢V 8pesq(a) = A Vavera(a)
ce qui permet de choisir

e (0) = Vapera(a) .
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Dans le groupe de Lorentz propre L de Ej, les rotations autour de la
direction D et la transformation de Lorentz pure o,, (translation recti-
ligne uniforme paralléle & la direction D) commutent. La commutation
des éléments correspondants de & (F, I) (sous-groupe & un paramétre du
groupe unitaire de F, et opérateur V,,), qui entraine celle de Sp, et de
V 4v, nécessite des hypothéses restrictives sur la réalisation du groupe
structural, que nous supposerons réalisées.

En définitive, une fois choisi le vecteur e;,(¢), on prendra systé-
matiquement:

elb(b) = Vabela(a’)
e1q4(P) = Vapera(a)
15 (P) = Vopern(0) = Vip Varera(a) .

Il en résulte qu’on pourra écrire:

P%,Dz f '(f(p):eﬁa(p))plzd;u(p) =gf I(Vﬂaf ela ) I d,u
Php= f (f (D), €25 (P)),|* d e (p)
zgf I(Vpaf p)’ Vpapr Vabela(a))a|2dﬂ(p)

et aussi
AD'— f|(Va:oVba pbf ela )pl d:“

Cette derniére écriture montre que le changement d’observateur se
traduit dans chaque F), par la transformation unitaire U (p) = V4, Vi o Vo

N.B. Au cas ou la valeur propre 4 est multiple, on associe de méme
pour chaque valeur de ¢ (1 =1,...,m) les vecteurs e;,;(a), €15:(b),
€10:(D) b e1p:(p).

Exemple de I’électron

Dans le cas de I'électron (Cf. réf. 1, pp. 177 & 180), le groupe G/G,
sera le groupe SL(2, C) (matrices unimodulaires & 2 lignes et 2 colonnes
d’éléments complexes) d’élément générique

I'— (oc ﬂ): (a+ia’ b—}-ib’)
Ty c+ic d+id
avec

xd— By=1

(e, B, y, 0 nombres complexes; a, b, ¢, d, a’, b’, ¢’, d’ nombres réels;
a=a+ ia ete. ...)

Nous rapporterons I'espace E; & un repére (que nous appellerons
fondamental) par rapport auquel les composantes du vecteur courant p



Spin d’une Particule 183

seront notées py, ¢;, ¢a» ¢, 12 forme de Lorentz s’écrivant alors
=i+ i+ a1

Nous utiliserons aussi les notations abrégées ¢ pour I’ensemble (qy, ¢, ¢3),

partie d’espace de p, et ¢ pour Vq% + ¢2 + ¢3. Dans le repére considéré,

Popérateur ¢ de L image de 1'élément I' du groupe structural sera

représenté par une matrice /1, qui sera

2 2 2 ’2 2 /9 2 ’
a4 a’® 4+ b 4 b2 4 ¢t 4 ¢ 4 d? - d? b+ @b+ ed + d

2
A= e b1 e e
@ ettt b,zé—cz_—c'z—‘dz—dlz ab 4+ '’ —cd — 'd’
a’b—ab +c'd —cd az+a’2——b2———b’2—20—02+c’z—dﬁ—-d’ﬂ
% a’'d—ad 4+ b’ —b'c ac + a’¢c’—bd —b'd’
ad -+ a’'d’ —be —b'¢ ac —a’'c—bd + b'd
a’b—ab —c'd + cd’ @tat - b b’22—c2—-c’2+d2+d'2

Cette matrice est, & 'ordre des lignes et des colonnes prés, la matrice de
la formule (11) de la page 122 de notre référence 2.

Le point a de (2 sera le point de coordonnées (—m, 0, 0, 0).

La direction D sera celle de axe des ¢,; le groupe & un parameétre des
rotations autour de D sera représenté par les matrices
1 0 00
0 cosf —sinf 0

0 sinf cos6 0
0 0 01

la translation rectiligne uniforme o,, par la matrice

chy 0 0 shy
0 100
A =109 01 0
shy 0 0 chy
et le point b de 2 sera donc le point de coordonnées (—m chy, 0,0,
—m shy). (On vérifie que les matrices /,,(0) commutent avec la matrice
Aos)

L’espace F a deux dimensions sur le corps des complexes. Quel que
soit p, 'espace F, s’identifie en tant qu’espace vectoriel & 'espace F,
mais sa métrique hermitienne dépend de p. Le choix d’un repére identifie
F & C2 et les composantes du vecteur courant f de F dans ce repére seront
notées f, et f_. L’espace F, aura la métrique telle que dans ce repére le
produit scalaire de deux de ses vecteurs f et g soit (f, 9)q = f. g4 + f-g_.
Toujours dans le méme repére, opérateur V de Z(F,F) image de
Pélément I' de SL(2, C) sera représenté par une matrice 4 que nous

A12 (0) =
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prendrons identique & la matrice I” elle-méme. Les espaces F, sont dés
lors complétement déterminés par le choix de I'espace F', et les matrices
A, , représentant les opérateurs unitaires V,, que nous allons maintenant
calculer.

Au point p de 2, on peut attacher un repére de E; comme suit:
— son premier vecteur, de genre temps, est le vecteur unitaire de @, dont
les composantes dans le repére fondamental sont (-1, 0, 0, 0)
— son second vecteur est le vecteur unitaire de la partie spatiale de p,
dont les composantes dans le repére fondamental sont (0, q,/q, ¢,/9, ¢5/9)
— il est complété par deux vecteurs unitaires de genre espace dont les
composantes dans le repére fondamental sont respectivement (0, ., u,, u;)
et (0, vy, vy, v3) SOumises aux conditions

Gty + Golls + q3Us =0
G1V1 + Qo + gyv3 = 0
ud + ud -+ uf =1

v v+ 03 =1

U Uy + UgVy + UgV; = O
qui expriment que le repére ainsi construit est orthonormal pour la
métrique de Lorentz.

Dans ce repére, la transformation ¢,, est représentée par une matrice
2 qui s’écrit

[P0] 4 00
m m
> 9 lpol 00
- mom
0 010
0O 0 01
Si T est la matrice
-1 00 O
0 =—u, v
T= 0 == uy, vy
0 == uy v,

et si W désigne la matrice-colonne dont les éléments sont les composantes
dans le repére fondamental d’un vecteur w de Ej, la matrice-colonne
dont les éléments sont les composantes du méme vecteur w dans le
repére attaché & p est le produit matriciel TW.

Soit A,, la matrice représentant o,, dans le repére fondamental. La
matrice-colonne des composantes du vecteur ¢,,w dans le repére fonda-
mental est le produit matriciel A,, W et la matrice-colonne des compo-
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santes de g,,w dans le repére attaché & p est le produit matriciel 2'T'W
mais aussi le produit matriciel 7'4,, W. w étant arbitraire, il en résulte

que
Ayy=TLET
70l -1 0 0 O
—1.0 0 0 APoi 4
moom 00 0oL Uy
0 @ 92 s q
— PR g Ipl
= 9 9 9 — —00 o L
mom Uy Uy
0wy, wy Ug q
0 v vy vy 0 010 qs
0 0 01 0 == uy vy
q
pol. _a _ 92 s
m m I m
4 4i [Pl a2 a2 %72{}”0[ ) N |Po]
B m ——‘qu Uy T V3 P = UgUy V10 g T Uy g+ V108
o % (ll%‘pol 2Pl 2142 9295 |Pol K
m qu = Uy Uy T V1 Vg ng? + uj - v3 h——_qu = Up Uz - Vg
% 919s]P0l o 9P| | Gilpal
- ’i‘ *177—5(:’?0* - Uy 010 —:T:q'gl - UpUg 1~ Val —jn‘a:“ + uf + o}

L’identification de cette matrice avec la matrice /A (I") explicitée plus
haut jointe & la condition d’appartenance de I" au groupe SL(2, C),soit

ad —a'd —bc+-0'¢ =1

a'd+ad —be' —bec=10
fournit un systéme de 18 équations aux inconnues réelles «, b, ¢, d, o', U,
¢’, d’ qui admet une solution unique (indépendante des parametres u,, u,,

Ug, Vy, Vg, Uy qUE NOUS avons été amenés a introduire) qui nous donne la
matrice /" dont 'image dans L est g, ,, done la représentation 4,, de V,,:

1 g2 —qy(lpo] —m) 1 qll/lmlwm i ]/m\—w

4 - }/2_ q Vm((po| — m) /2 q V2 1
R l/ lml—m __i_gV [pol = L gt aa(lpol —m).
/2 K 2 12 qVm(lp —m)

que nous noterons aussi

A — (“(Po» T @25 5)  B(Pos> Q1> T (Ia))
P\ Y (Pos G1s D25 T3) (D> T3> T2s Ia)

(p étant le point courant de 2, on a ¢3 -+ q% + ¢3 — pf=—m?). V,, est
Vinverse de V,,, donc la matrice représentant V,, est:
=1 (0(Pe @1 e 45)  — B(Pos U1 Gos Ta)
A=A =
— Y (Pos Q15 92> Gs)  %(Po> 91> G2s Ta)

Lfopérateur V,, est un cas particulier de 'opérateur V,,, dans lequel
on remplace (py, ¢y, s, ¢5) Par (—m chy, 0,0, —m shy); il est représenté
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par la matrice

1 m2sh?y + msh y(m chy—m) 0

4| V2 mishal Ymimohy—m)
ab —

0
X
e?2 0
== _l .
0 e 2

Calculons enfin la matrice 4,, représentant ’opérateur V,,,.

Dans le repére fondamental de E; ou p admet les composantes
(Pos 915 92, 95) €6 @ les composantes (—m, 0,0, 0) Popérateur o,, est
représenté par une matrice A (py, 41, 9, ¢5).- Dans le repére R’ de E; ou
p admet les composantes (g, 91, 3, ¢3) et b les composantes (—m, 0, 0, 0),
Popérateur o, est représenté par la matrice 4 (pg, ¢1, 93, ¢3) (qui s’écrit
en fonction de pg, 41, 93, g5 comme A (P, gy, g, g5) §'écrit en fonction de
Pos 915 925 95)- Or b = 05,0 et on a Iégalité matricielle

1 mPsh*y—mshy(mchy—m)
V2 m|shy| Ym(m chy —m)

P Po
(gg) =Aggt (g;) (nous utilisons des matrices colonnes)
s 93
Ags étant la matrice (écrite plus haut) représentant o,, dans le repére
fondamental.

Soit une transformation de Lorentz représentée
— dans le repére fondamental par une matrice A
— dans le repére R’ par une matrice A’;
on a, quel que soit p, les égalités matricielles

Do I Do

14l G By fra=1 |0
Ao’ 4 92 4 7 A gy 92
s s g3

A=A A" AG .
En particulier, si A’ est la matrice A (pg, 91, 3, 93) représentant oy, dans
le repére R’, A est la matrice A, représentant ¢,, dans le repére fon-
damental:

done

Ay = Aos A (p0 915 92, 93) 3" -

A,, est I'image selon la définition du groupe structural d’une matrice
I, de SL(2, C) identique & la matrice 4,;, que nous voulons calculer;
Ag; est image de la matrice I'y, de SL(2, C) identique & la matrice 4,,
calculée plus haut.

A (py, 415 925 ¢3) €8t I'image de la matrice I',, identique & la matrice
A, , calculée plus haut qui s’explicite

(“ (Pos 915 925 35)  B(Do> 115 T2 QS))
Y (Pos @15 925 45) O (Pos 1> 2> I)
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et par suite A(p(, ¢1, g5, 95) est I'image d’une matrice I de SL(2, C)
qui s’explicite
(oc(pa, 1 92 ¢5) BP0y 91> 02> q;))

. 7(p6: 40> 43, 45) O(P6s 91> 93 95)
En définitive:

x x

_ f4-1_ |e* 0 (P, 91 935 33)  B(Pos 915 255 qé)) e 20

Ayp=Aa T A0y = (0 b (V(pa, % 05 05 O(po 91> B 95) ( 0 ")
— («(pa, 79 %) BB s % qé))
e 2y (Poy 41 9> 43) - O (00> 915 935 03))

Les rotations autour de la direction D de I’axe des ¢; sont représentées
par les matrices /,,(0) explicitées plus haut, qui sont les images de
matrices I'(0) de SL(2, C) qu'on obtient & partir des précédentes par
une méthode déja utilisée (systéme de 18 équations & 8 inconnues) et
qui s’identifient aux matrices représentant le sous-groupe & un para-
métre du groupe unitaire de F, correspondant aux rotations considérées,

soit
;0
e 2 0
A12(6) = ;00
0 e?

L’opérateur Sj est représenté par le générateur infinitésimal du
groupe & un paramétre formé par les matrices Ay, (0), soit

S — dA;5(0) _ i (=1 0)
12— o=o_2( 01

e2

a0
et Popérateur Sp, ,(a) = ¢Sy par la matrice

So=iSa=5(y _)

0 —1
qui admet les valeurs propres A = +1/2 et 1 = —1/2; dans le repére de
F que nous utilisons, les vecteurs propres correspondants e a(a) et

bRl

e 1 a(a) (vecteurs unitaires de F,) admettent les systémes de com-
-1
posantes respectifs (1, 0) et (0, 1).
Nous pouvons maintenant donner une expression compléte des
probabilités
P::%,D = Qf [(Vpaf(p), e:l:%,u (a))alzd’ﬂ (p)
PZ:%D = Qf I(Vpaf(p)7 Vpa pr Vabe:b%,a (a'))alz d,u (p) .

Représentons par § l'ensemble des variables (p, ¢y, ¢s, 95), par 7’
Pensemble des variables (pg, q1, g2, ¢3). Ces deux systémes de variables
sont liés par les relations

Po=Pochy — gyshy

Un=a0

92 = %

g3 = —poshy +qzchy.



188 P. METZGER:

Introduisons les fonctions

Lo 1 ‘1‘—%(lpo|-—)}?)
)= 12 qlm(lpd —m)

p) = *1‘,(1 Il)ol —m J —W:Am
S " ]2 q]/

q
o1 g ) o] — 7” J lpol —m
)=~ 3 Q‘/ w2 g l/

P et £ (|pol —m)
0(p)= 12 qVm(po| — m)

avee ¢ = /af + ¢ + 3.
L’opérateur V,,, est représenté par la matrice
4 ( o(p) ~/3(f0))
e A=y () a(p))”’

Popérateur V,, par la matrice

() e B(p))
A= (S o)
lopérateur V,, par la matrice

3
e? 0
4 ab ™ _ ])
0 e 2

/

donc opérateur V,,V,, V., par la matrice

X _x X _x
< e? 8(p) a(p)) — e jﬁ@) y(®) ei @) ) —e * ﬁ@) d( 73’)) '
(@) B@)+e éa(p)é(p)

Le vecteur f(p) admet les composantes f (p) et f_(p), le vecteur e,

—e yp)ap)fe"?"a@)y(in') —er

5@

l\’«p—a

(a)
les composantes 1 et 0, le vecteur e_ 1 (@) les composantes 0 et 1 et le
produit scalaire (g, #), s’écrit g . A, + G_h_.

11 en résulte que

a_D:f[é(zﬁ)er(p% B [-(p))du
Q
B 1/ ¢+ aallpd = m)

F VmTIﬁhm)
Lisd ,D=fi—y(p)f+ (p) + ()

G — 19, Tﬂ)r—_ﬁf 2
e V Il =y p)a

|2d[u

1 q—{—zq _
L1 zwm IR

@ — g5([po] — m)

g Vm([po — m)

P)\ dup
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avec
7= LD (o )2 (ol + 40)° + ey () @ + @) +
+ 2(|pol + ¢s) Be {a(p") ¥ (D) (¢ — i¢2)}] +
%M‘W| N g3+ )+ ey B (1pol — 40+
+ 2(|po| — q5) Re {a(p") v (B) (¢ — ig2)}] +
+2 %{7 mz = [ex|a(P)P ([pol + ¢3) (@1 — 1q2) +
+ e[y (") (ol — s) (@1 — qs) +-

A

o) 7 ) (B = ) + ) 7 () (@ — iga)? ]}

Py , @ une expression aussi compliquée que celle de Py o
2 Ex
Lorsque la particule est pratiquement dans un état propre d’impul-

sion-énergie, le calcul des probabilités Pi 1peb P’; 1.0 ne comporte plus

d’intégration et les carrés des valeurs absolues des éléments de la matrice
de opérateur V,,V,, V., représentent les probabilités de spin observées
par observateur b, lorsque la particule est dans un état propre de spin
pour I'observateur a:

% x
Phy = 1e0(P) a(p) — e *B(P) v(F)P
— lorsque P‘il p=1 2 2 ”
: Pry = 1R0) B~ e B(B) O
x *
Phy ==y B)a@) +e *ap) y (6P
— lorsque P® 4 »= 1 - " ”
- Pry o= =B BB e 2o

Ces probabilités dépendent de I’énergie-impulsion de la particule (par
lintermédiaire des variables p) et de la vitesse relative des deux obser-
vateurs (par 'intermédiaire de la variable y).
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