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Abstract. In the present paper we consider the emission of light quanta by an
atom using the methods of non-relativistic quantum theory. The differential equa-
tions occurring there are solved using a Laplace transformation. By means of an
analytic continuation and a displacement of the integration path we get exact
solutions whose approximations lead to the usual formulae for the intensity
distribution and for the natural line width.

§ 1. Einleitung

Nach den Erkenntnissen der Elektrodynamik sendet ein angeregtes
Atomelektron Licht axis. Die Lichtwellen sind gedampft und nicht mono-
chromatisch. Sie kδnnen aber als Superposition von periodischen Wellen
aufgefaβt werden. Die Intensitat der Partial wellen mit der Frequenz v
betragt naherungsweise ([1], S. 33)

Hierbei ist v0 die ungestόrte Schwingungsfrequenz und γ die Damp-
fungskonstante. Die Konstante Io ist so gewahlt, daβ sie gleicb der
gesamten Intensitat / I(v)dv ist.

Die Lichtemission eines angeregten Atoms wurde zuerst von WEISS-

KOPF und WIGNER ([2], S. 54) untersucht, welcbe die Γormel (1.1)
tbeoretisch begriindet haben, wobei die auftretenden Differ ential-
gleiehungen durch einen Ansatz naherungsweise gelόst wurden. HEITLEE

und MA [3] gaben eine exakte Lόsung mit Hilfe einer Fourier-Trans-
formation. Diese Methode wurde von ABNOUS und HEITLER [4], [5] in
eine allgemeine Theorie ύber die Linienbreite eingebaut. Dabei stellte
es sich heraus, daβ die Grόβe γ nicht konstant, sondern eine Funktion
der Frequenz ist.

Eine weitere wichtige Arbeit ist der Artikel von KALLEN [6] iiber
die natύrliche Linienbreite. Hier werden die Differentialgleichungen nicht
durch einen Ansatz gelόst, sondern mit Hilfe der Laplacetransformation
in eine einfachere Form ύbergefύhrt. In der vorliegenden Arbeit soil die
Methode von KALLEN modifiziert werden. Durch analytische Fort-
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setzung und Anderung des Integrationsweges erhalten wir eine exakte
Formel fur die Intensitatsverteilung von der Form

I(γ) = (l.l) _j- kleine Korrekturen.

§ 2. Die Wahrscheinlichkeitsamplituden

Die Emission von Licht ist eine Folge der Wechselwirkung zwischen
Elektron und elektromagnetischem Feld. Dieses physikalische System
kann versehiedene Zustande annehmen, die in unserem Fall die folgenden
sein sollen:

Zur Zeit t = 0 wird der Zustand Ψo realisiert, in dem es ein Elektron
mit der Energie EQ) aber noch kein Lichtquant gibt. Dieser Zustand
heiBe Vakuumzustand. Zu spateren Zeiten ist noch ein zweiter Zustand
mόglich. Das Elektron hat keine Energie mehr, es existiert aber ein
Photon mit der Frequenz v und der Energie Kv, die aber nicht gleich Eo

sein muβ. Dieser Einteilchenzustand wird mit Ψx bezeichnet.

Unser Ziel ist es, die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der sich
das System zu einem beliebigen Zeitpunkt im Vakuum- oder in einem
Einteilchenzustand befindet. Dazu bestimmen wir zuerst die Wahrschein-
keitsamplituden ao{t) und aλ(t), deren Normquadrate die Wahrschein-
lichkeit angeben, daβ sich das System zur Zeit t im Vakuum- oder im
Einteilchenzustand mit einem Photon der Frequenz Vχ befindet.

Wenn wir annehmen, daβ die Energie werte des Licht quants diskret
sind, so daβ es ein diskretes Frequenzspektrum vx, v2) . . . gibt, und wenn
wir EJfl = v0 und H — c = 1 setzen, kόnnen die Wahrscheinlichkeits-
amplituden berechnet werden:

γ + i oo

1 /• Hΐ ' ept

r / -j { |2

/ (*p-vλ) \ιp-vQ- Σ . ' *\

i

(2.1)

dp.

γ—ioo

Diese Formeln lassen sich mit Hilfe einer Laplacetransformation [7],
die fur γ = 0 in eine Fouriertransformation ύbergeht, aus den Glei-
chungen ([1], S. 137)

ίhbn(t) = Σ HLtnlmKit)
m

herleiten, wobei H'intnjm das Matrixelement des Wechselwirkungs-
operators fur einen Ubergang zwischen zwei mόglichen Zustanden ist.
Diese Matrixelemente heiβen bei uns Hλ.
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Die Formeln (2.1), die auch aus KALLENS Beziehungen (28.24) und
(28.18) ([6], S. 276, 277) folgen, verallgemeinern wir nun fur das kon-

\H I2

tinuierliche Frequenzspektrum. Dabei geht die Summe 2J _ — ϋber

in das Integral / -—.' J —dvdΩ, in dem ρ(v)dvdΩ die Zahl der

Wellen angibt, deren Frequenzen zwischen v und v + dv, und deren
Fortpflanzungsrichtungen im Raumwinkel dΩ liegen. Nun setzen wir

f\H{v,Ω)\*Q{v)dΩ = f(v).
0

Falls — groβ ist gegenύber dem Radius des Atoms, istf(v) proportional

zu v, wobei die Proportionalitatskonstante sehr klein ist ([1], S. 42 und
[2], S. 66). Fur groβe v, die uns nicht mehr interessieren, da sie ja nicht
mehr im sichtbaren Bereich liegen, setzen wir willkϋrlich f(v) = C v~α

mit α > 1. Somit ist

Cx v fur v ̂  N mit C = QN**1

^ ^ C v-«ίmv^ N u n d α > l . ( 2 ' 2 )

Die Funktion f(v) ist also reell mit positiven Werten, langsam ver-
anderlich und fur alle v φ N diίferenzierbar ([2], S. 63). Sie ist fur v < N
eine analytische Funktion, die sich ohne weiteres in die komplexe Ebene
fortsetzen laBt.

C1-p falls Be(p) ^ N. (2.3)

Um die Ausdrύcke (2.1) auf das kontinuierliche Spektrum umzu-
\H I2

schreiben, haben wir also Σ - __— durch

j^dv (2.4)

0

zu ersetzen, so daβ wir folgende Darstellung der Wahrscheinlichkeits-
amplituden erhalten:

γ + iM

aQ(t)=-±- lim f -. - ' π / x dp

γ—iM

§3. Die Funktion Γ(p)

Wir haben im vorangehenden Kapitel formal das Integral
00

f(v)
- dvιp — v

o
23*
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gebildet, ohne uns darum zu kϋmmern, ob dieses uneigentliehe Integral
existiere, und ob Γ(p) analytisch sei. Diese Fragen werden wir zunachst
abklaren.

Das uneigentliehe Integral existiert, falls der Integrand fur 0 ̂  v <oo
stetig ist, und falls es eine Zahl M gibt, so daB

^ ε (0 5̂  μ± < μ%),

sobald μx und μ2 grόBer als eine von ε abhangige Zahl M sind.

Da / (v) eine stetige Funktion ist, wird die erste Bedingung von alien
p erfϋllt, fur die ip — ^ Φ 0, d.h. p Φ —i v. Der Integrand ist also
fur alle komplexen Zahlen p, deren Bildpunkte nicht auf dem negativen
Teil der imaginaren Achse liegen, stetig. Diese Zahlen bilden die Menge E.

Zur Bestimmung der Konstanten M schatzen wir Jλ fur ein beliebiges,
aber festes p = a + i b ab.

Es ist \i p — v\2 =-- (b + v)2 + ̂ 2 Fur groBe v verhalt sich f(v) nach
(2.2) wie C - v-* mit α > 1. Somit ist

μ*

f C°V~*=dv fur μi> N. (3.1)

Fur die weitere Abschatzung lassen wir nur solche p zu, deren Imaginar-

teile b positiv sind. Dann ist b + v > 0 und somit j/(δ + vf + α2 > b +

+ r •> r. Nun laBt sich (3.1) weiter abschatzen.

2
r ^ r2c v-<* , ^ l Γ l l I ^ l

1 ~ J v <* Iμf μ$\ μξ
μi

Also ist
1

J^jfίe falls (~)X<ir, d.h. Λ ^ (^)T = M>(e).

Das Integral J± konvergiert also gegen 0, sobald μv μ2 ^ M (ε) =
= max(iV, M' (ε)). Da die Konstanten N und if' von der Wahl der
komplexen Zahl p unabhangig sind, existiert die Funktion Γ(p) fur
alle p, deren Bildpunkte in der oberen Halfte der komplexen Ebene
liegen, gleichmaBig.

Wenn hingegen der Imaginarteil von p negativ oder Null ist, so gilt

(b + v)2 > v2 nur fur v < — -κ~ • ^ u r ^ ̂  0 mύssen wir den Ausdruck (3.1)

also etwas genauer abschatzen.
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Wir wahlen μx so groB, daB μx > —b. Nun ist b + v > 0, und wir
kόnnen die Abschatzung von (3.1) weiterfύhren.

μ 2 μ 2

r G - v~a rC(b-{-v)~(x- C [7 1 \« / 1 \«|
Ji^ J -y+V ~ J V+V~~dv = — l[b + μi) -\T+~fΓ2) J

Somit ist
1 1

Jx ig C I Ί Γ T — ) = ε sobald bJ

Γμ1 ^ I — I α , d.h. μx ^ I — I α —b = M"(ε)

Jx^ε sobald ^ ^ M (ε) = max(^ ? if/; (ε)) .

Die Funktion JΓ(^)) ist also auch fur diejenigen p ζ_E definiert, deren
Imaginarteile nicht positiv sind. Zwar ist die Konvergenz nicht gleich-
maβig (M" (ε) hangt auch von b ab), aber wir werden sehen, daB durch
eine zusatzliche Bedingung gleichmaBige Konvergenz erreicht werden
kann.

Wir betrachten nun solche p, deren Imaginarteile groBer als eine feste
negative Zahl bx sind. Nun wiederholen wir die vorangehende Abschat-
zung, wobei wir μλ > — bx wahlen. Dann ist

bJ

Γv>b1

Jrv>b1 + μ1>0

(b + v)2 > {bx + vf .
1

Nun konvergiert Jλ gegen 0, sobald μ1 groBer als N und M" (ε) = (—J —

— bv Im Gegensatz zu vorher ist M" (ε) nun von b unabhangig. Das
Integral Γ(p) existiert also fur alle p mit Im (p) > bλ gleichmaβig.

ZusammengefaBt besitzt Γ(p) folgende Eigenschaften: Die Funktion
Γ(p) existiert gleichmaβig fur alle p, deren Bildpunkte oberhalb einer
Parallelen zur reellen Achse, aber nicht auf der negativen imaginaren
Achse liegen. Insbesondere haben wir auch gleichmaBige Existenz, falls
die Bildpunkte in einem beliebigen Rechteck liegen, dessen Seiten
parallel zu den Achsen sind, und das die negative imaginare Achse
nicht schneidet, das also ganz in E liegt.

Nun gilt folgender Satz ([8], S. 317, jί21): Wenn der Grenzwert
lim g(a, p) in jedem Rechteck der Ebene E gleichmaβig in p existiert,

und wenn g (a, p) eine analytische Funktion von p fur alle p ζ E ist, so
ist auch lim g (a, p) eine analytische Funktion von p. Wir setzen nun

α-»oo

Da / (v) stetig ist, so ist g (a, p) nach dem Hauptsatz der Funktionen-
theorie ([8], S. 296) eine analytische Funktion fur alle p mit i p Φ v, d. h.
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fur allepζE. Ebenso existiert der Grenzwert des Integrals / ——~—dv
__ o

gleichmaβig in jedem Rechteck, das ganz in E liegt. Daher ist Γ{p) fur
alle p ζ E eine analytische Funktion.

§ 4. Die analytische Fortsetzung von Γ(p)

Nach den vorangehenden Uberlegungen ist es klar, daβ

Γ { p ) =

0

nur dann sinnvoll ist, wenn i p reell und negativ oder nicht reell ist.
Falls hingegen i p reell und nieht negativ ist, so ist der Integrand nicht
auf dem ganzen Integrationsweg beschrankt, so daβ das Integral singular
wird. Fur diese Werte p0 kόnnen wir aber Funktionen defmieren, die
regular sind, indem wir den Integrationsweg geeignet wahlen (Fig. 1).

p nahert sich von rechts der imaginaren Achse,

_ (p0) = / -—~-— dv p nahert sich von links der imaginaren Achse.

CL

ip0 — v

f(v)
ipo-v

dv

dv

C+

Fig. 1

Um den Zusammenhang zwischen Γ+ (p0) und JT_ (p0) zu finden, betrach-
ten wir die Differenz

ΔQ Γ(p0) = Γ(pQ — Q) — Γ(Po + Q) (4r.l)

in der wir ρ gegen 0 konvergieren lassen. Da die Funktion Γ(p) fur
alle p mit positivem Imaginarteil analytisch ist, untersuchen wir diesen
Grenzwert nur fur solche p0> deren Bildpunkte auf der negativ en imagi-
naren Achse liegen. Fur die folgenden Uberlegungen ist daher i p0

= JLtn ^ 0 .
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Auf Grund der Beziehung (2.4) erhalten wir:

v ) { μ < ) _ e

v ) 2 + ρidv. (4.2)

Bevor wir ρ gegen 0 gehen lassen, werden wir die gleichmaBige Existenz
des Integrals (4.2) fiir μ0 ^ 0 naehweisen. Dazu muB der Integrand
stetig sein. Diese Bedingung ist sicher erfϋllt, da f(v) stetig und (μ0 —
— v)2 + ρ2 > 0 ist. AuBerdem haben wir zu zeigen, daβ es eine von ρ
unabhangige Zahl M gibt, so daβ

o — v)2 -f ρ2 ^ e

ist, sobald μv μ2 grόBer als M (ε) sind.
Es sei μ2 > μx ^ JV, so daβ sich f(v) wie C v~x mit α > 1 verhalt.

AuBerdem soil μ± > μ0 sein, so daβ v — μ0 ^ μ1 — μ0 > 0. Auch schran-
ken wir ρ auf das abgeschlossene Intervall / = (0, 1) ein. Somit ist

μ2 μ2

2 = J (μo — v)2JrQ2 v ^ J (μo — v)2 v '

Da α und μ0 positiv sind, gilt (v — μo)~α ^ v~x Somit ist

C

Also ist

( 2 \ α + 1 < ε s o b a l d

Es gibt daher eine von ρ unabhangige Konstante M(ε), so daB

μ2

f ΰ r
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Nachdem wir nun bewiesen haben, daβ fur 0 < ρ ^ 1 die Differenz
ΔQ Γ(p0) gleichmaβig in ρ existiert, lassen wir ρ gegen 0 konvergieren.

oo

Δ Γ(p0) = lim Δe Γ(p0) = 2< lim ff(v)-. e,2 , , dv . (4.3)

0

Zur Berechnung der Sprungfunktion Δ Γ{p0) zerlegen wir das Integral
(4.3).

oo μo — τ

hm / /(v)-7—— va . γ ( i y = hm / -.—_ )2 , 2 ~ ^ ,
ρ ~ > O o ° ρ " > O o ° / 4 4 x

μ 0 + T oo V*^*/

τ sei vorlaufig eine positive reelle Zahl. Auch beschranken wir uns
auf Werte p0 mit negativem Imaginarteil (μ0 > 0). Zuerst berechnen
wir den Grenzwert

dv.

o
Der Integrand ist fur 0 ?£ v ^ μ0 — r eine stetige Funktion von r.
Da die Funktion / (v) im abgeschlossenen Intervall (0, μ 0 ) stetig ist,
gibt es eine nur von μ0 abhangende Konstante F, so daβ f(v)^F ist auf
diesem Intervall. Diese Abschatzung gilt natύrlich auch fur die v aus
dem Integrationsintervall, denn dieses ist im Intervall (0, μ 0 ) enthalten.
Somit ist

v) ~f τ£— — τ ^ ~ι Nϊ" ^ —2 — £ sobald o ^ —«— .
vÂo — v ) ~r ρ v/̂o — )̂ T -̂

Also konvergiert der Integrand des ersten Gliedes von (4.4) fur ρ -> 0
gleichmaβig fur alle v gegen 0. Es sind somit alle Voraussetzungen
fur die Vertauschung der Grenzwertbildung mit der Integration erfύllt
([9], Bd. II, S. 140).

0 0

Das erste Glied der Zerlegung (4.4) liefert also keinen Beitrag:
μo—τ

U r n f Ύ

 f(v)'2
Q^ 2 d v = 0. (4.5)

ρ-+oJ (μo — ^)2 + ρ2 v ;

o
Nun haben wir das Glied

So
zu berechnen. Wir wissen, daβ f(v) fur v = μ0 stetig ist.

/W = /(μo) + r(v) m ^ lr(^)l = ε ί u r \v — /̂ ol = ^(e)
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Daher ist

μo-\-τ μo + τ

lim lH?)-, %r~\—Έ-dv = f(μ0) ϋm. \-. %-ζ—.—w-dv +

Mo—r

Mo + τ

]im 7
Mo-r

Fur ein festes τ laβt sich der erste Summand berechnen:

im / -,— >2 2- dv = lim arc tg -hm
o

Mo — τ

' — - A Ό Aίo +

= 2 lim arc tg — = 2 -5- = π .
ρ-»O Q Δ

Also ist

f(μ0) lim / -^— va , — ϊ d v = π ' f ( μ Q ) . (4.6)
Mo—r

Das Restglied

μo—τ

wird direkt abgeschatzt. Da / (v) nicht nur fur v = μQ, sondern fur alle
v aus dem abgeschlossenen Intervall (μ0 — τ, μ0 + τ ) stetig ist, so muβ
auch r (v) auf diesem Intervall stetig sein. Daher gibt es ein v = vτ,
so daβ |r(r)| ^ |r(vT)| fur alle r £ <μ0 — r, ^ 0 4- τ) . Wir schranken nun r
so ein, daβ r ^ <5(ε) und somit |r(v)| ^ ε ist. Diese Abschatzung gilt ins-
besondere auch fur vτ. Daher ist |r(i>T)| ^ ε, sobald τ g ό(ε). Nun
schatzen wir das Restglied ab. Zunachst ist

A*o + ^ μo + τ

fr(v)Ί %rτ-γdv < f \ r ( v ) \ Ί dv

= 2 |r (»t)| arc t g y

Diese Abschatzung ist unabhangig von ρ, sie bleibt auch gύltig, wenn
ρ gegen 0 konvergiert. Daher genύgt das Restglied der Ungleichung

\R(τ)\ ^π ε sobald τ g δ(ε). (4.7)

Unter Verwendung von (4.6) bekommen wir

~~—-dv = π f(βn) + R(τ) . (4.8)
Mo — 7
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Schlieβlich haben wir noch das dritte Glied von (4.4) zu bestimmen.
oo b

lim I f(v)-i— v2 . 2 dv = lim lim f(v)η— ,2 , a dv .

Es gilt nun der Satz ([9], Bd. II, S. 146):
b b

lim lim / g(v, ρ) dv = lim lim fg(v,ρ)dv
ρ->0 6-)-oo α 6->oo ρ->0 a

b b

falls lim / g(v,ρ)dv gleichmaβig und lim / g(v,ρ)dv gewόhnlich
b—>oo a ρ—>0 α

existieren.

Der Grenzwert lim / f{v)η \2 , 2 <#r existiert gleichmaβig fur
6—> oo »/ v/^o ^) i ρ

0 < ρ ^ 1, da fur dieselben Werte von ρ das Integral (4.2) gleichmaβig
b

existiert. Nun berechnen wir noch den Grenzwert von / -. -~^-.—-r dv
J (βo — v)2 + ρ2

fur ρ -> 0.
b b

/ f(v)-, v̂ —j—o~dv < / f(v)-, rr~.—rdv .
(μo — v)2 + ρ2 ~ J ' v ' (μ0 — v)2 + ρ2

Da f(v) im Integrationsintervall stetig ist, gibt es eine Konstante F,
so daβ f(v) ^ F.

b b

ist eine von ρ unabhangige Zahl, so daβ
b

ΐ <ίε sobald

Dies bedeutet, daβ
b

lim

Die beiden Grenzubergange durfen also miteinander vertauscht werden.
oo b

lim ff(v)-(—__ ρ

 2 dv = lim lim f f(v)~,—__ ρ

 2 dv = 0 .

Somit verschwindet auch das dritte Glied von (4.4):
00

lim ff(v)-, ρ

X2 , , dv = 0 . (4.9)
ρ_>0 J (μo — J>r + ρ
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Unter Verwendung der Resultate (4.5), (4.8) und (4.9) geht (4.3) ϋber in

Bis jetzt war τ eine beliebige positive Zahl. Diese lassen wir nun gegen 0
konvergieren, wobei nach (4.7) das Restglied R(τ) gegen 0 strebt. Die
Sprungfunktion selber verschwindet aber nicht.

Δ Γ(p0) = 2π i /(μ0) = 2π i Cx μ0 = — 2π Cx p0 fur μ0 g N

Δ Γ(p0) = -2πC1p0 fur N ^ i p0 > 0 . (4.10)

Aus dieseni Resultat und der Beziehung (4.1) folgt weiter:

Δ Γ(p0) = Γ_(p0) - Γ+(p0)

Γ-(Po) + 2πC1p(i. (4.11)

Fur alle p, deren Real- und Imaginarteile negativ sind, fύhren wir
eine neue Funktion ein:

Γ(p) = Γ(p) - Δ Γ(p) mit Δ Γ(p) =-2πC1p. (4.12)

Wir wissen, daβ Γ(p) und Δ Γ(p) in der rechten und Hnken Halfte
der komplexen Ebene analytisch sind, so daβ gilt:

Γ(p) analytisch fur alle p aus dem 4. Quadranten,

Γ' (p) analytisch fur alle p aus dem 3. Quadranten.

AuBerdem folgt aus (4.11) fur alle p0 mit ipo<£ N

Urn Γ'(p0 - ρ) = lim Γ{p0 - ρ) + lim 2π C^PQ - ρ)
ρ->0 ρ->0 ρ—>0

= lim Γ(p0 - ρ) + 2π C± p0
ρ—>0

Somit ist JΓ" (p) fur alle p mit —N^ Im (p) < 0 die analytische Fort-
setzung von Γ(p) aus dem 4. in den 3. Quadranten ([8], S. 454). Von nun
an bedeute Γ(p) folgendes (s. Fig. 2):

/W

Γ(p) =

/ i _ y dv + 2πC1p falls pim 3. Quadranten liegt,

f(v) , falls p auf der negativen ima-
-dv

ip — v ginaren Achse liegt, (4.13)

J ip —

fur alle anderen p, die nicht
dv auf der negativen reellen

Achse liegen.
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Die so definierte Funktion Γ(p) ist analytisch fur alle p, deren Bild-
punkte nicht auf der negativen reellen Achse oder auf der imaginaren
Achse unterhalb — iN liegen.

ilm(p)
—x—

Fig. 2

Falls wir die Wechselwirkung vernachlassigen, ist f(v) = 0 und
damit Γ{p) = 0 oder = 2π Cλ p, wobei der Betrag von 2π Cλ p sehr klein
ist. Nun soil aber \Γ{p)\ auch bei Berύcksichtigung der Wechselwirkung
nie sehr groB werden. Wir nehmen deshalb an, auf einem Kreis K mit
Radius r < v0 um den Punkt — i v0 herum und auBerhalb dieses Kreises
gelte die Ungleichung

\Γ(p)\<\ip-vo\. (4.14)

Dann kann die Beziehung Γ(p) = i p — v0 nur im Innern des Kreises
K richtig sein, so daB die Nullstellen der Funktion i p — v0 — Γ(p)
sicher nicht in der oberen Halbebene liegen.

§ 5. Yerschiebung des Integrationsweges

Bei der Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplituden mit Hilfe der
Formeln (2.5)

γ + iM

ί —
γ—ίM

γ + ίM

J (ιp — v)[ιp — vQ~
γ-iM

liegt der Integrationsweg in der rechten Halfte der komplexen Ebene,
da der Realteil von p positiv sein muB. Wir wollen nun diese Forderung
fallen lassen und den Integrationsweg parallel in die linke Halbebene
verschieben. Dabei haben wir die singularen Stellen der Integranden zu
umgehen.

Der Integrand von a0 (t) ist in der ganzen komplexen ^-Ebene analy-
tisch mit Ausnahme der Punkte pv fur die

i P i _ VQ _ Γ(pj = o (5.1)

und derjenigen Punkte, in denen Γ{p) nicht analytisch ist. Der Inte-
grand von a (v, t) ist fur p — px auch singular. Daneben hat er im Punkte
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pv mit

ipv-v = 0 (5.2)

eine zweite Singularitat. Diese liegt auf dem negativen Teil der ima-
ginaren Achse, da pv — —iv mit v ^ 0.

Zur Bestimmung der ersten Singularitat setzen wir px = a± + ίbv

Zunachst nehmen wir an, px liege nicht im 3. Quadranten. Dann ist
nach (4.13)

CO

/
f(v)

ic^ — ^ — v d v

0

Daher kann i px — vQ — Γ(px) nur verschwinden, falls aλ = 0 und δ1 + v0
CO

/
/M, \_—dv. Diese Beziehung laBt sich nur durch negative bx befriedi-

o
gen, da die Nullstellen von i p — v0 — Γ(p) nicht in der oberen Halb-
ebene liegen kόnnen. Das fύhrt aber auch zu einem Widerspruch, da

f(v)
ip — i

0

um v = — bx herumintegrieren mύssen. Somit kann pλ nur im 3. Quadran-
ten liegen und es gilt:

oo

+ ô e^nG r e e l l e Zahl ist, wahrend / -^——— dv nicht reell ist, da wir

f(v)
= %aΛ - bΛ - vn - / -r- 7 -dv - 2π<

o

Der Ausdruck i px — v0 — J Γ ( ^ ) wird nun 0, wenn

= b1+v0+ 2π C, a, (5.3)
0

und aλ < 0 , bλ < 0

(5.4)

Auf Grund der Annahmen ύber Γ(p) wissen wir, daβ die Nullstellen
der Funktion G(p) = * p — v0 — Γ(p) in einem Kreis K mit Radius r < v0
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urn den Punkt — iv0 liegen. Auf K gilt nach (4.14) die Ungleiehung

K P ~ vo\ > \— Γ(p)\> so daβ nach dem Satz von ROUCHE ([10], S. 88) die

Funktionen i p — v0 und i p — vQ — Γ(p) in der Anzahl der Nullstellen

ύbereinstimmen. Somit gibt es immer genau ein pλ, das ήn 3. Quadranten

in der Umgebung von — iv0 liegt und der Beziehung (5.1) genύgt.

Nun andern wir den Integrationsweg in (2.5), wobei wir darauf zu

achten haben, daβ die komplexe Ebene von — iN bis — ioo und von — oo

bis 0 aufgeschlitzt ist.

p-Ebene

X

PJ

X

Pv

-iN

γ+iM
-6+iM iM γ+iM

7

\γ-iM
-ά-iN

Fig. 3

Wir erhalten dadurch folgende Beitrage zu den Integralen
γ + iM γ + iM

1 Γ eVt A _ ! _ f -dp .(ip — v) [ip ~v0 — Γ(p)]
γ—ίM γ—iM

1) Integral von γ — iM bis — δ — iN uber cN)

2) Integral von — δ — iN bis — δ -f iM uber cNM,

3) Integral von — δ + ί J ί bis γ + iM uber c^, (5.5)

4) Integral uber cx urn den Pol p1 herum,

5) Integral uber cv um den Pol pv herum.

Einige dieser Teilintegrale kόnnen wir direkt berechnen. Es ist bei-

spielsΛveise

"9— Φ Ύ' YΓ Γ( \~\ ^P ~ ~~Z—Γ~ Φ ^ ( ° iiΛ dp
Cv

Nach der Integralformel von Cauchy ist

) — v0 — Γ(2>) ,1 rePtιίp__Vo_

2πiy p — (—i
ik—iv) — v0 — Γ(— iv)
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Somit finden wir

1 I H

C

H*(v)e**, H*(v) e~ivi

Cv

Nun berechnen wir das Glied -~— Φ ——— p, v . Der Nenner 0 (p)
Όt

— i p — v0 — Γ(p) ist eine analytische Funktion von p, die in der Um-
gebung von pλ in eine Potenzreihe entwickelt wird.

O(p)^G(pι)+(p-p1)G'(p1)+ .

Nach (5.1) ist px eine Nullstelle von G(p). Urn zu zeigen, daβ diese von
der 1. Ordnung ist, berechnen wir G' (p) fur solche p, deren Real- und
Imaginarteile negativ sind.

G'(p) = i - Γ'(p) = i-^fj^dv -2πC1. (5.7)
0

Das Integral darf unter dem Integrationszeichen differenziert werden,
da das Integral der Ableitung des Integranden gleichmaBig existiert
([9], Bd. Ill, S. 299). Es ist namlich fύr p = x -f i y und y > —N

\j -^-Jΐ—ψdv g f χ2+{y + v)2dv^ f (y_^v)2 dv.
Hi μι μi

Es ist v + y > v — N > 0, falls wir μ1 > N wahlen. Dann erhalten wir

sobald

Somit ist

G'(p) = i + i
0

Urn nun anzugeben, daβ Real- und Imaginarteil negativ sein sollen,
setzen wir p = — a — i b. Dann ist

] (5'8)

0
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Unter Benutzung der Beziehung (5.4) untersuchen wir den Imaginarteil.

( ) ] [ ( ) ]
0 0

_ 2 α ^ f f{v)dv -2πCίb 2a» Γ ^ tfv
o o

Der grόβte Beitrag zum letzten Integral kommt aus der Umgebung
von v — b, da f(v) stetig und nur langsam veranderlich ist.

oo oo

f{v)r f{v) , Hh. r dv
J [ ( δ - ^ + ft2]2 / l ) i [φ — v)2 + α

0
/(&) Γ v — δ , 1 , v — b]°o

1 + b] f(b)

a a Γ C t g αj <

+ a1 2a a σ a
Also ist

2π/(6) 6 - / ( 6 )

a

= πfφ) ft-/(ft) ^ /(ft) ( α f t | 6 a α 5 ) > 0

Aus dieser Abschatzung geht hervor, daβ der Imaginarteil von Gf (pt)
positiv ist, daβ also G' (p^ nicht 0 sein kann. Somit haben wir nach-
gewiesen, daβ jedes pλ aus dem dritten Quadranten eine Nullstelle 1. Ord-
nung von G(p) sein kann. Daher konnen wir schreiben:

ept ept

und die Integralformel von CATJCHY anwenden.
aPt pPtt

Es ist also
1 J* ept

C
1 jf eptH*(v)dv

Die vorangehendenϋberlegungen gelten a u c h f ύ r ^ y ^ ^ ^ ^ ^ ^ p ^ j ,

da wir wissen, daβ i p1 — v φ 0. Somit ist

1 X H*(v)-ept _
_ V) \iv - V Q - Γ(p)] άV = (iPl- IF) [i -

(5.10)
ff*)
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Fur die Wahl von δ haben wir nur die Einschrankung, daβ der Inte-
grationsweg links von den Singularitaten liegen muβ. Wir kόnnen
daher δ gegen Unendlich gehen lassen und die Grenzwerte derjenigen
Glieder von (5.5) berechnen, die von δ abhangen.

ιp — vo —
CNM

/
evt dp

-p ry-. r t / XΊ . Dazu zerlegen wir die Integrate:
(ιp — v)[ιp — vQ — Γ(p)] 6 δ

CjsfM

-δ-iβ

J iP-Vo-Γ(p) dV= J -ip-Vo-Γ(p) dV +
GNM -δ-iN

-δ + iβ -6 + ίM

Nun ist fur p = — δ — iy und dp = —i dy

-δ-iβ

lim / wrvdp
<5->oo J ip Vo Γ(p) Γ

-δ-iN

ί β 1
Γ β-iυt

= lim e-
δt - lim i- i i -, Wt—j ^γdy\.

[ N J
Da der erste Faktor gegen 0 strebt, genύgt es zu zeigen, daβ der zweite
beschrankt ist. Nun gilt

0

Der letzte Summand verschwindet fur groβe δ gleichmaBig in y, denn
es ist

σo oo oo

I ί -{V\ A d v ^ (ΎΓ^WTΊΪ dv < ^r ff(v)dv.
\J v — y + iδ — J ]/(v~yY -\- δ2- ~ δ J ' v '

0 0 0

Somit ist fur δ ^ δ0

\y-vQ-ίδ-Γ(-δ~iy)\^Λ.
Hieraus folgt

- i y ) dy
N

24 Commun, math. Phys., Vol. 2

= C
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fur genugend groβe δ. Das Integral von — δ — ίN bis — δ — i β konver-
giert daher gegen 0, wenn δ gegen Unendlich strebt.

Die gleichen tJberlegungen gelten auch fur das Integral von — δ -f- i β
bis — δ + iM. Folglich ist

Hm IT,
CNM

Γ(p)
dp= [-. eVt „ , .dp. (5.11)

cβ

Hβ

-iβ

Fig. 4

Analog beweist man auch, daβ

p= f - p x Γ. ψ j-^dp. (5.12)

CNM

r

Durch ahnliche Abschatzungen wie vorhin kόnnen wir auch zeigen, daβ
die Grenzwerte

lim / ^^dp und lim / — — .^^dp (5.13)

CM CM

gleichmaβig in M existieren.

Um nun aus der Zerlegung (5.5) die Ausdrucke fur ao(t) und a(v, t)
zu erhalten, lassen wir auch noch M gegen Unendlich konvergieren.
Unter Verwendung der Beziehungen (5.5), (5.6), (5.9)—(5.12) erhalten
wir:

ao(t) = lim liml m /
-̂ oo J ip Vo

GN

I T v C ept

—— l im lim / — —
2π M->oo <5->oo J ip — VQ — Γ(p)

CM

1 r ePi

' 2π J ip~vo — Γ(p)

(5.14)

iΓ'ipύ '
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d p +

CN

+ * Hm Urn [ - *!<»>•«" rιndp +
2π M->OOO->CX) J (ιp — v)[ιp — vo—Γ(p)]

CM

1 r R*{v).&* ( 5 1 5 )
2π J (ip — v) [ip — v0 — Γ(p)] P +

Je das erste Glied von (5.14) und (5.15) hangt von der Art des Ab-
schneidens der Γunktion f(v) ab. Wir untersuchen daher diese Grenz-
werte nicht und setzen dafύr

A = —— lim lim f — — — dp

5 = —— l i m l i m / — -—
2π M->oo (5->cx) J (ip — v) [ip — v0 — Γ(p)]

Wir werden nun noch zeigen, daβ die Grenzwerte

/
ept

ΨΪ7-Γ dp
%p — v0 — Γ(p)

CM

und

/
gP t

—. r-r̂  =rΓ—zrdp
(ιp — v) \%p — v0 — Γ(p)\

CM

versehwinden. Zu diesem Zweeke bereehnen wir fur beide Integrale den
Grenzwert fur M-> oo, wobei wir p ~ x -\- iM setzen.

Y + iM
»vt /• \oxt . MMt\

dxf i " -
-δ + iM " ' ~δ '

V

/
βZt

I Tl/Γ i i T T T Ί~l / . i _• "S/ΓX I Cv X

o

Nun ist
oo

M + v0 + Rei> + iM) = M + v0 - / ff^.^ dv

oo oo

-f-jrhdv>M-fττ7dv>0 fal ls M>M»
0 0

24*
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Fur die weitere Abschatzung sei M > Mo.
v v

t ext
d x <

t(M — M0) ^ c ™"^ M - Mo-r-^f-

Ahnlich verlauft auch die Abschatzung des zweiten Integrals. Folglich
konvergieren die Integrale

γ + ίM γ + %M

J ip — v— πi-\ dp und
—δ+iM —δ+ίM

fur M -> oo gleichmaβig in δ gegen 0. Da der Grenzwert dieser Integrale
auch fur ό-^oo existiert [vgl. (5.13)], kόnnen wir die Grenzϋbergange
M-> oo und (3-> oo vertauschen ([9], Bd. II, S. 146). Somit erhalten wir:

γ -hίM

lim lim f ——-—- dp

—δ + iM

γ + iM

= lim lim f — rγ^~ ΨTΓΫV^P = °

-δ + iM

Unter Verwendung von (5.16) gehen somit die Darstellungen (5.14)
und (5.15) der Wahrscheinlichkeitsamplituden ύber in:

H*(v)e-

v-Vo-~Γ(~iv) f

(5.18)1 r H*(v)e**
Ύ^J (ip — v)[ip — vo —

§ 6. Bereclinung der Wahrscheinlichkeiten

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten auf Grund der Formeln
(5.17) und (5.18) berύcksichtigen wir die Beitrage A und B nicht, da sie
ja von der Art des Abschneidens fur v ̂  N abhangen. Auch vernach-
lassigen wir zunachst die Glieder, die von der Integration um die negative
reelle Achse herrύhren, so daβ sich die Berechnung der Wahrscheinlich-
keiten \a0(t)\2 und \a(v, t)\2 vereinfacht. Es ist dann fur px = ax -f ibλ

e(«i + *δi)ί e(»χ—*^i)ί e 2 α i '

d\ao(t)\2 _ 2a1-e2aι
~~dt "" K(Pl)
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|α0W|2 ist die Wahrscheinlichkeit dafϋr, daβ zur Zeit t das Atom-

elektron angeregt ist, und daβ noch kein Lichtquant existiert. ^

gibt die Anderung dieser Wahrscheinlichkeit pro Sekunde an, ist also die

gesamte tJbergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde zur Zeit t.

Da ax und bx negativ sind, setzen wir ax = — a und bt= —b.

1 0 W | K(γ^) ' dt K(Vi)

Die Wahrscheinlichkeit, daβ sich das Atom zu einem spateren Zeitpunkt
noch im Anfangszustand befindet, nimmt exponentiell ab. Sie ist am

grόβten fϋr t = 0 und sinkt auf — dieses Wertes fur T = -^ . Fur sehr

groβe Zeiten ist |&0(0|2 = 0, das Atom ist wieder im Grundzustand.
Die Zahl a ist also ein Maβ fur die Bestandigkeit des angeregten Zu-
standes.

e-K(pΊ)

\a0ft)\2

2a 2a

Fig. 5. — — fur kleine Werte von a, — fur groβe Werte von a.

Nun berechnen wir nach (5.18) die Wahrscheinlichkeit, daβ bis zur
Zeit t Licht der Frequenz v ausgestrahlt wird.

= \n

[v-

[1 +

• w r

iΓ'(

[£fa) l{v
1

/»( ivy\. [v VQ Γ(-
e-at.ei(v-b)t

Pi)] ' i—ia -\-b — v)[v-

e _ ί (v — δ) ί

-t-

-ivY
1

Ί +

\
(ia -v) [v — v0 — Γ(—it

Wir untersuchen \a(v, t)\2 nur fur Zeiten, die groβ sind gegenύber
der Lebensdauer des angeregten Zustandes. Dadurch verschwinden das
erste, dritte und vierte Glied. Auβerdem setzen wir

v ; J ι(—iv) — v — μ
(6.2)



348 M. ΓRIEDRICH:

Nach (4.11) ist daim

γ(v) - γ*(v)= -2πiC1v= -2πif(v) ,

so daβ wir erhalten
Ίmγ(v) = -πf(v). (6.3)

Fur sehr groBe Zeiten gilt somit

W"' °°)i2 = lv-vo-γ(v)]'[v-vo-γ*(v)J

Y+ [Ίmγ(v)γ
\H(v)\*

πηW' ( 6 4 )

Zur Bestimmung der Intensitatsverteilung des ausgestrahlten Lichtes
addieren wir alle Emissionswahrscheinlichkeiten fur die Frequenzen
zwischen v und v + dv. Diese gesamte Emissionswahrscheinlichkeit
bezeiehnen wir mit P^iv) dv.

4π

0

Unter Benutzung der Bezeichnungen aus § 2 erhalten wir dann:

°° l ί l ) " [v
Fur die Intensitatsverteilung I(v), die proportional zu P^iv) ist, gilt
daher f olgende Formel:

f(v)
1 ^ 7 ^ 6 5^

Die Funktion / (v) ist stetig und nur langsam veranderlich, so daβ die
Intensitat fur v ̂  vx mit

Vl — VQ _ Ke γ(vη) = 0 (6.6)

das Maximum erreicht. Dieses liegt also nicht genau bei vQf es gibt
eine Niveauverschiebung um Re γ{v^). Diese Verschiebung werden wir
nun berechnen.

Nach (2.2) und (6.2) ist
v + ε

Lθ

Diese Integrale kόnnen berechnet werden.
v—ε

yn— &11 — \r~lA ~ v\n(v — μ)]b~ε = ε — v — vln — .
o

= ^ - v - ε
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Durch Substitution μ = v + ε ei(P erhalten wir:

2π
v -\~ί μ

 T

Cp v—ε it

Zur Berechnung des vierten Integrals setzen wir oc ~ 2.

oo

Γ 1 r 1 1 μ — Ϊ ΊOO Γ i i N — v~\
/ 2/ _ \ dμ = h -^2"In = — h ^ " + ~^2^n—^—

v N — v v
Da -j~- < 1 ist, kόnnen wir naherungsweise In — ^ — durch — ~̂ - ersetzen,
so daβ das vierte Integral keinen Beitrag liefert. Somit ist

γ(v) = - Cλ IN + v I n — ^ - ] - %C1vπ . (6.7)

Die Frequenz v1 muβ daher der Gleichung

+ v1 \n^^A (6.8)

genύgen.
Wir berechnen auch die Frequenz v2, fur welche die Intensitat noch

die Halfte der maximalen betragt.

\y,-v0-Reγ(v2)Y + π*j{voγ 2 * π2/

πf(v0). (6.9)

Die Diίferenz Δv ~ \v2 — vx\ ist ein Maβ fur die Breite der Spektral-
linie. Wir werden nun diese Grόβe, die Halbwertsbreite, berechnen.
2̂ - vo - ~R>vγ{v2) = v2- v1- Beγ(v2) + R e y ^ ) + v1 - vQ -

Nach (6.7) ist

Re [y (Vl) - y (v2)] = Cx [v2 In ̂ ^ - vx In

Wir kόnnen teilweise v2 durch v± ersetzen, da diese Frequenzen beinahe
gleich sind.

) y(v,)] C^v, V l )

Somit erhalten wir unter Berύcksichtigung von (6.6)

v2 - v0 - Re γ(vz) = (v, - vj

Durch Vergleich mit (6.9) erhalten wir folgenden Ausdruck fur die
Halbwertsbreite:
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Wir schatzen nun auch die GrόBenordnung der Konstanten a und b
ab. Nach (5.3) und (5.4) genύgen diese folgenden Beziehungen:

oo

/
} , , ϊx^-dv = v0 — b — 2π CΛ a ,a2 + (v — δ)2 ° 1

a\l +

Wir untersuchen zunachst die zweite Relation. Der grόBte Beitrag
zum Integral kommt aus der Umgebung von v = b, so daβ wir fur die
Integration f(v) durch f(b) ersetzen konnen.

F /W j J,IΛ
 ι

 J. v — b°° fΦ) Γ π , 4. δ l/ o , / — τ w d v = fib) a r c t g =±±-L — + arc t e — .

Eingesetzt erhalten wir:

a = f(b) [

Die Zahl a liegt daher zwischen —̂— mf(b) und πf(b), ist also immer

von der GrόBenordnung f(b) — C1b. Da Cλ sehr klein ist, dύrfen wir

arc tg — durch -^ ersetzen, so daβ

a^π-f(b). (6.11)

Zur Abschatzung von b untersuchen wir das Integral

v(v~b) f y-«(y —6)Γ f(v)(v — b) f v(v~b) f y-«

0 0 iV

dv.

Wir setzen wiederum α = 2 und erhalten wie bei der Berechnung von
γ (v) wegen a <ζb <ζN

Andererseits ist

N

oo oo

r v~2(v — b) r 1

o
N — b b b

= N — a - arc tg — a arc tg — -f -7.- In -
0 n. ° n. v.
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Da a gegenύber b und auch gegenύber N klein ist, erhalten wir

(6.12)

Nun werden wir noch eine grόbere Naherung durchfύhren, indem wir
alle Glieder, die den Faktor C1 enthalten, weglassen. Die Beziehungen
(6.7), (6.8), (6.10)-(6.12) gehen dann ύber in

Re γ(v) « Im γ(v) ^ 0

bπtVi^Vo (6.13)

a & Δv & π f(v0) .

Die natύrliche Linienbreite 2 Δv ist somit gleich 2a = -ψ d. h. sie

ist umgekehrt proportional zur mittleren Lebensdauer des angeregten
Zustandes.

Abschlieβend werden wir auch eine Naherung fur die Zahl K(px), die
in der Formel (6.1) vorkommt, herleiten. Nach der Beziehung (5.7)
ist namlich

Kfa) = [1 + * Γ'(ViΏ * [1 ~ i Γ'iPi)*] = \β'{Pi)\*

Nun ist aber nach (5.8)

R Θ G ' ( 2 > 1 ) = - 2

Zur Berechnung des Realteils zerlegen wir die Integration in zwei
Schritte und benutzen die Beziehung (2.2) mit α = 2.

oo N oo

/
f(v)(b — v) Γ v(b — v) f v~2(b — v)

r/^ va i α2-i2 dv = C/i / r/^ x2 J , ^212 ^ ^ + ^ / r/^ p\2 I α 2Ί2 ^ ^ '

0 0 ^

Wegen a <̂  & <̂  N ist

/
v (δ — V ) J Γ v 1 v — ^ 1 "̂

"ϊ^-v)« + α»] rfv==L2[(δ-v)« + α»]"" 25"" a f f o t 8"-ϊ--Jo
o

ff 1_ _Ĵ  7^
^ 2(b — NY 2aπ^ 2N 2a '
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Anderseits ist

OO OO CO

/
v-*(b — v) , Γ dv Γ dv __ 1

[(6 __ vγ + azγ d v ^ J v*(h — vγ ^ ~ J ~v~ϊ~~~~TN'
N N N

Somit finden wir

aθ1

Den Imaginarteil von G' (p^ haben wir bereits in § 5 ausgerechnet.
Nun benutzen wir auch noch die Naherungen (6.13).

a

2πf(b) f(b) πf(b)
a b a

nf{v0)

Da Cx eine sehr kleine Zahl ist, erhalten wir

Wir setzen die hergeleiteten Naherungen in die Formeln (6.1), (6.4)
und (6.5) ein und erhalten dadurch:

(6.14)

Wenn wir sehlieβlich noch a durch y/2 ersetzen, erhalten wir die ύblichen
Formeln fϋr die Wahrscheinlichkeiten und die Intensitatsverteilung
([1], S. 184).

Bei der Herleitung der Formeln (6.14) haben wir die in (5.17) und
(5.18) auftretenden Tntegrale ύber cβ weggelassen. Diese sind indessen
sehr stark konvergent, da ePι fur groBe t und fur Re (#>)-> — oo sehr
rasch gegen 0 strebt, und sollen nicht weiter untersucht werden.



Mathematisch.es zur Theorie der Linienbreite 353

Literatur

[1] HEITLEE, W.: The quantum theory of radiation, 3rd edition. London: Oxford
University Press 1954.

[2] WEISSKOPF, V., u. E. WIGNER: Z. angew. Phys. 63, 54 (1930).
[3] HEITLER, W., U. S. T. MA: Proc. Irish Acad. 52, 109 (1948).
[4] ARNOTJS, E., and W. HEITLER: Proc. Roy. Soc. London, A 220, 290 (1953).
[5] — S. ZIENAU u. K. BLEULER: Helv. Phys. Acta 24, 279 (1951); 25, 581 (1952).
[6] KALLEN, G.: Naturliche Linienbreite, Handbuch der Physik, Bd. V. p. 274.

Berlin-Gϋttingen-Heidelberg: Springer 1958.
[7] DOETSCH, G.: Handbuch der Laplace-Transformation, Bd. I, p. 43. Basel:

Birkhauser 1950.
[8] OSGOOD, W. F.: Lehrbuch der Funktionentheorie, 5. Aufl., Bd. I. Leipzig:

Teubner 1928.
[9] OSTROWSKI, A.: Vorlesungen ϋber Differential- und Integralrechnung,

Bde. II, III . Basel: Birkhauser 1954.
[10] DINGHAS, A.: Vorlesungen ύber Funktionentheorie. Berlin-Gottingen-Heidel-

berg: Springer 1961.




