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Abstract. The "twisted convolution" associated with the Weyl form of the
canonical commutation relations for n degrees of freedom is decribed using ordinary
convolution on a nilpotent central extension of additive phase space by the one-
dimensional torus. Twisted convolution determines several O*-algebras of quantum
mechanical observables amongst which we study especially the algebra £f2 (&> o)
consisting of the oδf2- functions on phase space and mapped isometrically onto the
Hilbert-Schmidt-operators by the Schrόdinger representation. The two last sections
of the paper deal with "phase space quantum mechanics" from the point of view of
twisted convolution: the WIGNER-MOYAL formalism and the entire function formalism
of BABGMANN and SEGAL.

Introduction

Dans un article recent [1], D. KASTLER decrit diverses O*-algebres
associees a un champ de bosons libres. II les construit comme Γanalogue
des algebres de mesure sur un groupe grace au formalisme de la «convo-
lution gauche ».

Dans la section I nous montrons qu'il est possible d'obtenir les
principaux resultats de [1] dans le cas d'un nombre fini de degres de
liberte a Γaide cΓune technique differente consistant a interpreter la
representation projective du groupe abelien Rn qu'est en fait la forme de
WEYL des relations de commutation ([1], equation 3), comme une re-
presentation d'une extension centrale de ce groupe par le cercle [2].

Dans la section II, nous etudions la representation reguliere gauche
des relations de commutation. On y trouvera une caracterisation des
operateurs de Hilbert-Schmidt et une nouvelle demonstration du fait
que la representation de Schrόdinger applique S£x (<g, a) sur les opera-
teurs compacts.

Dans la section III, nous montrons que les resultats de WIGNEE. [3],
MOYAL [3 a] et BAKER [4] decoulent facilement et naturellement du
formalisme de la convolution gauche.

La section IV est independante des precedentes. On y decrit Γespace
de la representation de Schrόdinger comme un espace de fonctions
analytiques, rejoignant ainsi le formalisme propose par BARGMANN [5]
et SEGAL [5 a].

Sauf mention du contraire, les notations sont les memes que dans [1].
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Section I

Les algebres Jίx (<S, σ) et ££x (@, a) en tant qu'ideaux des algebres

((£, σ) designant un espace symplectique de dimension ίinie et
le tore a une dimension, soit

(1)

Γensemble produit. Muni de la loi de composition:

(α, ψ) (β, φ) = (α + β + σ{ψ, φ), ψ + φ); oc, β £ ϊ , ψ, φ £ ®; (2)

9B est un groupe, d'element neutre (0, 0), de centre isomorphe a <£.
L'homomorphisme de 9B sur @:

(3)

montre alors que 9B est Γextension centrale de <£ par S definie par le
systeme facteur σ (ψ, φ) [6]. Equipe de la topologie produit des topologies
usuelles sur @ et ^ , 3B devient un groupe topologique localement compact
separe sur lequel la mesure d(oc, ψ) — doc dψ, oh. doc est la mesure de
Lebesgue sur S (normalisee a 1) et ίZ ;̂ la mesure symplectique sur (@,<r) x,
est une mesure invariante a gauche et a droite: SB est unimodulaire.

9B est done un groupe de Lie, reel, connexe, et en outre nilpotent [7]
car la suite de ses sous-groupes centraux:

C°(3D)=(0,0);

Cn+i ( g 8 ) = {{0C) y ) ς. 2B . ( α > v ) (i8? y ) ( α ? y ) - i ( / 3 ? ^)-i ζ

est telle que C^SB) = £ et O2(3B) = 58.

Sa <7*-algebre ^ ( S B ) ([8], § 13.9) est done liminaire ([8]. § 13, 11.12),
[9]. β

Si nous posons
(4)

nous obtenons une representation unitaire fidele de 2B. Plus generalement
nous pouvons enoncer:

Theoreme 1. Les representations unitaires π de 9B sont de la forme

π{oc, ψ) = Θ e i n α πn(0, ψ), n entier > 0 , < 0 0^ = 0 . (5)

/Sê Ze Zα composante n — — 1 constitue une representation des relations de
commutation.

La restriction d e π a £ compact abelien est reductible a une somme
directe de caracteres eίnx d'oύ une decomposition de Γespace 2tif de re-

1 Nous notons simplement par dψ la mesure symplectique de ((£, σ) (au lieu
de dmσ(ψ) comme dans [1]).
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presentation selon

#P = Θ #fn avec π{oc, 0) = Θ ein« ln .
n n

Chaque sous-espace 3?n est alors stable pour π car si ξn ζ 3tfn et
η = π(β, φ) ξn, on a π(α, 0) ^ = e i n α ^.

A 28 on sait associer les algebres de convolution ^ 1 (28) (*-algebre de
Banach des mesures bornees sur 28) et ^ ( 2 8 ) (*-algebre de Banach des
fonctions integrables sur 38, que Γon peut considerer comme plongee dans
~^i(2B) e n tant qu'ideal des mesures absolument continues ([10], Cha-
pitre V, Theoreme (19.18)). Pour les memes raisons que dans [1] nous
devons preferer uί^SB) a ^ ( 2 8 ) .

Le parametre α etant depourvu de signification mecanique, seules
nous interessent les representations unitaires d'indice n = —1 de 28,
lesquelles determinent des *-representations continues de^#x(2B) selon

π(μ) = / π(α, ψ) dμ(oc, ψ) = f ein« πn(Q, ψ) dμ(ocy ψ) , (6)

representations qui ne sauraient etre fideles car toute mesure de la forme
σ ® μ (au sens usuel du produit des mesures sur £ x ©) oύ le coefficient
de Fourier d'ordre —n de σ:

ό-n = f e+in« dσ(oc) ([10], chapitre VI, (23.9)) (7)

est egal a zero est annulee par n.
Ceci nous conduit a considerer Γensemble Jίx (@, a) defini par

^i(®»^) = {eix d* ® ^ μ

Theoreme 2. ^ (©, σ) ê ί w^ *-ideal bilatere ferine de Jίx (28) qui
admet comme ideal complementaire β Vensemble des mesures bornees sur
28 de coefficient de Fourier n = + 1 suivant £ egal a zero:

μ1 = fe-i«v>dμ(oc,ψ) = O. (9)

•Λ̂i (®> σ) a v e c s a structure de sous-*-algebre de Jίx (28) est isomorphe a
V*-algebre des mesures bornees sur @ munie du produit de convolution
gauche introduite dans [1]. Elle contient evidemment a titre d*ideal
eicc doc® ^ ( S ) , lui-meme isomorphe a «SfΊ(®, cr).
Grace a ce transport de structure, les theorernes 0 a 5 de [1] decoulent alors
des theor ernes classiques correspondants sur ^#^28) ([10], chapitre V).

Toute mesure du type σ Θ μ peut etre ecrite:

σ ® μ = ό^e^doc® μ-{ v® μ (10)

ou v = a — &! eicζ da, et vx = 0, et l'ensemble de ces mesures est dense dans
). On a done la decomposition en somme directe:

selon deux ideaux fermes car le projecteur sur β (par exemple) est con-
tinu. Les mesures a ® μ etant completement definies par leurs valeurs

Commun. math. Phys., Vol. 2 3
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sur la famille de fonctions dense dans ^ 0(2B): φ ® /, φ
un caleul facile donne les f ormules suivantes:

{eiCίdcκ® μ}*{eioίdoc® λ} = eiccdoc<8> v, μ, λ £-#x(®) > ί 1 1 )

oύ vζ^id) avec v(f) = f e~iσ(y>><P) f(ψ + φ) dμ(ψ) dλ{φ)

{eia doc ® μ}* = e*α doc® μ* , (12)

{e*αdα® μ } * λ(j8, <p) = eiadoc® v, λ ζ ^(95Q), (13)
oύ

r ζuίΊ(<£) avec v(/) = / er^ e~ίσ(v>><p) f{ψ + φ)dμ{ψ)dλ(β, φ) ,

avec une formule analogue pour la multiplication a gauche. On reconnait
dans (11) la convolution gauche sur e^#1(©).

En outre seules les representations ίideles d'indice n = — 1 de 2B
determineront selon (6) une representation fidele et non triviale de
^ ( ( S , σ ) e t d e ^((£,(7).

(®, σ) etant maintenant equipe d'une structure prehilbertienne
or-permise ([1], §3), la fonction continue de carre sommable sur SB:

Ω-(oc,ψ)= — e-i«e~~z8(ΨtV), α = / e~s(v,v) dψ (14)

est une fonction de type positif car

13-* * 13- = 13- ([8], § 13-4-11) . (15)

Elle deίinit une representation unitaire πa. de 2B, de vecteur cyclique
ξ9 de la forme

π Λ -(α,v) = e-««πfl-(0,y) (16)

et done une representation non triviale de ^£1((Bf a), de vecteur cyclique
ξ car

{πβ-(e ί α doc ® μ) ξ} ~^{nΩ-{e^ da Θ δψ)ξ} = {πβ-(0, y) f} (17)

telle que

) ξ) =λ

([1], formule (50))

done unitairement equivalente a la representation de Schrόdinger
πω ([1]> § 3). Le theoreme d'unicite ([1], theoreme 15a) se demontre
comme dans [1] et permet d'affirmer que toute representation unitaire
irreducible de 28 est du type :

e ί n α π β - ( 0 ? ^ ) . (19)

La norme minimale reguliere sur JSP-̂ SB) coincide done sur Γideal
-S îί®, σ) = eiΛdoc® -S?i(@) avec la norme de Schrodinger ([1], formule
(69)) et la C*-algebre ^JβTσ) est isomorphe a Γideal e^doc® JSfΊ(g)
de -^(SB). Elle est par consequent liminaire et Γon retrouve ainsi ([1],
theoreme 19).
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Section II

Representation reguliere gauche et operateurs de Hilbert-Schmidt

Ce qui suit nous a ete inspire par la lecture du paragraphe 14 de [8].
En adaptant la demonstration usuelle a la presence du facteur

e~iσ(Ψ)φ) o n prouve aisement que S£x ((£, a) possede une unite approehee, et
done que la representation des relations de commutation assoeiee grace a
([1], theoreme 7) a la representation reguliere gauche (essentielle) π2

([1], theoreme 5) est la representation:

ψ ζ («, σ) -> πz{φ) : / £ ̂ 2(<S, σ) -> π2{ψ}f = δψ x / ζ .S*a(<g, σ) 2 .

Sur le sous-espace J f ((£, a) de Jδ?2 (@, σ) des functions continues a support
compact Γinegalite de Schwartz fournit

11/x fl^llco ̂  II/II2 IbL UΰttfΦ,*) (20)

ce qui permet, par prolongement continu, de definir le produit de con-
volution gauche de deux fonctions /, g £ J£?2 (©, σ) comme la f onction
de^ 0((£):

(/ x 9) (V) = / «r—(ί.W /(I) g(Ψ -ξ)dξ. (21)

Lemme. Powr h ζ ^ 2 ( ί ? , σ), ||A||| = {A* x A} (0) = { 1 x 1 } (0) et
pourf ζ 3 β C 2%Φ, a) ([1], formule (58)), ω(/* x /) = α{/* x /}(0) = |/||2.
La premiere egalite est evidente. D'autre part:

ω(/* x /) = {/* x /} (aΩ) = a{j* x / x Ω) (0) = α{/* x /} (0)
et

I/I2 = 11/* x /I = ||β x /* x / x β|| = ω(/* x /) ||β|| = ω(f* x /).

L'espace hilbertien f̂̂  complete de 5 β est done identique a

Γideal 3& ([1]> theoreme 18). C'est un sous-espace hilbertien de J£?2(®, σ)
sur lequel le lemme est encore vrai par prolongement continu.

Theoreme 3. <^2(®, o) est une *-algebre de Banach pour la convolution
gauche et la representation πω definit un isomorphisme d^-algebre de Banach
de 3?2 ((£, σ) sur les operateurs de Hilbert-Schmidt sur J^π (On a done

« f̂2((£, σ)C c^Ί(®? σ), (21) coϊncidant sur J£2((£,σ) avec la convolution

gauche definie dans [1] sur ^ ( S , σ)). Dans cet isomorphisme, les

«-(/Xί*)=l/)tol 1>9ίZo (22)

sont des operateurs de rang fini, et en particulier

πω(f) = πω(f x Ω) = \f) (Ω\ , / ζ 3 o . (23)
2 Nous utiliserons la notation c^2((^, σ) au lieu de «5?2(̂ > dma) comme dans [1],

Jδf2 (d;, σ) έtant, de meme que Jδfj ((£, cr), une algebre pour la convolution gauche
(voir thόoreme suivant).

3*
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Tout projecteur orthogonal de rang 1 sur Qβ est de la forme πω{φ x φ*)
o u ψ ζ 3D avec ω (99* x φ) = 1 car si χ £ ̂ Ω il vient

πω{φ X φ*)χ = y χ β χ g 9 * x χ χ β = ω(φ* x χ)φ = {φ\χ)φ

ceci s'etendant a Qβ par continuite. En outre

Tr[τrω(^ x φ*)] = 1 = ω(y* X ? ) = α{y* x φ} (0) = α| | ? | | | .

πω est done une isometrie de la fermeture lineaire de 3Ω χ 38 munie
de la norme j/α|| ||2 sur les operateurs de rang fini sur^fπ munis de la
norme de Hubert-Schmidt 3. Le sous-espace ferme de J2?2 (@, σ) engendre
par 5^ x 3S est en fait tout jS?a (®, σ) car il contient toutes les trans-
latees

Ω{ξ - 2ψ} = ftxfix (ό_v x β)*} (I), ^ 6 (<£, σ)

de i3, fonction dont la transformee de Fourier ne s'annule nulle part
([11], Chapitre VII, theoreme (7.2.9)). Par prolongement, πω deίinit
done une structure d'*-algebre de Banach sur J^2(®' σ) poπr le produit
de convolution gauche, et determine un isomorphisme de cette derniere
sur Γ*-algebre de Banach des operateurs de Hilbert-Schmidt sur 3tfn

 4.
Cette propriete n'a pas son equivalent avec la convolution usuelle.

II est done interessant de la presenter comme une consequence du
theoreme d'unicite ([1], theoreme 15a). En vertu de ce dernier, π2 est
factorielle de type I et U(A), algebre de Von Neumann associee a Γal-
gebre hilbertienne achevee A des elements bornes de J?2 (®» σ) e s ^ "u n

facteur de type I ([8], § 13.10). (Nous rappelons en appendice les prin-
cipaux resultats relatifs aux algebres hilbertiennes). L'unicite de la
trace sur U(A) prouve alors que A est isomorphe a Γalgebre hilbertienne
complete des operateurs de Hilbert-Schmidt sur un certain espace de
Hubert, done que A == JSP2 (@, σ*) et par consequent que:

J2*a(<g, σ) x ^ a ( « , a) C Se^, a) r\ VQ(G, σ).

U (A) etant Γalgebre de Von Neumann fermeture faible de π2 (-#\ (@,(r))
et πz etant un multiple de la representation de Schrόdinger πω, U(A)
est isomorphe a la fermeture faible de πω{β?x{$ί, a)) ([12], Prop. 1, p. 18)
qui n'est autre que Γensemble des operateurs bornes sur Γespace de
Hubert g β : nous designerons cette derniere par W(Qί, a) et Γappelerons
a la suite de SEGAL Γalgebre de Weyl sur (@, a).

Theoreme 4. Toute fonction continue de type positif φ sur ((£, σ)
([1], (37)) est de car re integrable.

3 Nous -αtilisons le fait que tout opόrateur de rang fini peut, par polarisation,
s'έcrire sous forme d'une somme de projecteurs.

4 (23) rέvele a postόriori la raison pour laquelle les normes ||/||,]/α ||/||2> (/I/)2

coincident sur 3 ^ (e'est meme le cas sur tous les opέrateurs de rang 1).
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La representation πφ assoeiee a φ est eontenue dans π2 (car J^π est

separable puisque ^ ( S , σ) Test [8; 2.3.3]). Or, pour tout / ζ J^2(®, σ)

o n a (/ I π 2 fy}/) = tf xf} (y>) etf xf ζ ^ a ( ( g , or).
Proposition. .Les coefficients de πω:

^ ® ^ ) ( 2 4 )

verifient

fvjίw(ψ)mt,η{y>)dψ = a(ξ' ξ)(η\η') (25)

eί Γensemble des Wξ>η engendre o£?2(®, σ).
(25) peut se demontrer en adaptant ([8], 14.3.3.]) mais decoule aussi du

lemme predecent:

?'} (ψ) {ξ x y] (ψ) dψ = a?{η' x ψ x ξ x η) (0)

= a*{Ω x η x ή' x Ω x Ω x f x f x Ω} (0)

La derniόre affirmation a deja ete prouvee theorέme 3, et provient aussi
de ce que ]'ensemble des ξ x η* est stable pour les representations regu-
lieres gauche et droite, ainsi que le sous-espace ferme K C ££% (@, o)
qu'il engendre. Le projecteur Pκ appartient done au centre du facteur
U(^2((£,σ))άΌvLPκ = L

La correspondance

£®q->j/-i-«r ί f l7 (26)

determine grace a (25) un isomorphisme d'espace de Hubert unique Φ de

3fπ <g) 3Fπ (identique a Γensemble des operateurs de Hilbert-Schmidt

sur Jfπ ) sur j£?a(®, a) tel que 5

= {Φ(u)}*;Φ(u-v) = }/~ Φ(u) xΦ(v);u,vξ:Jfπω®J?\Γ. (27)

Si pour tout / ζ J?2 (©, σ) nous designons par πω (/) la restriction a 3fπ

de C/y ξ ?7(jSf2(@,σ)) il en resulte grace au lemme ([8], § 14.4.1) que

Γapplication
f->πω(f) (28)

est un isomorphisme de Falgebre S£2 (©, σ) sur Γalgebre des operateurs de
Hilbert-Schmidt sur 2tiFn et que

(9 I /). = {g* x /} (0) = \ Tr [πω (g*) πω (/)]. (29)

5 En comparant avec la dέmonstration du thέoreme 3, on voit que Φ =
et que Γon en fournit ainsi une nouvelle dόmonstration.
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Le theoreme ([1], theoreme 19) est alors immediat: ^ ( ^ ( S , σ)) con-
tient les operateurs compacts d'apres ([8], § 4.1.10) et Γinclusion inverse

provient de la densitό de J f ((£, a) dans ^ ( S , σ).
Theoreme 5. Soit f et f ζ «2?a(®, σ), g = f x / eί #θ = <5_θ x g x <5fl

£>owr ίowί θ ζ (@, σ). π ω (^) esί ww operateur a trace (et inversement tout
operateur a trace est de ce type) et, pour tout ξ ζ $?π avec \\ξ||2 = 1:

\πω(g6)ξ)dθ. (30)

Si done en particulier ξ = Ω, il vient:

a Tτπω (g) = f{eΩ\ πω (g) °Ω) d θ ([1], formule (64)) . (31)

En effet (ξ \ gβ x ξ) = a f e-2iσ<v>θ> g(ψ) { | x f} (φ)dφet

g-{ξx 1} e^oί®) n ^ ( Φ , σ ) C ^ , ( « , σ) .

La formule de reciprocite de Fourier est done valide et

/ (I I πω(ge)ξ) dθ = {π}d i m g αsr(O) {| x ξ) (0) = α2gr(0) = a Ύvπω(g).

Λppendice. Algebre hilbertienne associέe a la representation rέguliere gauche
des relations de commutation

L'*-algebre Jf(®, σ) des fonctions continues a support compact
equipee du produit scalaire

jouit de maniere evidente des 4 proprietes:

i) (9-1 /) = (/* I 9%

ii) {g\hxί)=(k*xg\ί), hζjT(<ε,σ),

iii) Les applications de J f (®, σ) dans Jf* (@, σ):

f->hxf, f - + f x h
sont continues.

iv) L'ensemble des / x g est dense dans JΓ((£, σ).

C'est done une algebre hilbertienne 6.
Les applications deίinies en (iii) se prolongent en des operateurs Uh

et Vh sur J£2(<£,σ) dont Γensemble forme une *-algebre d'operateurs.
On note Ϊ7(jf(®5σ)) et V{Jf(<£,σ)) les algebres de Von Neumann
qu'ils engendrent et on montre que Ϊ7(JΓ(S, σ)) = F(JΓ(®, cr))'. On
designe par J. l'ensemble des / ζ J^2 (@, σ) tels que les applications

g-+fxg et g->gxf, gitf{&,o)

soient continues (les / sont dit elements de j£?2 (®, σ) bornes relativement
a Jf(®,σ)). On a JΓ (@, σ) C A C <&2 (@, σ) et le produit x fait de A

6 On trouvera les thέoremes gέnέraux et leurs demonstrations dans [12] et
[8, Appendice A].
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une algebre hilbertienne achevee 7. Enfin U(A) est identique a Γalgebre
de Von Neumann engendree par la representation reguliere gauche des
relations de commutation car U (A) = U(jf(Gt9 σ)).

La forme lineaire sur U (A)+:
1 ]

φ(S) = (a I a) s'il existe a ζ A tel que S2 =Ua\ ^)

φ ($) = + oo dans le cas contraire J

est une trace fidele, semi-finie, normale sur U(A) par rapport a laquelle
les Uf, fζA, forment Γideal nφ des T ζ U(A) tels que φ(T*T) < + 00,
isomorphe a A. Inversement etant donnee algebre de Von Neumann et
une trace normale, fidele, semi-finie φ, Γideal nφ est une algebre hilber-
tienne achevee.

Si U(A) est un facteur de type /, il est isomorphe a Γalgebre des
operateurs bornes sur un certain espace de Hubert Jf et A est isomorphe
a Γalgebre hilbertienne complete des operateurs de Hilbert-Schmidt
sur Crif. Inversement si A est une algebre hilbertienne complete et si
U(A) est un facteur, c'est un facteur de type I et A est isomorphe a
Γalgebre hilbertienne des operateurs de Hilbert-Schmidt sur un certain
espace de Hubert.

Section III

Interpretation statistique

Considerons maintenant Γensemble ZΓ ((£, σ) des elements de
Jίx (@, a) qui sont antiimages des operateurs a trace par la representation
de Schrόdinger τzω. Tout operateur a trace etant un produit de deux
operateurs de Hilbert-Schmidt, les elements de «̂ *(®, σ) sont de la forme
/ x g* avec /, g £ J^ 2(®J

 σ) Les operateurs a trace positifs, de la forme
/ x /*> / ζ ^ ί ® ? 0 * ) ' representent des matrices densites, la valeur
moyenne de Γobservable μ ζ <Jίx ((£, σ) dans Γetat represents par / x /*
etant donnee grace a (29) par

T r K M πω{f x /•)} = a{μxfx /•} (0) = aμ(Jxf). (33)

A noter que ~̂(@, σ) est une *-algebre de Banach pour le produit x,
Γadjonction * (ou, ce qui revient au meme, le produit des operateurs et le
passage a Fad joint dans la representation de Schrόdinger) et pour la
norme de la trace

lfxg*y = Tr\πω{fxg*)\ (34)

ou \πω(f x <7*)| designe la valeur absolue de Γoperateur πω{f x g*),
laquelle est egale pour une matrice densite a la norme de Γetat correspon-
dant ([15], p. 288). On obtiendra done des matrices densites normees
/ x /* en prenant / tel que ω(f x /*) = 1.

7 Voir note page precόdente.
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Le formalisms de WIGNER-MOYAL consiste a travailler avec les trans-

formees de Fourier symplectiques des observables μ ζ Jίx ((£, a) et des
etats / x /*:

Definitions: Nous appelons trans] or mee de Fourier symplectique
d'echelle k de f ζ J? 2(S, a) la fonction de £?

2(<£, a):

fl /(I) i f , kζR. (35)

On notera J*~fc Vapplication biunivoque de J?2 (S, a) sur <£?% (®, σ) qu'elle

definit.
_ / \Jc\ \dim(g

^Jc= I 2 " ) ^fc e s t ̂ a transformation inverse de J^fc et on peut

ecrire la formule de Parseval qui assure que ^'±2π est une isometrie.

(35) jouit des proprietes suivantes:

^<J*) = ̂ 7t (36)

(&r

kf)~=Pj=0r-kf (37)

{ X 17)}(*'?) = {^Ί/ x &(*!?) = {/ x ^Γil/}(*ί7) (38)

'̂ ^ ^ « e - τ (* » (39)

/,||7ζ^2(S,ίr) (40)

s, ξ)f) = ̂  J^ f c/ /, σ(e}, ξ)f £ J2?a(«, a) (41)

oύ (ê  ) designe une base quelconque de (S, or).

Puisque Jδ^ (@, σ) est appliquee par πω sur la C*-algebre des opera-
teurs compacts, il est bien connu que £Γ (©, a) s'identiίie a son dual fort.
Son bidual fort (c'est-a-dire le dual fort de IT (S, or)) est alors isomorphe a
Γalgebre de Von Neumann enveloppante de ££x (@, σ) (avec sa topologie de
<7*-algebre) ([8] § 12), laquelle n'est autre que le facteur Ϊ7(J2?2(®, a))
deίini dans la section II . Ce dernier contient evidemment <J?λ (@, a)
puisqu'il s'identifie a Γensemble #^(@, σ) des operateurs bornes sur 3β
dans la representation de Schrόdinger.

Proposition: «̂ "fc eί J ^ θonί cZewa; applications linέaires biunivoques,
inverses Γune de Vautre et faiblement continues de « "̂(®, σ) θur elle-meme.

Puisque ^ ( ® , σ)C ^ 2 ( ® J σ ) ' ^fc e t ^k s o n ^ evidemment linόaires,
biunivoques et inverses Γune de Γautre. Elles appliquent alors ZΓ (@, σ) sur
elle-meme grace a (38). Montrons qu'elles sont continues, ce qui entrai-
nera la continuite faible ([14], § 8). En vertu du theoreme dugrapheferme
([14], § 2, 6), il sufίit de voir que si les suites

)} et { ^
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sont telles que

ί/«-/IU-^*0 et Wk1n-g\\r-^0 (42)

oύ / et g sont dans ^"(<S, σ), alors g = ^kf.
Puisque la norme de Hubert-Schmidt est infόrieure a celle d'operateur

a trace, il resulte du theoreme 3 que (42) implique

Win / \\Δ fi — QQ II Kin σ\\ύ n = oo

d'oύ g = ̂ kf grace a la continuite de #" fc sur Jif2((£, σ).
Corollaire: S^u et JFfc <se transposent en deux applications lineaires, bi-

univoques, inverses Γune de Γautre et bicontinues de W{^y σ) sur #^(®, σ)
munie de la topologie de la norme.

C'est la un resultat classique de la theorie de la transposition ([14]
§ 8) quand on sait que le dual fort de 3~ (®, σ) est iΓ (@, a) munie de
la topologie de la norme ([8], § 12).

Nous savons done deίinir J ^ | μ pour tout μ ^ ^ ( g , σ) comme Γe-
lement de τF(®, σ) tel que

Ψϊμ) (9) - μ{^κg} , gi^i^σ). (43)
Sur ^# x (S, σ) cette definition coincide avec

{&lμ} (η) = !<>-* "'^dμd) (44)

et ^^μ est dans ce cas une fonction continue bornee; «̂ "J. est alors
identique a J^_fc telle qu'on sait la deίinir d'emblee de ̂ #1((E, σ) dans
elle-meme, oύ elle veriίie encore (36), (37), (38) 8.

Nous sommes maintenant techniquement en mesure de decrire en
termes de convolution gauche le formalisme de WIGNER-MOYAL.

Si nous posons

P==a^_Vϊ(f x /*) = α &γϊ(Jx f) ^(d, σ))

J ( }

oύ / ζ J^2(®, or) et μ ζ uί\(©,σ), (33) s'ecrit encore:

Tτ{πω( iEi)πβ >(/x/*)}=ρ(P)(=/P(η)ρ(η)dη si μ^Jί^σ)) (46)

P est d'apres (36) une fonction reelle et, d'apres la formule de reciprocity,

il vient

•L-) J P ( η ) d η = a(fxf*)(O) = ω ( f x n = l . (47)
8 Dans cet article nous dέfinissons la transformέe de FOURIER sur

par transposition a partir de ^ " ( ^ , o). Ce procedέ est Γanalogue de celui employe
classiquement en thόorie des distributions (voir [14]). Nous montrerons dans un
article a venir qu'on peut interpreter les elements de ^((E, a) (et done ceux de
^ ( ( S , a)) comme des distributions sur Γespace (5 appartenant a Γensemble ^g>2((g>σ)
([16] — chap. VI — p. 55), le produit des operateurs s'interprέtant comme la con-
volution gauche etendue aux distributions.
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l-|—I P est done la distribution de quasiprobabilite dans

Γespace de phase correspondant a Γetat / x /* telle qu'on la trouve
definie dans [3], [3 a] et [4].

Suivant ([13], p. 274) nous pouvons considerer que Γanalogie entre

π β (μ) = / πω (δψ) dμ (ψ) = J eiA « dμ (ψ)

= f jYiWu-Vnl dμ(<φ)

oil μ<iJ(χ{^,a), ψ=ψiei+ψ'ifi, φt = —^=rA(e,t), q^-^AiU) et

(49)

oΐi η = ^*et- + η'tft ((e£, /t ) designe ici une base symplectique de (@, a))
permet d'interpreter πω(μ) comme Γoperateur associe a la grandeur
classique ρ. Alors (46) exprime que la valeur moyenne de Γobservable μ
est identique a celle de la quantite elassique ρ qu'elle represente, calculee
en considerant que P est une densite de probability (on notera que P
peut toutefois etre negative).

La condition necessaire et suffisante pour que F = f x f* soit un
etat pur est qu'il existe un φ ζ 3β unitaire tel que F = φ x 99*. F est
alors idempotente et on a pour tout μ ζ Jίx (®, a) une formule analogue
a([ l ] , formule(49)):

F x μxF = aμ{F)F . (50)

Eneffet:
φ = φ X Ω

et

Ωxφ*XμXφxΩ= ω(φ* X μ x 99) £? = α{μ x 99 x 99*} (0)

Afin d'obtenir Γequation d'evolution de P, nous remarquons que le
produit de convolution gauche de deux fonctions peut s'ecrire:

{/ x fir} (ξ) = exp iσ{^JJ, ^ ) { î/} (I) ?(I) (51)

oύ

(on reconnait le crochet de Poisson de / et g).
Cette formule s'obtient formellement grace a (41) en substituant a g

son developpement de Taylor dans (21), et fournit egalement d'apres
(33):

{*i (/ x 9)} (V) - exp iσ {~^-, - ^ - ) { ^ /} (η) { ^ }̂ (^). (53)
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Supposons maintenant que les cρi ξ 3D soient solution de Γequation de

Schrδdinger: iφ^hxφ, (54)

ou JΓ_|/2^ est Γhamiltonien classique et Λζ#^(S,σ), et ou le produit
h x ψi est defini au sens des distributions 9. Alors

$ = -ίh xF+iF xh (55)
et par consequent

P = 2 sin-ί σ /-= , -^-\ {^-1/2 h\ P . (56)

Du point de vue dynamique, P a done un eomportement analogue a
celui d'une quantite classique puisque au second ordre (et meme exacte-
ment des que &-γ<ϊh est un polynome du second degre: particule libre,
oscillateur, etc . . .) elle obeit a Fequation de Liouville de la mecanique
classique.

Section IV

Uesjpace de la representation de Schrodinger comme espace de fonctions
entieres

Dans (@, σ) equipe d'une structure prehilbertienne σ-permise choisis-
sons une base complexe orthonormale (ê  ), j = 1, . . ., n (ej} \i — ie0)
est alors une base symplectique et soit

ψ = Pe, - <*'es + β}f3>, z> ̂ <x? — i βj € 0 (57)

un element de (@, σ).
Pour tout μ ζ Jίχ{^, σ) on voit immediatement grace a ([1], formule

{μ X Ω) (ψ) = -i e-T«> rt

 m = i e " T , 5 | s '* /(^) (58)

oύ / est la fonction entiere de n variables complexes:

/ eh^ e-τ V'O dμ{ξ)=f e&"h«"*> e~τ'^dμ{ξ) (59)

d'oύ une correspondance lineaire biunivoque entre 3 Ω et un certain
espace de fonctions entieres de n variables complexes que nous appelons
IF' a la suite de BARGMANN [5].

IF* contient les polynόmes car a la mesure μ £ J(x (S, σ) definie par

dμ(ψ) = Πe~"ϊ(* + β ) (α'P daίdβ* , mό entier, (60)
7 = 1

ce procede fait correspondre la fonction

oύ Hmj est le polynome de Hermite d'ordre
9 Voir note page 41.
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Par transport de structure, SF* devient comme $ β une algebre et
un espace prehilbertien avec les formules explicites:

ηi,γi=ξf-i^ (61)
1

= τ f f¥) 9(«') n * - W ' d « ? W = <»(/** xv)={μ\v) (62)
? = 1

si / et ^ correspondent a μ x β e t r x ί ? respectivement.
L'espace de Hubert obtenu par completion est identique a Γespace IF

de Bargmann des functions entieres de n variables complexes bornees
par rapport a la norme || \g? associee a (62) puisque 3F' contient les poly-
nόmes, ceci resulte du theoreme suivant:

Theoreme 7. ̂  est un espace de Hilbert dans lequel les monόmes forment
un systeme orihonormal complet.

Par un calcul en coordonnees polaires on verifie immediatement que
les monόmes: n , «w.

^ , . . . , W n = n± y = , **i entier , (63)

forment un systeme orthonormal. Si

m5

est le developpement de / selon les monόmes (63), les formules

(65)

montrent que !F est identifiable a l'espace de Hilbert des suites multiples
complexes de carre sommable (<xmi.Λ%mJ et que (63) est complet.

Nous avons done identifie les espaces de Hilbert 3fn et JF par

Γintermediaire de Γoperateur unitaire 8 defini par:

f f,
On a alors le a

Theoreme 8. La convergence des Sfζ J^n au sens de la norme hilbertienne

de J?n entraίne leur convergence uniforme et la convergence compacte des
O)

fonctions entieres f correspondantes.

Ce resultat decoule de Γinέgalite (obtenue a partir de (64) grace a
Γinόgalite de Schwartz)

1 »

1

^ ΐϊlj i jj

|{^ x Ω}

= 11̂/11

X } (y)| ̂  ||/||̂
( 6 6 )
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u = ΰjej etant fixe, la forme lineaire sur J5":

/(«) (67)

est done bornee et peut etre ecrite

ou Wu est Γ element suivant de ίF:

Wu (z*) = &-iUJZi = eΛ (v,«) . (68)

On le verifie sur une base des monόmes de JF ou grace a ([1], formule
(68)), les Wu etant relies aux UΩ de ([1], formule (64)) par

(69)

Les operateurs sur J^π :

U{ψ} = πω(δψ) (70)

constituent une representation unitaire des relations de commutation
telle que la representation du groupe additif des reels:

λ^U(λψ), λζR, ψζ(<Z,σ) (71)

est faiblement continue. Done U{ψ} = eiΛW oϋ Λ{ψ} est un operateur
self-adjoint non borne sur J^π defini par:

et verifiant:

[A{ψ},A{ψ}] = 2iσ(V,ψ'). (73)

Son expression pour tout φ £ £F„ de la forme φ = 8f, / ξ J^, de son

domaine de dόfinition est donnee, grace au theoreme 8, par:

lim
λ->0

d'oύ

{A {ψ} φ} (ξ) - {-1- [U{λψ} - I] φ} (ξ) = 0 (74)

{A {ψ} φ} (ξ) = σ (f, ψ) φ (ί) + i (d φ, ψ) (75)

ou (d φ} ψy designe la derivee de φ selon la direction ψ, e'est-a-dire

2n *

<dφ,φ>=.ΣiHrΨl (76)

dans la base de @ oύ les coordonnees de ξ et ψ sont les ξj et les ψ.
L'application unitaire 8 transforme cet operateur (et son domaine

de definition) en Γoperateur self-adjoint non borne sur 3F fermeture de

{B{ψ}f} (I) = - ih(ξ, γ) f(ξ) + i(df, ψ}

= -iyh(e,,y>)f(γi) + iΣ^τ*,ξ
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Les V{ψ} = eιB^ constituent alors une representation unitaire bornee
π$r des relations de commutation sur ^ unitairement equivalente a πω.
Si nous decomposons (@, σ) selon

S = ®! θ ®2 = @! θ i®i (78)

(ej) e^ (fi) etant des bases reelles de ®x et (£2 respectivement, et posons

Ψ = -yf[ψi + iψil Ψi> ψ'i ζ. ®i» ( 7 9 )

la representation usuelle des relations de commutation est realisee par
les operateurs

U^iφ}** 6*1*1-** +Qiv'ύl (80)

agissant de la fa con suivante sur u n Φ ( o£?2 (®2):

{P^fyJΦ} {u) = e 4 ' 2 s ^- vi> β ί β^i' M~V l ) Φ(w — %) (81)

et pour lesquels Γelement

Φ0=(ϊfte-T lt't>,Sί*1 (82)

est cyclique. L'operateur infinitisimal correspondant est la fermeture de

) = i<dΦ, Ψl) + s{ψ[, u) Φ(u), (81)

la representation (80) est unitairement equivalente a πω (et done aussi
a π&) car on a, comme on le veriίie aisement,

α-8/2(-

i , , 2 (83)
e 2

II existe done un operateur unitaire W transformant les Φ ζ «SP2 (®i)

des ^ ζ 3β de telle sorte que

WΦ) == (Φ |e^ pί-^> + (2^i}]|Φ) (84)

pour tout φ £ (<£, σ).
Or d'une part on a d'apres (24)

(φ I e ^ M 99) = (φ | πω(δ y) 99) = Tfy>9,(y) = α{φ X φ} (ψ)
done

{τo ̂ ,^ x β } (ψ) = α{^ x ^ x f i } ( f ) ) = α{^ x ί? x ^ x Ω] (ψ)
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et d'autre part en posant

i i Φ,ΦX Ω} (ψ)

= (+λ\n\ f(

Mais en outre

ω(φ) = ψ(aΩ) = a(φ\ Ω)<?Λ^a) = (WΦ \ WΦ0)ω = {Φ \ Φ0)^2(^)
(87)

ψ(ψ) = iwfii)41 ί W(:ψi θ) φ(θ)dθ (88)

done

ou

W(ψ, θ) = W{z'9 ΘO = e " W i M V i Γ ^ ~ 2 - " τ κ Λ "~J (89)

est le noyau introduit dans [5],

En partieulier on a en faisant Φ(θ) = IF (99, θ) dans (88):

, θ) W(ψiθ)dθ= (]/π )3n W (y) (90)

ce qui prouve que W(φ, θ) ξ ^ 2 (®i) e n ^ a n ^ Q116 fonction de θ (et done
que Γintegrale (88) a un sens) et que Γelement qui lui correspond dans ^Ω

est α1/* ?>£?.
De meme

{W(ψ, θ) x Ω} (φ) = TΓ(y, 0) (91)

montre que (formellement) W(ψ, θ) £ 3 β en tant que fonction de ^.
L'operateur W~x est a son tour defini formellement par le noyau

i_

(|)4 W^J) (92)

(93)

car si
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il vient

= {^)-** f W{ψ,θ)W{ξT) φ(ξ)dξdβ

ψ(ξ) dξ = {ψx Ω} (φ) = φ(ψ) .

J f

Mais W(ψ, θ) n'appartient pas a QQ ni a o f̂2((£5 σ) ent tant que fonction
de ψ. On devra done, comme dans [5], definir W"1 par

lim f ΨWJ) ψ{ξ)dξ. (94)
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