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METRIQUES PRESCRITES SUR LE BORD DES
VARIETES HYPERBOLIQUES DE DIMENSION 3

FRANCOIS LABOURIE

Une 3-variete hyperbolique compacte M a bord dM est dite stricte-
ment convexe si deux points quelconques de M peuvent etre joints par
une geodesique minimisante incluse dans Finterieur de M. Cette condi-
tion entraϊne que la coubure intrinseque de dM est superieure a - 1 (ici
hyperbolique signifie courbure constante - 1 ) .

Let but de cet article est de demontrer que toutes le metriques sur dM
a courbure superieure a - 1 sont obtenues ainsi. Plus precisement, nous
avons le

Theoreme 1. Soit M une varietέ compacte a bord [differente du tore
pleiή) et qui admette une structure de varietέ hyperbolique strictement con-
vexe. Soit g une mέtrique sur dM a courbure strictement plus grande
que - 1 , // exίste alors une mέtrique hyperbolique convexe h sur M qui
induise g sur dM:

h\dM = 8

Le case du tore plein doit etre obtenu par d'autres techniques que celles
contenues dans cet article.

Ce resultat peut etre conςu comme la generalisation de deux theoremes
classiques. Le premier est du a Alexandrov-Pogorelov [9].

Theoreme (Alexandrov-Pogorelov). Soit g une metrique sur la sphere
S2 a courbure strictement superieure a - 1 , il existe alors une immersion
isomέtrique de (S2, g) dans H3, unique aux isometries de H3 pres. De
plus, cette immersion horde un convexe de H3.

Ce theoreme correspond done au cas oύ M est la boule B3. Le
deuxieme theoreme, que nous utiliserons dans la demonstration, est le
theoreme d'uniformisation de Bers qui permet de reconstruire une
metrique hyperbolique sur int(Aί) a Γaide d'une structure complexe sur
dM (§2.2).
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Remarquons que dans ces deux theoremes la metrique hyperbolique
obtenue sur M est unique. Dans nόtre cas, nous sommes incapable de
demontrer Γunicite de nόtre metrique h, et de repondre ainsi affirmative-
ment a une question de Thurston concernant Γexistence et Γunicite d'une
telle metrique.

Un autre resultat relie a notre thέoreme est due a Gromov [4].
Theoreme (Gromov). Soit S une surface compacte de genre superieur

ou egal a 2, munie d'une metrique g a courbure superieure a -1. //
existe alors un groupe fuchsien Γ agissant sur H3 telle que {S, g) se
plonge isometriquement dans H3/Γ.

Ce resultat n'est pas a priori un corollaire du nόtre, mais on peut Γob-
tenir par les memes methodes. Signalons que Gromov ne montre pas non
plus Γunicite de Γ.

1. Presentation de la demonstration

Donnons en une idέe intuitive. Le point de depart consiste a mon-
trer que Γespace A des solutions des equations de Gauss-Codazzi sur une
surface (S, g) est de dimension 6γ - 6, oϋ γ > 2 est le genre de S.

Chacune de ces solutions donne naissance a une representation de π{ (S)
dans PSL(2, C). De meme, si S = dM, chacune des metriques hy-
perboliques sur M donne naissance a une representation de π{(S) dans
PSL(2, C). Nous obtenons ainsi dans Rep(π1(5'), PSL(2, C)) deux sous-
varietes, Γune etant Γimage de A, Γautre Γimage de βf(M) Γespace des
structures hyperboliques sur M.

Une solution a nόtre probleme, c'est a dire une variete hyperbolique in-
duisant g sur S est alors un point d'intersection de ces deux sous-varietes.
II nous faut done demontrer que ce deux sous-varietes s'intersectent.

L'espace Repίπ^iS), PSL(2, C)) n'est pas celui que nous allons con-

siderer et c'est Γespace des CP1-structures sur S (localement homemorphe

a Rep(n{(S), PSL(2, C)) qui va s'averer utile.
L'existence d'un point d'intersection des deux sous-varietes sera prouvee

par un argument homologique.
Plan de Γarticle:
§2. Structures hyperboliques sur les varietes de dimension 3: le but de

ce section est d'enoncer le theoreme d'uniformisation de Bers.
§3. Immersions isometriques equivalentes: dans ce section, nous

etudions la dimension de l'espace des solutions des equations de Gauss-
Codazzi.
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§4. Surfaces convexes plongees dans les bouts geometriquement finis:
ici, nous introduisons des varietes hyperboliques auxiliaries et etablissons
les estimees geomέtriques a priori concernant les surfaces convexes qui y
sont plongees.

§5. CPι-structures sur une surface compacte: nous montrons comment
une solution des equations de Gauss-Godazzi donne naissance a une CP 1-
structure, de meme qu'a une metrique hyperbolique sur M est associee
une CP1-structure sur dM.

§6. Parametrisations de Γespace des CP1-structures: il s'agit d'un rap-
pel des resultats de [6] qui relie Γespace des CP1-structures a celui des
immersions isometriques des surfaces a courbure constante k .

§7. Demonstration du theoreme.

2. Structures hyperboliques sur les varietes de dimension 3

Ce section est une presentation rapide de resultats elementaires con-
cernant les varietes hyperboliques, notre but etant d'enoncer le theoreme
d'uniformisation de Bers, sous la forme qui nous sera le plus utile par la
suite. Pour les demonstrations, nous renvoyons a [11] ou a [8].

2.0. Nous nous interesserons aux varietes hyperboliques non com-
pactes. La classe de varietes qui nous interesse est celle des varietes con-
vexes cocompactes. Donnons en tout d'abord une definition constructive:
si M est une variete hyperbolique a bord convexe, M peut etre con-
sideree comme un convexe ferme dans une unique variete hyperbolique
complete M, homotopiquement equivalente a M et que nous appelerons
completee de M. Pour construire M , on peut remarquer par exemple
que Γequation de Riccatti (dans la direction exterieure a dM) permet de
definir, grace a Γabsence de points focaux, une metrique sans singularites
sur dM x [0, oo[ prolongeant celle sur M. La variete M est alors par
definition convexe cocompacte.

D'apres cette construction, M est homeomorphe a Γinterieur de M.
Une autre maniere d'arriver a cette definition est de proceder ainsi: soit

Λf = H3/Γ une 3-variete hyperbolique complete, soit Λ(Γ) Γensemble
limite de Γ dans C P 1 , le bord a Γinfini de H3, et E(A(Γ)) l'enveloppe
convexe de Λ(Γ) dans H3. L'ensemble E(A(Γ)) est invariant sous Faction
de Γ, et

est appelee coeur de Nielsen de M.
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On verifie aisement que N est aussi Fadhέrence de Fintersection de
tous les convexes de M homotopiquement equivalents a M.

Par definition M est convexe cocompacte si N est compact. II est facile
de verifier que les deux definitions coincident.

2.1. A une variete M convexe cocompacte on peut associer son bord a

Γinfini d^Ή, defini comme Fespace des demies-geodesiques divergentes,

identifiees si elles sont asymptotes. Si CP 1 est le bord a Finfini de H ,

alors

oύM = H3/Γ. _
Ce bord a Finfini permet de compactifier M. En effet, on dira qu'une

suite (xn) de poins de M tendant vers Finfini converge vers un point x^
de d^M, si la suite d'arcs geodesiques joignant xn a n(xn), sa projection
convexe sur le coeur de Nielsen, converge vers une geodesique asymptote

II est clair que cette compactification de M est homeomorphe a tout
convexe compact de M homotopiquement equivalent a M et d'interieur
non vide.

Dans le cas oύ M n'est pas homeomorphe au tore plein, chacune des
composantes connexes de d^Jf est une surface compacte de genre γ plus
grand ou egal a 2.

2.2. D'apres (*), d^M est muni d'une structure complexe, et le
theoreme d'uniformisation de Bers nous apprend que cette donnee suf-
fit a reconstruire la metrique. Plus precisement, nous nous donnons M
une 3-variete compacte a bord, et nous considerons Fespace M?(M) des
metriques hyperboliques completes sur int(Aί), Finterieur de M, telles
que Finjection de int(M) dans M, s'etende en une application continue
de dJ(\τv\{M)) dans M.

Le groupe ^j des diffeomorphismes de M dont la restriction a dM
est isotope a Fidentite agit naturellement sur <%*{M).

Designons par Teich(S) Fespace de Teichmuller d'une surface S le
theoreme d'uniformisation de Bers [8, p. 84] s'enonce ainsi:

Theoreme (Bers). L'application ψ0 de H(M) = %T{M)I&X dans
Teich(dM) qui associe a une metrique hyperbolique sur int(Λf), la struc-
ture complexe sur d^M (identifieά dM) est un homέomorphisme, pourvu
que H(M) soit non vide.

Remarquons enfin que si M est munie d'une metrique hyperbolique
compacte a bord convexe, H(M) est non vide, puisque int(M) est homeo-
morphe a M.
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3. Immersions isometriques equivariantes

3.0. Soit desormais S une surface connexe compacte orientee de genre
superieur ou egal a 2 et g une metrique riemannienne sur S a courbure
strictement plus grande que - 1 .

Par definition, une immersion isometrique equivariante at S dans H3

est la donnee d'une paire (/,/?), oύ / est une immersion isometrique
de S, le revetement universel de S, dans H3 et p une representation de
πχ(S), le groupe fundamental de S, dans PSL(2, C) identifie au groupe
des isometries de H3, telle que

f(γχ)=p(γ)f(χ),

pour γ appartenant a n{(S) et X a S.
Le groupe PSL(2, C) agit a gauche sur <y(S, g), Γespace des immer-

sions isometriques equivariantes, de maniere standard

II est bien connu [10, tome III] que Γespace I{S, g) = PSL(2, C)\f(S, g)
(que nous appelerons egalement espace des immersions equivariantes par
abus de langage) s'identifie a Γespace des solutions de Γequation de Gauss-
Godazzi.

Rappelons que, pour une section B, du fibre S2(B) des endomorphismes

symetriques de TS, ces equations s'ecrivent

(i) det(i?) = K + 1 (equation de Gauss),

(ii) dv(B) = 0 (equation de Codazzi-Mainardi),

oύ K designe la courbure de S, et dv la differentielle exterieure covari-
ante associee a la connexion de Levi Civita V de TS:

B ~ dVB: dVB(u, v) = (VuB)(υ) - (VυB)(u).

Notre but est de montre tout d'abord:
Lemma 3.1. Uespace I(S, g) est soit vide, soit muni d'une structure

de variέte sans bord dont la dimension est celle de la dimension τ(S) de
Γespace de Teichmύller de S.

Cette structure de variete est celle qui provient de Γidentification de
I(S, g) avec Γespace des solutions de Gauss-Godazzi.

Preuve. Considerons le sous-fibre ^ 8 de S2(B) dont la fibre ^ en
tout point x de S est constituee des endomorphismes symetriques B de
TχS verifiant
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Pour demontrer nόtre lemme, il nous suffit de demontrer que Poperateur

dv vu comme associant aux sections de ZFg des sections de A TS<8> TS

a les deux proprietes suivantes.

(i) dv est elliptique.
(ii) Son indice est τ(S), et son linearise a un noyau dont la dimension

est τ(S).

En effet, I(S, g) s'identifiant a Γimage inverse de la section nulle par
dv, nόtre lemme se deduit d'un theoreme de fonctions implicites, clas-
sique pour les operateurs elliptiques.

Interessons nous au linearise L de dv . Soit tout d'abord B une section
de ^ 8 . D'apres (*) la deux-forme symetrique (B-, •) est positive et
definit une metrique et en particulier une structure complexe / (la rotation
d'angle π/2 dans cette metrique).

Cette structure complexe / et Jo la structure complexe de g permet-
tent de reconstruire B . En effet:

B = -λJQJ = G(λJ), oϋ λ = Vκ+ 1.

En particulier, si B est une section de ^ g , Γespace tangent en B a
Γespace des sections de ^ g est identifie par G a Γespace des sections du
fibre Q des operateurs qui commutent a / . Le linearise L de dv vu de
Q dans A2(TM)®S2TM est alors

L : Γ°°«2) -> Γ°°(A2{SM) ® M)

Cette interpretation montre que J0L a le meme symbole que Γoperateur
d envoyant les difΓerentielles quadratiques sur les champs de vecteurs. En
particulier, il est elliptique et son indice est τ(S).

Pour conclure, il nous faut demontrer que son conoyau est nul. Munis-
sons Q de la metrique

((A,C))= ίtv(AC)dω,
Js

oϋ dω est Γelement d'aire de S.
Identifions A2(TS) ® TS a TS grace a la metrique g, et calculons

Γadjoint V de L pour ces metriques: si ξ e Γ(TS) et A e Γ(G)

((ξ \LA))= ί(ξ\- Jod
VA) dω = f tx(J0E'A) (oϋ E{u) = Vuξ)

J s J s

- ί tτ(J0EJ0AJ0) (car'A = JQAJ0)
J s

= ί\tr{J[J,EJ0]A).
Js Δ
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Nous avons done

Autrement dit ξ est dans le noyau de L* si et seulement si pour tout u
de TS:

(**) J^J* = ~^J JJ i£

Nous pouvons interpreter cette equation en termes pseudoholomorphes:
la connexion V definit une decomposition de Γespace tangent a TS en
espace horizonal H et vertical V, tous deux identifies a TS. Munissons
V de la structure complexe / , et H de la structure complexe -J0JJ0. La
variete TS est ainsi munie d'une structure presque complexe, Γequation
(**) montre alors que le graphe (ξ) de ξ dans TS est une courbe pseudo-
holomorphe de TS. La remarque fondamentale de Lefschetz nous ap-
prend que Γintersection de (ξ) avec une autre courbe pseudo-holomorphe
(et en particulier le graphe de la section nulle) est strictement positive. On
deduit alors de Γhypothese sur la caracteristique dΈuler de S que ξ est
constamment nul et cone que le conoyau de L est nul. q.e.d.

De maniere analogue, nous demontrons
Lemme3.2. Soit {gt), t appartenantά [0,1], unefamille differentiate

de metriques a courbure strictement plus grande que -1. Uensemble
W = Uί€ro i] I(S 9 St) ^t soit vide, soit muni d'une structure de variete
differentiable de dimension τ(S) + 1 a bord:

= I(S9g0)Ul(S9gx).

Cette structure est celle induite par Γapplication

W -> Γ(End(ΓS)) x R

Ici ft est une classe dΊmmersions isomέtriques equivariantes pour la
mέtrique gt> et φt{ft) est la solution de Γequation de Gauss-Codazzi as-
sociee.

Preuve. Raisonnement analogue a la proposition precedente: II nous
faut considerer le fibre

dont la fibre au-dessus d'un point (s, t) est &*1. On considere alors
Γoperateur

V > Γ°°(A2(TS) ® TS).
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Cet operateur est Fredholm et nous avons vu que le conoyau du linearise
etait nul et son noyau de dimension τ(S) + 1. On conclut a Γaide d'un
theoreme de functions implicites pour les operateurs Fredholm.

3.3. Remarquons enfin qu'a une surface S immergee dans une variέte
hyperbolique est naturellement associee un point de I{S, g) (oύ g est la
metrique induite sur S): soit en considerant la deuxieme forme fonda-
mentale sur S, soit plus simplement en considerant Γimmersion qui s'en
deduit du revetement universel de S dans H3.

Reciproquement a une solution des equations de Codazzi-Mainardi, on
peut associer un plongement isometrique de S dans une 3-variete hy-
perbolique (non complete) et homeomorphe a S x [0, 1] en utilisant un
voisinage tubulaire de Γimmersion isomέtrique de S dans H .

3.4. Si enfin Σ n'est pas connexe, on notera /(Σ, g) = Ylj£J I(Sjg\s),

oύ les Sj , j e J, sont les composantes connexes de S.

4. Surfaces convexes plongees dans les bouts geometriquement fini

4.0. Nous allons introduire des varietes hyperboliques, auxiliaires, les
bouts geometriquements finis, et en etudier les surfaces convexes (cf. [5],
[6]). Rappelons qu'un bout geometriquement fini est une 3-variete B mu-
nie d'une metrique hyperbolique complete telle que:

(i) B est homeomorphe a S x [0, CXD[ , oύ S est une surface compacte
de genre plus grand que 2,

(ii) la metrique induite sur le bord Bo de B est a courbure - 1 (le
bord Bo n'est en general pas lisse),

(iii) le bord de B est developpable et convexe, c'est a dire que toute
geodesique reliant deux points du bord est tracέe sur ce bord (voir Figure
1).

Par construction, le bord d'un bout geometriquement fini est une surface
hyperbolique munie d'une lamination geodesique mesuree. Reciproque-
ment, on montre [2] qu'une lamination geodesique mesuree determine un
bout. Un exemple de bout geometriquement fini est obtenu en όtant a une
3-variete complete et convexe cocompacte son coeur de Nielsen.

Nous avons montre en [5]:
Theoreme. // existe dans chaque bout geometriquement fini une unique

surface Sk plongee incompressible a courbure constante k. De plus les
surfaces Sk, forment un feuilletage de B.

Une surface plongee est incompressible si elle separe un bout geo-
metriquement fini en 2 composantes connexes dont Pun est compacte et
contient BQ.
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FIGURE 1

FIGURE 2

4.1. Nous allons nous interesser maintenant aux surfaces convexes
plongees dans un bout B. Nous dirons que S2 est a Γexterieur de S{

si S2 et 5 0 sont dans deux composantes connexes distinctes de B\S{

(voir Figure 2).
La proposition suivante contient les estimees a priori concernant les

surfaces convexes plongees dans les bouts et qui nous seront utiles lors de
la demonstration du theoreme.

Proposition 4.1. Soit S une surface plongee convexe et incompress-
ible dans un bout B. (i) Si K est la fonction courbure de S et si k <
infχeS{K(X)), alors S est a Γexterieur de Sk .

(ii) Si Sk est a Γexterieur de S, alors

k>
2πχ(S)
Aire(S) '

de meme si S est a Γexterieur de S, , alors



618 FRANCOIS LABOURIE

~ Aire(S)"

(iii) Si s appartient a S, alors Cx < d(s, Bo) <C2, oil Ci ne depend
que de B et de la mέtrique induite de S.

(iv) Soit H la courbure moyenne de S, alors si dσ est Velement d'aire
de S y f Hdσ < C3, oύ C3 ne depend que de B et de la metrique sur S.

Demonstration, (i) Les surfaces Sk feuillettent B. Soit done kQ le plus
grand des k tel que S est a Γexterieur de Sk. En particulier, il existe
un point s0 de S en lequel Sk est tangente interieurement. II est par
ailleurs aise de voir que si deux surfaces convexes 5^ et S2 sont telles que
Sx est tangente interieurement a S2 en 5, alors la courbure en s de S{

est plus grande que la courbure en s de S2 .

(ii) Comme B est a courbure negative, la projection convexe (cf. [1])
de Sk sur S est contractante et les inegalites se deduisent d'inegalites sur
les aires.

(iii) D'apres (i), on en deduit que d(S, Bo) > d(Sk, BQ) pour k =
infK, ce qui donne notre premiere inegalitee. Ensuite d'apres (ii) la sur-
face Skik = 2πχ(S)l Aire(S), rencontre S. Des lors

d(s, Bo) < Diam(5)
xesk

(iv) D'apres (iii) il existe ε ne dependant que de g (la metrique in-
duite sur S) et B tel que le rayon d'injectivite de B en tout point de
S est superieur a ε. Nous pouvons done recouvrir S (dans B) par N
(ne dependant que de g, B, et ε) boules de rayon ε dans B (et done
homeomorphes a des boules) centrees sur des points de S.

Nous avons par ailleurs montre (cf. 5.4(iii) de [7]) que si S etait une
surface incluse dans le bord d'un convexe contenu dans la boule de rayon
ε centree sur un point de S, il existait une constante C ne dependant que
de ε et de la borne inferieure de la courbure de S tel que Γintegrale de
la courbure moyenne sur S etait bornee par C, On en deduit aisement
(iv).

5. CPι-structures sur une surface compacte

5.0. Soit S une surface connexe compacte, orientέe, de genre γ > 2 et

sans bord. Une CPι-structure sur S est la donnee d'une paire (g, p), oύ

g est une immersion de S, le revetement universel de S, dans CPι,

et p une representation de πJS) le groupe fundamental de S dans
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PSL(2, C), le groupe des transformations projectives complexes de CP1

telle que

g(yχ)=p(y)g(χ)
pour tout γ de πχ(S) et x de S.

Si 2?Q est le groupe des diffeomorphismes de S isotopes a Γidentite,

&0 x PSL(2, C) agit sur Γespace Wΰ\S) des CP1-structures de S de

maniere standard:

{go,λ)(f, p) = (λfogQ,λpλ~l).

Par abus de langage, nous appelerons Γespace

CP\S) = ̂ (S)/^ x PSL(2, C)

espacedes CP ι -structures de S et chacun de ses elements, CP1-structure.
Si Σ est non connexe, on notera

oύ les SJ sont les composantes connexes de Σ,
Si S est connexe, il est classique de montrer [3] que CPι(S) est une

boule de dimension 12y - 12 si le genre γ de S est superieur ou egal a
2.

5.1. Exemples. (i) Une immersion isometrique equivariante de (S, g)
dans H 3 si K > - 1 , definit naturellement une CP1-structure sur S.
En efFet, soit (/, p) Une immersion isometrique equivariante de (S, g)
dans H 3 , Γapplication de Gauss hyperbolique γ qui associe a un point de
f(S), le point du bord a Γinfini de H 3 (identifie a CP1 avec sa structure
projective) definit par la normale exterieure, est une immersion puisque
f(S) est convexe (voir Figure 3).

FIGURE 3
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CPι(S)

φ(H(M))

FIGURE 4

II est alors clair que (γof,p) est une CP 1 -structure sur S dite CP 1-
structure associee. Plus precisement, nous avons

Proposition 5.1 (i). Soit g une mέtrίque a courbure strictement plus
grandeque - 1 sur S, Vapplication ψ de I(S, g) dans CPι(S) envoyant
une immersion isometrique equivariante sur sa CP1-structure associee est
continue.

De memey si gt est unefamille continue de metriques a courbure > - 1

et W la variete construite en 3.2, ψ de W dans CPι(S) est continue.

Proof. Immediat.
(ii) Si maintenant M est une variete hyperbolique convexe cocompacte,

nous avons vu §2.1 que si M = H 3 /Γ nous avions

En particulier, chaque composante connexe de d^Ή est munie d'une
CP -structure canonique. Nous avons alors la proposition, analogue de
5.1(i)

Proposition S.l(ii). Soit M une variete compacte a bord dM Γapplica-
tion φ de H(M) dans CPι(dM) qui associe a une mέtrique hyperbolique
sur int(Af) la CP1-structure de son bod a Γinfini est continue.

5.2. Soit M une 3-variete hyperbolique compacte a bord convexe. La
CP -structure sur dM induite de la structure hyperbolique sur le complete
M de M, coincide bien evidemment avec la CP1-structure associee a
Γimmersion isometrique de (dM, g) (g est la restriction de la metrique
hyperbolique sur M) dans Ή. Autrement dit cette CP1-structure est
un point d'intersection dans CPι(S) de φ(H(M)) et ψ(I(ΘM,g)) (voir
Figure 4).
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5.3. Un dernier et important exemple est la CP1-structure sur le bord
a Γinfini d'un bout geometriquement fini, structure qui s'obtient comme
pour les varietes completes. Un theoreme de Thurston (non publie) nous
dit que les CP1-structure sont en bijection naturelle avec les bouts geo-
metriquement finis.

6. Parametrisations de Γespace des GP1 -structures

6.1. Nous allons dans cette section rappeler les resultats obtenus en
([5], [6]). Nous avons demontre le resultat suivant sur les parametrisations
de CPι{S).

Theoreme (theoreme 1 de [6]). Soit k un nombre appartenant a
1 -1, 0[, et τ une CP1-structure sur S, il existe alors une unique metrique
gk courbure constante k sur S et une unique immersion isometrique
equivariante (/,/?) de (S, gk) dans H3 telleque τ soitassociέea (/,/?).

Nous avons ainsi construit une application continue πk de CPι(S)
dans Teich(S') associant a τ la structure complexe de gk .

Par construction, la fibre de πk est I(S, gk). Nous avons de plus

demontre que I(S, gk) etait homeomorphe a Rτ(λS).
6.2. Par ailleurs, si M est une 3-variete hyperbolique complete con-

vexe cocompacte et N son coeur de Nielsen, nous avons demontre
(theoreme 2 de [5]) que M\N etait feuilletee par des surfaces a courbure
constante k, k e [-1, 0[, et done homeomorphes a dM (elles bordent
desconvexes). Ceci definit une application fk de H(M) dans Teich(dM)
associant a une metrique hyperbolique sur int(M), la structure complexe
definie par la surface a courbure constante k dans int(M) du theoreme
2 de [5]. Par construction

fk = πk ° <P

Enfin, nous avons montre

Proposition 6.2 (Lemma 4.5 de [5]). Vapplication fk est propre et de

degrέ 1.

Sans la redemontrer, donnes Γidee de cette proposition: elle consiste

a montrer que quand k tend vers 0, fk est proprement homotope a

fQ - π0oφ , oϋ π 0 est Γapplication de CPι(S) -• TeichίS1) associant a une

CP1-structure, la structure conforme induite par la developpante. Main-

tenant le theoreme de Bers nous dit justement que f0 est un homeomor-

phisme.
Autrement dit cela revient a rendre homologue les fibres /(S\ gk)
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de πk avec celle de π 0 , fibres que Ton considere en quelque sorte comme

Γespace des immersions isometriques equivariantes de S muni d'une

"metrique plate d'aire infinie et conforme a une structure complexe don-

nee."

6.3. Remarquons pour conclure que si deux bouts geometriquement

finis B{ et B2 definissent la meme CPι-structure, ces deux bouts sont

isometriques. En effet, Bχ et B2 sont feuilletees par des surfaces Sι

k et

S\ a courbure constante k. D'apres §6.1, Sx

k et s£ sont isometriques

et leurs plongements dans Bχ et B2 induisent la meme deuxieme forme

fondamentale. On en deduit aisement que leurs voisinages tubulaires et

finalement Bχ et B2 , sont isometriques. Ceci est aussi un corollaire des

resultats de Thurston (§5.3).

7. Demonstration du theoreme

7.0. L'idee de base est la suivante. Soit M une variete compacte a
bord admettant une structure hyperbolique convexe et differente du tore
plein. Chacune des composantes connexes de dM est alors une surface
compacte de genre superieure ou egal a 2.

Soit g une metrique sur dM a courbure strictement superieur a - 1 .
Dans CPι(dM) vivent alors deux sous-varietees, Γimage de H(M) et
celle de I(dM, g) (cf. 5.1(i) et (ii)). II nous faut (et en fait cela suffira)
demontrer que ces deux sous-varietes, de dimension moitie de celle de
CPι{dM), s'intersectent.

Pour cela, nous allons deformer g en une metrique a courbure con-
stante gk et utiliser le fait que I(dM,gk) et H(M) s'intersectent (§5.2)
et montrer par des arguments homologiques que Γintersection persiste lors
de la deformation.

L'un des points cruciaux de la demonstration est alors de demontrer
la proprete de certaines applications (cf. 7.0). Plus precisement, soit
# 0 une metrique sur θ M a courbure > -lgt, t e [0, 1], une famille
differentiate de metriques et k un nombre reel telles que

(i) gt soit a courbure > +k > -1,
(ii) g{ soit a courbure constante k .

Une telle famille de metriques existe puisque (cf. [4, P. 289]) Γensemble
des metriques a courbure plus grande que - 1 sur une surface est connexe.

Construisons, comme en 3.2, la variete

t

La demonstration du theoreme, dans le cas oύ M est differente du tore
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plein, se fait en deux temps: D'abord nous demontrons la proposition
7.0, puis montrerons (c'est Fargument d'homologie) qu'elle entraϊne le
theoreme.

Proposition 7.0. Soit ψ Γapplication continue (cf. 4.1(i)) de W dans
CPι(dM) envoyant une immersion isomέtrique equivariante sur sa CPι-
structure associee alors:

(i) ψ estproprede Wo dans CPι{S),
(ii) 7ik(ψ(WQ)) est relativementcompacte dans Γespace deTeichmύller.

Ici Wo designe la composante connexe de I(S,gk) dans W.

Nous allons avoir besoin d'un lemme:
Lemma 7.1. Soit (f,p) une immersion isomέtrique equivariante de

(S, gt) appartenant a Wo, alors {f,p) provient d'un plongement iso-
metrique incompressible dans un bout geometriquement fini B (au sens de
§3.3).

Demonstration. Soit V Γensemble des immersions isometriques
equivariantes de W qui proviennent au sens se §3.3 d'un plongement
isometrique incompressible dans un bout geometriquement fini B. Mon-
trons le resultat par connexite.

(a) Montrons que V est ferine. Soiteneffet (gn) une suite de metriques
convergeant vers (g^), (Bn) une suite de bouts geometriquements finis et
(fn) une suite de plongements isometriques incompressibles de (S, gt )
dans Bn telle que la suite des deuxiemes formes fondamentales des fn

converge.
La suite des CPι-structures associees aux fn converge, ce qui entraϊne

(Γespace des CP 1 -structures est homeomorphe a Γespace des bouts geo-
metriquement finis) que la suite de bouts (Bn) converge vers un bout B^ .
D'apres 4.1 (Hi) et le theoreme d'Ascoli, la suite (fn) va converger C°
vers une application f^ de S dans B^ . Comme la suite des deuxiemes
formes fondamentales converge, / ^ est C°° et sa deuxieme forme fon-
damentale est la limite des deuxiemes formes fondamentales.

(b) Montrons que V est ouvert. Soit fx de (S, g{) dans Bχ un bout
geometriquement fini on peut alors trouver un voisinage U de B{ dans
Γespace des bouts, tel qu'a tout bout B de U soit associee continuement
une immersion isometrique fB de (S, gB) dans B, oύ gB = gχ et

Si maintenant (f,p) est une immersion isometrique equivariante ε-
proche de fχ, il existe un bout B2 proche de Bχ dont p soit la representa-
tion d'holonomie.

Par ailleurs si {/, p) est une immersion isometrique έquivariante de
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(S,g) etsi (f"9p) est une immersion isometrique equivariante de (S9g")
suffisamment proche ayant la meme representation d'holonomie, alors
(/" > P) provient d'un plongement dans le voisinage tubulaire de (/, p).

En particulier, (/, p) provient d'un plongement dans le voisinage tubu-
laire de fB (S) et done d'un plongement dans un bout.

7.2. Preuve de la proposition 7.0. Montrons (i), soit done (fn) une suite
de plongements isometriques incompressibles de (S, gt ) dans une suite
convergeante de bouts geometriquement finis (Bn). On peut supposer
que (gt ) onverge. D'apres 4.1(iii) et le theoreme d'Ascoli, la suite (fn)

converge C° vers une application f^ de (S, gt ) dans B^. D'apres

4.1(iv) et le theoreme D de [7], la convergence est C°° ce qui montre la

proprete.
Montrons (ii), soit (ft) de (S, gt) dans un bout B un plongement

isometrique equivariant representant un element de WQ. D'apres 4.1(i),
ft(S) est a Γexterieur de la surface Sk a courbure constante k dans le
bout B.

En particulier, comme la projection sur un convexe est contractante, le
diametre de Sk est borne. Ceci montre que 7tk(ψ(WQ)) est inclus dans
Γensemble des surfaces a courbure constante k, dont le diametre est ma-
jore par la borne superieure du diametre des surfaces (S, gt). Or ce
dernier ensemble est compact.

7.3. Montrons que la proposition 7.0 entraϊne le theoreme. Nous savons
que dW0 = I(S9gx) U Ϊ(S, # 0 ) , oϋ 7(5, #0) est inclus dans I(S, g0). II
nous suffit de montrer que ψ(ϊ(S, g0)) intersecte φ(%?(M)). En effet,
si φ{{f, p)) = ψ{M, h) est un point d'intersection, soit iV le coeur de
Nielsen de (M, h).

La variete M\N est une union finie de bouts geomέtriquement
finis \jiBi. D'apres §3.3, (f,p) provient alors d'un plongement
incompressible de (S, g0) dans \Ji Bt. En particulier, (S, #0) se plonge
isometriquement dans (M, h) comme le bord d'un convexe homotopique-
ment equivalent a M.

Montrons done que ψ(ΐ(S, gQ)) et φ{^{M)) s'intersectent. Nous
savons que CPι(S) est homeomoφhe a R6*"6 x R 6^" 6, πk etant alors
donne par la projection sur le premier facteur. D'apres §2.2, H(M) est
une variete de dimension 6g - 6, et d'apres §3.2 Wo est de dimension
6g - 5 . Notre resultat decoule alors de §§6.2, 7.0, et du lemme suivant:

Lemma. Soit M une variete sans bord de dimension n, N une variete
a bord de dimension n + 1, telle que dN = N{U N2, oil N{ et N2 sont
deux variέtέs sans bord de dimension n . Considέrons pχ la projection de
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R"xRn

q o
FIGURE 5

Rn x Rn surle premier facteur, et soit φ une application continue de M
dans R " x R n , ψ une application continue de N dans Rn x Rn telles que

(i) pχ o φ est propre et de degre 1.
(ii) ψ est propre et p{ o ψ est inclus dans un compact K{.

(iii) ψ est un homέomorphisme de N2 dans {0} x Rn .

Alors ψ{N2) et φ(M) sΊntersectent.
Demonstration (voir Figure 5). La demonstration est elementaire et est

laissee au lecteur.
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