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Dédié a Jean-Louis Koszul et au regretté Yozo Matsushima

Introduction

Ce travail fait suite a deux travaux antérieurs consacrés respectivement
au probleme général d’existence de structures affines dans les groupes de
Lie nilpotents [4], et au probléme de relevement de structures affines dans
les extensions centrales des groupes de Lie nilpotents [5]. Sauf mention
expresse du contraire les structures affines dont il est question dans les
groupes de Lie sont supposées invariantes par les translations a gauche.

Le probleme central traité dans le preésent travail est le probleme d’ex-
tension des structures affines définies dans des sous-groupes de Lie con-
nexes maximaux des groupes de Lie nilpotents. Afin de motiver le lecteur,
voici une formulation plus explicite du probleme d’extension. On fixe
dans un groupe de Lie nilpotent G un sous-groupe de Lie connexe max-
imal G ; on suppose que G, est muni d’une structure affine déterminée
par une structure localement plate invariante a gauche (G, V). Existe-t-
il dans G une structure localement plate invariante a gauche (G, V) qui
induit dans G, la structure donnée (G, V) ? Cette question se trouve au
cceur du probleme d’existence de structures affines completes des groupes
de Lie nilpotents. En effet une structure affine compléte dans un groupe de
Lie nilpotent G est toujours compatible avec une suite de Jordan-Holder
de G ([1], [19], [20]).

Dans le présent travail on définit une classe particulariére de structures
affines dites homotopes a zéro. Cette propriété d’étre homotope a zéro est
une condition nécessaire a I’extension, mais elle n’est pas suffisante (voir
Exemple 4.2.E ;). On a centré I’analyse sur les structures affines normales
qui ont des propriétés topologiques dites %, . La découverte remarquable
et décisive est que ces propriétés &, permettent de voir que le probleme
d’extension de structure affine apparait comme I’équivalent géométrique
du probleme topologique d’Effacement a la Hochschild-Iwasawa-Koszul
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des classes de cohomologie des groupes a coefficients dans un module.
Cette propriété est clairment établie au §4.2.E (voir Théoreme 4.2.E | ).

Nous allons résumer le genre des résultats centraux qu’on obtient grace
aux propriétés &, . Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe. Soit
F(G) = {e} ¢ G, C --- C G, C --- C G une suite de Jordan-Holder
normal de type central. On considére un couple (G, G,) de groupes de
Lie nilpotents connexes. On suppose que G, est une extension centrale de
codimention 1 de G et on note n: G, — G la projection canonique; on
suppose enfin que G est une sous-groupe connexe maximal de G p €t que
F(G) C G|, est une suite de Jordan-Holder normale de G,. On munit
G, de la suite n_l(F(G)). On a alors

Théoreme. Les notations étant celles ci-dessus, le groupe de Lie G
possede une structure affine qui vérifie les conditions suivantes:

(a) elle induit dans chaque sous-groupe G, de F(G) une structure affine
compléte;

(b) pour chaque couple (G, G,,) comme ci-dessus il existe dans G, et
dans G, des structures affines qui vérifient la condition (a) pour F(Gg) et
F(G)) respectivement et telles que le diagramme

Gq

d
G — G,

soit un diagramme de structures affines;

(c) on peut choisir les structures affines de G, et de G, de (b) de sorte
qu’elles jouissent encore des propriétés (a) et (b).

Ce travail est divisé en six paragraphes; en voici une bréve analyse.

Le premier paragraphe est consacré aux rappels des notations qui sont
utilisées dans la suite. On y donne une formulation plus explicite des
problemes qui sont traités.

Le deuxiéme paragraphe est consacré pour ’essentiel a la description des
certains complexes de cochaines dont des classes de cohomologie jouent
des roles dans les problemes d’extension et de relevement de structures
affines.

Le troisieme paragraphe est consacré a la formulation topologique du
probleme d’extension et du probleme de relevement en terme de théorémes
de nullité de certaines classes de cohomologie des complexes décrits au
deuxieme paragraphe. Le Théoréeme 3.3.1 est donc en fait un théoréme
d’effacement a la Hochschild-Iwasawa-Koszul [21].
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Au quatriéme paragraphe on introduit les structures normales qui veri-
fient les propriétés .. Ces propri€tés ont une signification géométrique
qui est donnée sous la forme de commentaire. On y montre également
comment les propriétés %, permettent de rammener le probleme géomé-
trique d’extension de structures affines au probleme topologique d’efface-
ment des classes de cohomologie. Le résultat central de ce paragraphe est
le Théoreme 4.2.1 qui permet ultérieurement d’étendre les propriétés P
a certaines extensions et a certains relevements des structures afffines qui
vérifie F .

Le cinquiéme paragraphe est consacré pour ’essential a la démonstration
du théoreme d’existence des structures affines qui vérifient & . Le Théo-
reme 5.2.1 est pour ainsi dire la “Finale”.

Le sixieme paragraphe indique deux sorties intéressantes, I’'une vers les
variétés affines homogenes; la seconde vers la géométrie symplectique.

Le lecteur trouvera tout au long de ce travail de nombreux exemples qui
ont pour but soit d’illustrer les notions introduites, soit d’en légitimer la
nécessité.
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I. Structures affines et structures de variété localement plate

Sauf mention expresse du contraire les variétés différentiables qui sont
considérées dans ce travail sont connexes et paracompactes. Tous les ob-
jets géométriques définis dans les variétés différentiables sont supposés
différentiables; la classe de différentiablité est C™°.

1.1. Structure de variété localement plate. Soit M une variété différenti-
able de dimension m . Soit V la dérivation covariante d’une connexion
linéarie définie dans A . Soient % et % les tenseurs de courbure et de
torsion de V. Pour des champs de vecteurs X, Y et Z définis dans M
on a

RX,Y)Z=VNyZ -V, Z -V 42,
F(X,Y)=V,Y -V, X-[X,7Y].

Lorsque les tenseurs % et & sont identiquement nuls on dit que la con-
nexion V est localement plate.

Définition 1.1.1. Une structure de variété localement plate consiste en
un couple (M,V) ou M est une variété différentiable et V est une
connexion linéarie localement plate définie dans A .

Soit R"” I’espace numérique muni de sa structure de variété différentiable
naturelle. Soit I', le pseudo-groupe de Lie transitif dans R™ engendré par
les germes des transformations affines inversibles de R™ ([10], [22], [23]).

Définition 1.1.2. Une structure affine dans M consiste en la donnée
dans la structure différentiable de M d’un I'j-atlas Z = {(U;, ©,),,}-

Soit (M, V) une variété localement plate. Soit x € M ; notons U(x)
un voisinage ouvert de x qui est normal relativement a la connexion
linéaire V [11]. L’ouvert U(x) est I'image par I’application exponentielle
Expy d’un voisinage ouvert convexe de I'origine de 7, M ; soient y et y'
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des points dans U(x), il existe une unique géodésique de V d’extrémités
y et y' et toute entiere contenue dans U(x). L’atlas constitué des cartes
locales (U(x), (Expv)_l) est un I -atlas. Inversement supposons que
(M, %) soit une structure de variété affine, = (U_, ¢, )., €tant un

I -atlas. On associe alors a (M, %) la variété localement plate (M, V)
ou la connexion llinéaire V est définie dans les cartes (U, ¢,) par

0 .
VEF=O, l=1,"‘,n,
i
ou (x|, -+, x,) sontles coordonnées locales associées ala cart (U, , ¢,).

La connexion ainsi définie est visiblement localement plate. On obtient
ainsi le résultat bien connu (voir e.g. [9], [8]).

Proposition. Toute structure de variété localement plate (M , V) déter-
mine une et une seule structure affine (M , %) et réciproquement.

1.2. Structures affines des groupes de Lie. Les groupes de Lie qui sont
considérés sont réels. Soit G un groupe de Lie dont I’algébre de Lie des
champs de vecteurs invariants a gauche est notée & . Soit (G, V) une
structure de variété localement plate définie dans G . Pour tout o € G soit
L, la translation a gauche par I'¢lément o ; L est un diff€omorphisme de
la variété G . On dit que la structure localement plate (G, V) est invari-
ante a gauche si la connexion linéarie V est invariante par les translations
agauche L , a € G. Compte tenu de la proposition ci-dessus les L sont
des transformations affines de la structure affine associée a (M, V). Sup-
posons que (G, V) soit une structure localement plate invariante a gauche
dans le groupe de Lie G ; soient X et Y des champs de vecteurs invari-
ants a gauche, alors le champ de vecteurs VY est invariant a gauche. On
associe donc a (G, V) la représentation linéaire p: & — End[®] définie
par

p(X)Y =V,Y.

La platitude locale de (G, V) entraine que la représentation p jouit
des propriétés suivantes: Pour tout triplet (X, Y, Z) d’éléments de &
on a

(@) p(X)Y -p(Y)X =[X, Y],
() p(p(X)Y)Z = p(X)p(Y)Z = p(p(Y)X)Z — p(Y)p(X)Z .

Définition 1.2.1. Une structuree de Koszul-Vinberg dans un groupe de
Lie G consiste en la donnée dans I’algebre de Lie & d’une multiplication
(X,Y)— X-Y qui vérifie les deux conditions suivantes

(a) XY-YX=[X,Y],
(by XY)Z-X(YZ)=(YX)Z-Y(XZ).
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On voit qu’il y a correspondance bijective entre les structures locale-
ment plates invariantes a gauche dans G et les structures de Koszul-
Vinberg. Dans la suite on dira KV-structure de G au lieu de structure de
Koszul-Vinberg; ces structures se recontrent dans de nombreux problémes
de topologie et de géométrie ([7], [12], [6], [7], [8], [26], - ).

Définition 1.2.2. Une structure affine dans G est appelée structure
affine de groupe de Lie si elle est associée a une structure localement plate
invariante a gauche.

Compte tenu des correspondances décrites précédemment toute pro-
priété de structure localement place invariante a gauche a son analogue
dans la KV-structure associée. Une structure affine est dite complete
lorsqu’elle est associé€e & une structure localement plate (M, V) compléte;
ce qui signifie que les géodésiques de la connexion linéaire V sont définies
dans R tout entier. On a en particulier le résultat suivant:

Proposition 1.2.1. ([7], [8], [3]). Soit (G, V) une structure localement
plate invariante a gauche dans le groupe de Lie G ; soit (X, Y)— XY la
KV -structure obtenue en posant XY =V Y . Les assertions suivantes sont
équivalentes:

(1) La connexion linéaire V est complete,
(i) pour tout élément fixé Y, € & l'application linéaire X — XY+ X
est bijective;
(ii1) il existe une action affine simplement transitive du revétement uni-
versel G de G dans 'espace vectoriel & dont la différentielle en I'élément
neutre est I’lhomomorphisme X — (X, V )€ & x End(®).

Soit (G, V) une structure localement plate qui vérifie une des condi-
tions (i), (ii), (iii) de la Proposition 1.2.1; alors G est nécessairement un
groupe de Lie résoluble ([18], [3]).

Ce travail est consacré pour I’essentiel a I’étude de certaines structures
localement plates invariantes a gauche dans les groupes de Lie nilpotents.
Il revient au méme de se placer au niveau local, c’est-a-dire au niveau des
algebres de Lie nilpotentes.

1.3. Drapeau normal de type central d’une algebre de Lie nilpotente.
Nous allons mettre en évidence certaines propriétés des structures affines
des groupes de Lie nilpotents. La plupart de ces propriétés ne sont pas
nouvelles, méme si les démonstrations que j’en donne ici different assez
souvent de celle qui existent dans la littérature (voir e.g. [1], [19], [20]).

Dans tout ce qui suit G est un groupe de Lie nilpotent d’algeébre de
Lie & et V est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps R
des nombres réels. Soit (q, f) un homomorphisme continu de G dans le
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groupe affine V' x GL(V) de V. On désigne par V% le nilespace de la
représentation § et par V" le sous-ensemble de V' constitué des points
fixes de l’action affine de G dans V' déterminée par (q, f).

Proposition 1.3.1. Soit (q, f) une loi d’opération affine de G dans V .
Si le nilespace VO est réduit au sous-espace nul, alors il existe un point
veV".

Preuve (voir Bourbaki, groupe et algebre de Lie ch. 3 or 4). On fait
opérer G dans W =V x R en posant

g (v,t)=(f(g)v—1ta(g), ).

La projection (v, t) — ¢t est un G-homomorphisme surjectif; R étant
considéré comme G-module trivial. Puisque G est nilpotent w0 se pro-
jette sur RO=R. Si ¥’ = {0} alors WP est une droite engendré par
un élément (v,, 1) avec v, # 0. On a donc (f(g)v, —q(g), 1) = (v,, 1)
quel que soit g € G; cela montre que le f-cocycle g est cohomologue a
zéro et I'élément —v, € V™.

La proposition a comme conséquence le corolaire suivant.

Théoreme 1.3.1 ([1], [19], [20]). Soit (q, f) comme dans la Proposition
1.2.2; si (q, f) détermine une loi d’opération affine transitive de G dans
V,alors VO =V .

Démonstration. Puisque (q, f) est transitive, la Proposition 1.2.2 en-
traine que o # (0). Par ailleurs ce sous-espace V0 est stable par la
représentation linéaire f de G dans V. Le couple (q, f) détermine donc
une représentation affine (§,f) de G dans V/ VO cette représentation
détermine une loi d’opération transitive de G dans V// o, si p° #V
la Proposition 1.2.2 assure que (V/ VO)0 # (0). Comme G est nilpotent
ona n(V% = (V/V°°, ce qui contredit le fait que (V/V°)° # (0). Le
Théoreme 1.2.3 est démontré.

Le classique Théoreme 1.2.3 dit donc que chaque fois qu’un groupe de
Lie nilpotent G opére affinement et transitivement dans V', il existe dans
V' un drapeau qui est stable par la partie linéaire de la représentation affine
G — Aff(V'). Voila pourquoi au numéro 1.3 ci-dessous on s’intéressera aux
drapeaux dans les algebres de Lie nilpotents.

Le Théoreme 1.2.3 permet en fait de caractériser les lois d’opérations
affine transitives des groupes de Lie nilpotents (voir e.g. [1]) comme le
prouve le théoréme suivant.

Théoreme 1.3.2 (théoreme de transitivité). Soit (q, f) une loi d’opéra-
tion affine d’un groupe de Lie nilpotent G dans un V. Alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes:
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(a,) (aq,f) est transitive.
(a,) VO =V et il existe dans V un v dont Uorbite est ouverte.

Démonstration. Le fait que (a, )= (a,) résulte du Théoréeme 1.2.3.
Pour montrer que (a, ) = (a, ) on procéde par récurrence sur la dimension
de V. Si dimV =1, alors G opere par translation dans V. L’existence
d’un v € V' dont l'orbite est ouverte entraine que (q, f) = (q, Id,) in-
duit un homomorphisme continu non constant g de I’abélianisé G/[G, G]
dans V' ; une telle application est nécessairement surjective.

Supposons maintenant que le Théoreme 1.2.4 soit vrai en dimensions
< n etsoit V' un espace vectoriel de dimension » + 1. Considérons une
loi d’opération affine (q, f) d’un groupe de Lie nilpotent G dans V' qui
vérifie (a, ). Il existe alors dans V' une droite vectorielle A qui est stable
par la représentation lin€aire f point par point. Soit G, = q_l(A), c’est
un sous-groupe de Lie de G et la restriction a2 A de (q, f)] G, est transitive.

Notons (g, f) la représentation affine de G dans V/A héritée de (q, f)
par passage au quotient. Puisque la projection canonique ¥V 5 V/A est
ouverte, (g, f) vérifie (a , ). L’hypothése de récurrence assure que (g, f)
est transitive. Ainsi quels que soient v et v’ dans V il existe g € G tel
que 7(v') =§(g)n(v)+d(g) . Autrement dit il existe (g, 0) € GxA tel que
v’ =f(g)v+q(g)+d . Soit G, le sous-groupe stabilisateur de v, I'inclusion
A C V montre que G, ne dépend que de n(v) € V/A. Puisque 7n: V —
V/A estun G-homomorphisme la transitivité de (§, f) implique que toute
classe = m(v) posséde un représentant dans I’orbite de I’origine G(0)
0 €V, et puisque dim G, ne dépend que de n(v) on voit que dimG,
¢'®, v € V. Lexistence d’un point a orbite ouverte pour (q, f) entraine
que (q, f) est transitive, cela termine la démonstration du Théoréme 1.2.4.

Commentaire. Le lecteur trouvera dans [1] une démonstration d’un
énoncé analogue a celui du Théoreme 1.2.4. Dans [1] on suppose que
l’action affine associée a (q, f) est localement libre en ’origine (hypothése
non nécessaire ici). Ce qui est frustrant dans la démonstration de [1] est
qu’on y applique un théoréme d’existence de sous-groupe a un parameétre
de translations non triviales. On sait qu’un tel sous-groupe n’existe pas
toujours. Voici une famille de lois d’opération affine sans sous-groupe a
un parametre de translations non triviales.

On munit R* de la loi crochet suivante

Il

’

X, X1=[(x,y,z,0), .y, 2, )]
=(yz'—y'z+tz'—t'z, 0, ty'——t'y, 0).
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A tout (u,v) € R* on associe I'application (q,f,) de R* dans (]R4 X

End(]R“)) définie par q = ids, et

uv

fuv(x’y,Z’l).(xl’yl’zl’t/)
/ ! / ! l ! / / /
=(yz +tz —utt ,zz +tx +tx—vtt, -yt —tt,0).

Le couple (g, f,,) est un homomorphisme d’algebre de Lie. Soit G le
groupe de Lie connexe et simplement connexe dont ’algebre de Lie est
R* muni du crochet défini ci-dessus. Il existe un homomorphisme con-
tinu (q,f,,) de G dans le groupe R* x GL(R*) dont la différentielle
en I’élément neutre est (idgs, f,,). En vertu du Théoreme 1.2.4 (q, f)
détermine une action transitive de G dans R*. On observe que f,,
étant injective il n’existe pas de sous-groupe a un paramétre de transla-
tions non triviales. C’est D. Fried qui le premier a construit un exemple
d’action transitive sans sous-groupe a un paramétre de translations non
triviales (voir aussi [8]). La famille (idg., f,,) montre aussi qu’en général
le drapeau dont I’existence est assurée par le Théoréme 1.2.3 n’est pas un
drapeau d’idéaux. C’est entre autres en raison de ces remarques qu’on va
s’intéresser a des drapeaux particuliers dans les algebres de Lie nilpotentes.

Soit & une algebre de Lie nilpotente. Soit (C,(®)), la suite centrale
descendante de & ; cette suite est définie par récurrence de la facon suiv-
ante: Cy(8) =06, C,,(8)=[6, C,(8)]. Les sous-espaces C,(®) sont
des idéaux caractéristiques de ’algebre de Lie &. On a évidemment les
relations d’inclusion

Ci(®) C C(®).

Soit F(®) un drapeau défini dans ’espace vectoriel &; on a
F@)=0Cc®,Cc---Cc®,C-CO,

ou &, est un sous-espace vectoriel de dimension k de &.

Définition 1.3.1. Le drapeau F(®) est dit normal lorsque les sous-
espaces vectoriels &, sont les idéaux de I'algebre de Lie &.

Tout algebre de Lie nilpotente & posseéde un drapeau normal; de plus
tout idéal $H d’une algebre de Lie nilpotente & coincide avec un sous-
espace d’un drapeau normal de & .

Définition 1.3.2. Un drapeau normal F(®) est dit de type central
lorsque F(®) est plus fin que la suite centrale descendante (C,(®)), .

Si F(8)=0Cc &, C---C®, C--- est normal de type central alors
chacun des idéaux C, (&) coincide avec un des idéaux de la filtration
F(®). En vertu de la Proposition 1.2.1 chaque KV-structure compléte
définie dans un groupe de Lie nilpotent G préserve un drapeau F(®)
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défini dans son algebre de Lie & . En général le drapeau ainsi obtenu n’est
pas normal.

Exemple 1.3.1. Soit & l’algebre de Lie de dimension 4 définie ci-dessus
et dont le crochet est défini en les coordonnées notées (z, x, y, t) par la
formule suivante

iz, x,y,0,, x, ¥, Ol=x+0)y —=(x"+)y,0,tx' —=i'x, 0).

On définit dans & comme décrit plus haut la KV-structure associée a la
représentation qui associe a (z, x, ¥, y) la matrice carrée

0 0 x+1¢ —t

t z—1
Pz, x,y, 0= |4 4 )6 Cx—1

00 0 0

On a visiblement
p(z,x,y,9)- (2 x Y ) = p(z' X'y ) (2, x,000)
=[(z,x,p,0, (2, x", ¥, )]
L’idéal dérivé [, &] est I'algebre de Heisenberg de dimension 3 et & est

extension de Re, par $); associée a la dérivation de $), dont la matrice
dans la base (¢, e,, ;) est

0 01
V=10 0 0].
010

A est nilpotent; ce qui assure que & est nilpotente. On vérifie aisément
que la KV-structure associée a p vérifie la condition (ii) de la Proposition
1.2.1. En fait si on fixe (z', x",y’, ) I'unique solution du systempe

suivant , P
z4+xy +ty —tf =0,

x+yy' +tZ +fz—t' =0,

y—t'x—-t'=0,

t=0
est (z,x,y,t) =(0,0,0,0). Soit F(&) le drapeau engendré par la
suite (e,, e, €5, €,); ce drapeau est préservé par p; en fait la matrice de
p dans la base (e,, ¢, e;, ¢,) devient

0 ¢ y z—t

N 0 0 x+t¢ —t
PX,z, v, 0)=10 0 0 —x—1

0 0 O 0
Cependant le drapeau F(®) n’est pas normal.
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1.4. Quelques propriétés des KV-structures normales completes. Nous
fixons un groupe de Lie nilpotent G' dont lalgebre de Lie est &. On
suppose que G est muni d’une structure localement plate invariante 2
gauche (G, V). Soit (6, p) la KV-structure déterminée par (G, V). Si
(G, V) st normale et compléte alors (&, p) préserve un drapeau F (&) =
® C---C® C- C& dont chaque sous-espace vectoriel &, est un
idéal de dimension k de ®&. Nous supposerons par commodité que &
est connexe et simplement connexe. Il existe un homomorphisme continu
(q, f) de G dans & x GL(®) dont la différentielle en ’élément neutre est
(idg, p). En vertu du Théoreme 1.2.3 la complétude de (G, V) assure
que le sous-groupe f(G) de GL(&) est unipotent; cela veut dire que les
éléments de f(G) sont des matrices unitriangulaires

1 *
0 1
Pour chaque k € N, soit G, le sous-groupe de Lie connexe associ€ a
I'idéal &, du drapeau &, C --- C &, C --- C ®. Chaque sous-groupe
G, hérite d’'une KV-structure complete; de sorte que les fleches de la suite
exacte suivante
1-G6,-G6G-G/G, -1
sont des applications “affines”. On a en particulier les deux cas extrémes
suivants:
1-G6G,-G6G—-G/G, =1,
1-G,_ ,—-G—-G/G,_, -1,
ou n=dimG. Chacun des groupes G, et G/G,_, est isomorphe soit a
R,soita S ! ; chacun de ces groupes a une unique structure compléte qui est
sa structure triviale. Le Théoréme 1.2.3 assure que toute structure normale
compléte dans G est obtenue a partir d’une structure analogue définie soit
dans G,_, soit dans G/G,; on obtient donc la structure de G soit par
relévement d’une structure dans G/G, soit par extension d’une structure
dans G,_,. Cela explicite et légitime I'attention portée aux structures
compleétes normales ainsi qu’aux problemes d’extension et de relevement
de ces structures. Le probleme de relevement a fait ’objet de [4]. Ce
probléme réapparaitra de temps en temps dans le présent travail.

Considérons une structure localement plate invariant a gauche (G, V)
définie dans un groupe de Lie quelconque G. La condition nécessaire et
suffisante a I’extension de (G, V) est la nullité de certaines classes de co-
homologie. Le §II est consacré a la description des espaces de cohomologie
ol habitent les obstructions dont on vient de parler.
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I1. Certains espaces de cohomologie attachés aux KV-structures

Soit & une algebre de Lie munie d’une KV-structure. Soit ’espace
vectoriel dual de ’espace vectoriel sous-jacent a & . Conformément aux
notations antérieures on désigne par p(X) la multiplication & gauche par
X € &. Soit p* la représentation duale de p. On identifiera le produit
tensoriel /\[ ®" ® & avec I’espace des applications /-linéaire alternées de
® dans & . La représentation linéaire duale p* est définie en posant pour
tout (X, 0) € ® x &": p*(X)0 = —6 o p(X). Le produit tensoriel p ® p*
définit une représentation linéaire de ® dans End(®) qui sera notée p.
Soit (X, A) € 8 x End(®) on vérifie aisément la relation

PX) A= (p®p )(X)4 =[p(X), A

2.1. Complexe de Chevalley-Eilenberg. Dans la suite interviennent des
espaces de cohomologie des complexes de Chevalley-Eilenberg attachés aux
représentations linéaires p, p* et p respectivement. D’une fagon génér-
ale soit & une algébre de Lie et soit r une représentation linéaire de &
dans un espace vectoriel V. On associe a r le complexe de cochaines
C.(®, V) dont ’espace des p-cochaines, Cf (&, V) est le produit ten-
soriel A\’ 8" ® V' et dont 'opérateur différentiel est I’application d, de
C?(8, V) dans C’*'(&, V) quiassocié¢ a f € C’(&, V) I'élément d, f
défini par la formule suivante:

A N)Xgs > X)) = S (=D'r(X)f(Xy, - Xy, X))
i=0
+Z(—1)i+jf([Xi’Xj]’X L ’XXIX)

! p
i<j

Le symbole X signifie 'omission de ’argument X ;- On avisiblement d, o
d, = 0. L’espace des p-cocycles est le noyau ZP(®, V) de d.: Cf(ejf, V)
- C? *1(®, V) et lespace de p-cobords est 'image B’(&, V) de d,:
s, v) - C’(®, V). Les cobords df € B’('gG, V) sont des co-
cycles exacts; on dira qu'une (p — 1)-cochaine f est une primitive du
p-cocycle exact u € Z°(&, V) si d f = u. On a la relation d’inclusion
B’ (&,V)C ZP(®,V). Le p'*™ espace de cohomologie de & a coefficients
dans V est ’espace vectoriel quotient H? (&, V) = Z?(&, V)/B? (&, V).
Lorsqu’il y aura plusieurs représentations linéaires de la méme algebre de
Lie on évitera les confusions en indexant les espaces de cohomologie par
les représentations qui les définissent. On fera deux exceptions a cete
convention. (i) Lorsque V est le corps des nombres réels et que r est
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la représentation triviale, ’espace de cohomologie sera noté H' (&, R);
c’est 'algebre de cohomologie scolaire de [9]. (ii) Si V' = & et si r est
la représentation adjointe r(X)- Y = [X, Y], l’espace de cohomologie
sera noté H" (%, &) au lieu de H,;,(&, ®). Si r est une représentation
linéaire de & dans lui-méme autre que la représentation adjointe on notera
H (®,8), H (&, ®") et H (6, End(®)) les espaces de cohomologie des
complexes de Chevalley-Eilenberg attachés a r, r* et 7 respectivement.

2.2. Complexe de Koszul-Spencer ([10], [23]). Soient V' et W des
espaces vectoriels de dimension finie sur un corps commutatif de car-
actéristique nulle. Pour tout p € N on désigne par S’V" le sous-espace
homogene de degré p de I'algebre symétrique de V™. Soit & un sous-
espace vectoriel de V" ® W ; on définit par récurrence sur p € N le
prolongement d’ordre p de & en posant:

=6, o&=vesns'Vew
L’espace vectoriel & *!1 est donc un sous-espace des applications linéaires
de V dans &’ . Soit v € V', on associe 2 v I’application évaluation:
e,: &t - @’

Le complexe de Koszul-Spencer de & est le complexe bigradué par les
sous-espaces vectoriels KS”'¢ définis de la fagon suivante:

KS" 9 (®) =0 sip<Oetg<—1,

p
KSp’q(Qj):AV*@W sip>0etg=-1,

p
K @)= A\V'ee’ sip>0etg>0.

L’opérateur différentiel 8: KS”?*'(®) — KS’*''9(®) est défini par la
formule suivante: soit f dans KS”'?"'(®) et soit (v, ,v,,,) dans
ANV, ona

p+1

af(vl s T Up+1) = Z(—l)levif(vl s T {)i’ R vp+1)'
i=1
On vérifie directement que 8> = 0. On note H” 9(®) I’espace de coho-
mologie en KS”'9(®) de la suite suivante
%k (@) L KS(8) 2 KS T (@) 2.

Pour chaque couple (p, g) € N x N la suite ci-dessus est bornée a droite
par le terme A”7Y"'V* @ W. On va voir que le complexe de Koszul-
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Spencer permet d’établir un lien entre les divers espaces de cohomologie
associé a une KV-structure.

Soit & une algébre de Lie munie d’une KV-structure (&, p). Pour
chaque ¢ € N on va pour &*? = $/*'®*. On munira chaque &* de
la structure de ®-module définie par la puissance tensorielle ®7 p* de
p* . On peut associer a chaque g € N le complexe de Chevalley-Eilenberg
C*(®, ™). L’espace des p-cochaines de C*(&, 8™) est A’ 6" @ 8™,
qui n’est pas autre chose que I’espace des (p, g)-cochaines du complexe de
Koszul-Spencer KS(#*). On a donc pour chaque couple (p, qg) € Nx N
le carré (non commutatif!) suivant:

e, 6"y 2 (s, 8%

4| 4

cr(e, ") 2 (e, G)
Ce carré est commutatif au signe pres; cela veut dire que pour f dans
c" (e, """ ona:

d,(0f)=¢,,0d,/

ou ¢, = x1 dépend des parités de p et de g. D’une fagon générale
si on note & l'opérateur differentiel du complexe scalaire C*(&, R) le
diagramme des complexes ci-dessous commute au signé pres:

Cp—l(ﬁ, ®*q+l) 7] Cp(ﬁ, QSmq) J /\p+q @* —_—0
4, d, s
cre, ey 2, e, 8%) 2 ... A8 — 0

Dans ce diagramme les suites horizontales sont les suites de Koszul-Spencer,
les suites verticales sont les suites de Chevalley-Eilenberg associées aux
puissances tensorielles de p*; la suite verticale bordante a droite est le
complexe des cochaines scalaires de I’algebre de Lie & [14]. Par un argu-
ment classique on montre que le complexe KV(&") est acyclique ([10],
[23]); I'opérateur différentiel & induit une application linéaire 0" de
H)(®,®") dans H’ *!(®, R). On sait que le probleme de relevement
de (8, p) dans des extensions centrales de codimension 1 de 'algebre
de Lie & se ramene a I’étude de I’application linéaire o'  H I(QS, &) —
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H 2(@5 , R) [5]. Une KV-structure (&, p) ala propriété de relevement si et
seulement si 0'H /:((’5 , 8 ) =H 2(05, R). Quant au probleme d’extension
il se traduit de facon naturelle en terme de relation entre H™ (&, &) et
H}(®, End(®)), d’une part et entre H;(QS, End(8)) et H (8, 8) d’autre
part. Soit en fait (&, p) une KV-structure; nous allons interpréter p
comme un B-homomorphisme de la représentation adjointe dans la repré-
sentation linéaire p;i.e., on a pour (X, Y) dans & x &

plad, Y) = p(X) p(Y).
L’homomorphisme p induit un homomorphisme du complexe des co-
chaines (C’(8, 8)), dans le complexe des cochaines (C/’)’(QS , End(®))),, -
On note alors p”: H"(6, ®) — H; (&, End(8)) I'application linéaire
dérivée de p. Le probleme d’extension de p se raméne a I’étude de
I'application linéaire p': H'(8, ®) — H,(®, End(8)) ([4], [5]). La suite

est consacrée a I’étude de cette application pl .

2.3. Effacement des classes de cohomologie. L’objectif de ce numéro
2.3 est d’introduire la notion d’effacement des classes de cohomologie des
groupes a coefficients dans des modules.

Soit G un groupe abstrait; soit V' un espace vectoriel sur un corps
commutatif de caractéristique nulle. On suppose que V' est équipé d’une
structure de G-module et on désigne par C’(G, V') I’espace vectoriel des
p-cochaines a coefficients dans V. Soit d I’opérateur différentiel qui en-
voie C*(G, V) dans C”*!(G, V) suivant la formule suivante

14 .
df(g()’ Tt gp)zgo'f(g]’ MR gp)-Z(—l)lf(’ s 8i8ivy T s gp)

i=0
+ (=" f gy s 8y)-

On désigne par H” (G, V') I’espace de cohomologie en C”(G, V) du com-
plexe ainsi défini.

Soit W un autre G-module; un application linéaire ¢ de V dans W
est un G-homomorphisme si ¢ est G-équivariant (on dit aussi que ¢
est un invariant du G-module Hom(V', W)). Tout G-homomorphisme
¢ de V dans W induit un homomorphisme du complexe C*(G, V)
dans le complexe C*(G, W) dont ’homomorphisme dérivé est noté ¢* :
H*(G,V)— H (G, W), ¢" est une application linéaire de degré zéro.

Definition. Soit G un groupe abstrait; une classe de cohomologie [£]
de G a coefficients dans un G-module V est dite effagable s’il existe un
G-module W et un G-homomorphisme injectif ¢ de V' dans W tel que
p’[0]1=0.
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Nous ferons plus loin usage d’une variante du théoréme suivant.

Théoreme (d’effacement) 2.3.1 (Hochschild-Iwasawa). Si G est un
groupe résoluble alors toute classe de cohomologie de G a coefficients dans
un G-module est effacable.

Soit G un groupe de Lie, supposons que V' soit un G-module con-
tinu, cela veut dire que la structure de G-module est définie par un ho-
momorphisme continu ® de G dans GL(V). On désigne alors par
QF(G, V) TIespace des p-formes équivariantes définies dans G & valeurs
dans V. En fait I’'action de G dans lui-méme par les translations a
gauche se releve en une action de G dans A" 7G ou A’ TG est le fibré
des tenseurs antisymétriques de type (p, 0) (i.e., p fois covariant). On
considere le fibré vectoriel trivial G x V' de base G. Puisque V est
un G-module, les translations a gauche induisent une action de G dans
G x V' ; alors QZ(G , V) n’est pas autre chose que ’ensemble des applica-
tions linéaires G-équivariantes de A” T,G dansla fibre {g}xV de GxV .
Soit & lalgebre de Lie de G, un élément a € Q' (G, V) est déterminé
par la donnée de a|,,, et réciproquement; autrement dit Q#(G, V) est
déterminé par Q'(G, V).

Soit ¢ la différentielle en I’élément neutre e € G de ©; alors Q#(G, V)
est cohomologiquement équivalent au complexe de Chevalley-Eilenberg
C;(Qﬁ , V). L’application de la notion d’effacement rappelée ci-dessus se
fera pour les classes de complexe analogue a Q#(G, V). Une utilisation
efficace des outils de ce §II nécessite des présentations particulieres des
groupes de Lie nilpotents. Le §III est consacré a ces présentations.

III. Présentations des algebres de Lie nilpotentes et probleme d’extension

3.1. Présentation des algebres de Lie nilpotentes. Soit & une algebre de
Lie nilpotente de dimension n+1, n > 0. On va rappeler les présentations
de & qui sont utilisées dans la suite (voir aussi [5]). Soit &, une sous-
algébre de Lie de dimension » dans ®&. On identifie & avec le produit
d’espace vectoriels &, x R. La structure de crochet de & est alors définie
par la donnée d’une dérivation nilpotente D de &, telle que pour tout
(X, x),(Y,y)) dans (&, xR)x (g, xR)~&x& ona

(r,) (X, x), (Y, y)]=(X,Y]+D(xY -yX),0).
Dans la suite on écrira & = (&, D) pour signifier que I’espace vectoriel

& est le produit &, x R et que le crochet de & est donné par la formule

(ry)-
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Considérons maintenant un idéal de dimension 1 dans & et notons
2A l'algebre de Lie quotient de & par cet idéal. L’espace vectoriel &
s’identifie canoniquement avec 1’espace produit R x 2. La loi de cro-
chet dans & est déterminée par la donnée d’un 2-cocycle scalaire Q €
Zz(Ql, R); le crochet dans & ~ R x A est alors donnée par la formule
suivante

(ry) [(x, X): (v, )] = (QX, Y), [X, Y]).

On écrira ® = (Q, A) pour signifier que le crochet dans & est déterminé
par le cocycle Q suivant la formule (r, ).

Soit & une algébre de Lie nilpotente de dimension n+2, n > 0. Il
existe un triplet (2, A, D) formé d’une algebre de Lie nilpotente A de
dimension 7, d’un 2-cocycle scalaire Q € Z 2(Ql, R) et d’une dérivation
nilpotente D de I’algebre de Lie 2, ces données étant liées par les condi-
tions suivantes:

(i) La 2-cocycle DQ(X,Y) = -Q(DX,Y)—-Q(X, DY) est cohomo-
logue a zéro; autrement dit il existe une l-cochaine scalaire « telle que
DQ =da.

(i1) Conformément aux présentations (r | ) et (r, ) il existe une injection
canonique de (£2, %) dans & et une projection canonique de & dans
(A, D) qui rendent commutatif le diagramme suivant:

Q%) —s &

rs) ! |

A —— (A, D)

Remarque 3.1.1. Les données étant celles ci-dessus, les assertions suiv-
antes sont équivalentes (1) DQ ~ 0 (cohomologue a zéro), (ii) il existe un
2-cocycle scalaire Q € Zz((Ql, D), R) tel que Q = QLA ; (111) 1l existe une
dérivation nilpotente D de (Q, 2) telle que & = ((Q, ), D). Le plus
souvent on €crira A, pour (2, A) et A, pour (A, D). La présentation
6 = (Q, A, D) signifiera que l'algebre de Lie & est déterminée par le
triplet (Q, A, D) suivant le diagramme (r ).

Remarque 3.1.2. Les présentations (A, D) et (Q, A) peut étre rem-
placées par (2, D') et (@', A) respectivement si [Q] = [Q] € H* (A, R)
etsi [D]=[D'] € H' (&, ®). Autrement dit si [D] = [D] et [Q] = [Q]
les algebres de Lie 2, et 2, (resp. A, et A, ) sont canoniquement
isomorphes; cette observation sera utilisée implicitement dans la suite.

3.2. Probleme d’extension des KV-structures. Soit & une algebre de
Lie (nilpotente ou non) de dimension # munie d’'une KV-structure (&, p).
Soit D une dérivation de ’algébre de Lie &.
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Conformément aux notations du numéro 3.1 soit &, Ialgebre de Lie
de dimension n + 1 déterminée par le couple (&, D).

Probleme d’extension. Existe-t-il dans &, une KV-structure (&, p))
telle que "lhomomorphisme inclusion & — &, soit un homomorphisme
de KV-structure ?

Lorsqu’il existe une KV-structure (&,,, p,,) satisfaisant a la condition
requise on dit que (&, p) a la propri¢te de D-extension.

Exemple 3.2.1. Soit & une algebre de Lie commutative de dimension
n, munie de sa KV-structure triviale (&, g); i.e., d(X)-Y = 0. Quelle
que soit la dérivation D de & (&, o) a la propriété de D-extension; il
suffit pour cela de définir (&, 0,,) en posant

o,(X, x)-(Y,y)=(xDY,0).

Example 3.2.2. Soit §, lalgtbre de Heisenberg. On fixe une base
(e,,e,,e;) de 9, telle que [e,,e;] = ¢ ,[e,,e,] =[¢,,e;] =0. On
munit $, de la KV-structure:

P(X), Xy, X3) (V15 ¥y, ¥3) = (X,05, 0, 0).
Soit D la dérivation de ), définie par:

D(x,, x,, X3) = (X, + X5, X5, 0).

La KV-structure ci-dessus n’a pas la propriété de D-extension.

3.3. Obstructions a ’extension d’une KV-structure. Soit (&, p) une
KV-structure définie dans une algébre de Lie quelconque & . L’obstruction
a Pextension de (&, p) dans une extension &, est une séquence de
classes de cohomologie (non indépendantes) définies dans H ; (&, End(®))

et dans H ;(QS, ®) respectivement. Soit H l(@, ®) lalgebre de Lie des
dérivations extérieures de I’algébre de Lie &. On a déja observé que p
induit une application linéaire p' de H'(®, ®) dans H,(®, End(®)).
Notons Der(®) Palgébre de Lie de toutes les dérivations de I’algebre de
Lie &. On a le lemme suivant.

Lemma 3.3.1. Soit D € Der(®), pour que p ait la propriété de D-
extension il faut que la classe p'[D] € H;(Qj, End(®)) soit nulle.

Preuve. Supposons qu’il existe une D-extension (&, p,) de (&, p).
On identifie &, avec le produit ® x R, de sorte qu I'on a pour tout X
dans & [(0,1),(X,0)]=(DX,0). Soient X et Y dans &, ona

Pp(0, 1)py(X, 0)- (Y, 0) = p(p,(0, 1) (X, 0))(Y, 0)
= p(X)pp(0, 1)(Y, 0) — p(py(X, 0)- (0, 1)Y.
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Ce qui donne la condition suivante:
[pp(0, g, p(X)]= p(DX).

Cela prouve que la classe de cohomologie pl[D] est nulle. Lorsque la
premiére obstruction pl[D] est nulle la seconde habite I’espace de coho-
mologie H;(Q’i, &).

Lemma 3.3.2. Les notations étant celles qui précedent on suppose que
p'([D]) = 0. Soit —A € End(®) une primitive de pl(D), Le, [4, p(X)] =
p(DX), X € ®; alorsona d,(4> + D* — 24D) = 0.

Preuve. 11 s’agit de vérifier que pour tout couple (X, Y) d’éléments de
® ona

0= p(X) (4> +D* —24D)- Y — p(Y)(4* + D* - 24D) - X
—(4°+D* - ZA4D)[X, Y].

Cela découle immédiatement des relations [4, p(X)] = p(DX) et
D[X,Y]=[DX,Y]+[X, DY].

En combinant le Lemma 3.3.1 et le Lemma 3.3.2 on a la condition
nécessaire et suffisante pour la D-extension de (&, p) dans &,. Nous
pouvons enoncer ces conditions sous la forme suivante:

Théoreme 3.3.1 [3]. Soit (&, p) une KV-structure. Pour toute dériva-
tion D € Der(®) les assertions suivante sont équivalentes.

(i) 1l existe une D-extension (&, p;,) de p dans ®,.

(ii) 11 existe un couple (A, , Uj) € End(®) x & qui vérifie les conditions
suivantes: (a) [4, p(X)] = p(DX), X € &; (b) (A2 +D* - 24AD)X =
pX)U,, Xe6&.

Lorsqu’il existe un couple (A4, U,) satisfaisant la condition (ii) du
Théoréme 3.3.1 la D-extension p,, associée a (4,, Up,) est définie par la
formule suivante: soient (X, x) et (Y, y) des €élémentsde & xR~ &,
on pose

Pp(X, x)-(Y,y)=((p(X) +x4p)Y +y((4p — D)X + xU)), 0).

Dans [4] on a montré que les KV-structures normales des groupes nilpo-
tents ont la propriété de relevement dans des extensions centrales de codi-
mension 1. Dans ce travail on va décrire et établir I’existence d’une
classe de KV-structures normales qui possédent d’excellentes propriétés
d’extension.

Disons quelques mots pour terminer ce numéro du probleme de releve-
ment des structures affines. Soit G un groupe de Lie quelconque muni
d’une structure affine (G, V). Soit I' x G une extension centrale de G
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par un groupe de Lie I' de dimension 1. Le probleme de relevement
consiste comme déja vu a la recherche dans I" x G d’une structure affine
qui rend affine ’homomorphisme canonique de I'x G sur G. On observe
que si (G, V) est compléete alors tout relevement de (G, V) dans I'x G
qui induit la structure affine triviale de I" sera aussi complete.

Si & est ’algebre de Lie de G, I'algebre de Lie de I' x G est déterminée
par un cocycle scalaire Q € Z 2(G, R). Autrement dit ’algébre de Lie de
I' x G a une présentation (r,). Soit (&, p) la KV-structure associée
a (G, V) et soit 8' 'homomorphisme de H;(Qj, ®*) dans H*(G, R)
décrit au §2.2 ci-dessus. Soit H; I’espace quotient de HZ(G, R) par
81(H;(®, ®")) ; désignons par [Q]p I'image de la classe [Q] € H?'(G, R)
dans H; ; on a alors

Théoreme 3.3.2 ( Théoreme de relevement). Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(a) [Q],=0,

(a,) (G, V) ala propriété de relevement dans T' x G .

Démonstration. Supposons que I’on ait [Q] ) = 0; il existe alors un

cocycle ® € Z ;(Qﬁ, ®*) qui vérifie la condition suivante d® = Q; en
d’autres termes si on pose ®(X,Y) = (®(X),Y) onapour X,Y,Z
dans &
PX,Y)-D(Y,X)=QX,7Y),
OX, p(Y)Z)-D(Y, p(X)Z)-®([X, Y], Z) =0.
On munit alors R x & de la multiplication suivante
X-Y=(x,X)(,Y)=(DX,Y), p(X)Y).

On pose p,(x, X)-(y,Y) = (x,X) (¥, Y); le couple (R x &, pg)
détermine dans I' x G une structure affine ayant les propriétés requises.
On a donc (a)) = (a,).

Supposons maintenant qu’il existe dans R x & une KV-structure (R x
®, p') qui induit la structure triviale dans R x {0} et set projette en
(&, p). Il existe alors une forme bilinéaire ® définie dans & telle que
I’on ait

P, X)(y, Y) = (®(X, Y), p(X)Y).
Notons encore ® I’application X — ¢(X, —) de & dans . On a
0D =Q et dp(D = 0. Cela prove que (a,) = (a,).

3.4. KV-structures homotopies a zéro. Soit (&, p) une KV-structure;
soit Z(®) une sous-algebre de Lie de algebre de Lie des dérivations de
6.
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Définition 3.4.1. On dira que la KV-structure (&, p) est Z(®)-homo-
tope a zéro (p ~g@) 9) si 'image de & (®) par p1 est le sous-espace nul
dans H,(®, End(®)).

Exemple 3.4.1. La KV-structure triviale de toute algebre de Lie com-
mutative & est Der(®)-homotope a zéro.

3.4.2. Soit £, lalgebre de Heisenberg de dimension 3. Soit (e, e, e)
une basse de 9, telle que [e,, e;] =e¢,, [e,,¢,]=0, [¢,e]=0. Soit
p la KV-structure de ), définie par la formule suivante:

p(xl » X x3)(y1 » Voo y3) = %(xz)’3 - x3y2) ,0,0).

Soit 9;) (9,) le sous-espace de End(f);) constitué des éléments dont les
matrices dans la base (e, e,, €;) sont de la forme:

0 aj a13}
5

D=0 0 a,y

0 0 O

SD(;(.F) ;) est une sous-algebre de Lie de Der($),). La KV-structure définite
ci-dessus est 532 (9,)-homotope a zéro. En effet soit D un élément de
33?;(.63); on associe a D I'’endomorphisme A4, dont la matrice dans la

base (¢,,e,, e;) est
0 uy, up;
Ap,=10 0 ay].

0 0 O
Ona [4,, p(X)] = p(DX) pour tout X dans §,.
Remarque 3.4.1. On sait que p induit un homomorphisme du com-
plexe

~C'®,8)—C"(®,8)—
dans le complexe
— C"(®, End(8)) — Cr*(®, End(®)) — .

Dire que p est Der(®)-homotope a zéro signifie (qu’au moins au niveau
p=1) p* est homotope a zéro au sens de l’algebre homologique.

IV. KV-structures normales de type central

4.1. Dans tout ce paragraphe les algebres de Lie considérées sont nilpo-
tentes. Soit & une algebre de Lie nilpotente et soit D une dérivation
nilpotente de & . Il existe un drapeau normal de type central

F(¢)=0Cc®, C---C6, C---C8,
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qui vérifie la condition D(&,) C &, pour tout k. En effet D préserve la
suite centrale descendante. On considere I’algebre de Lie nilpotente &, ;
elle possede un drapeau normal de type central F(&,) qui induit dans &
un drapeau normal de type central.

Définition 4.1.1. Soit (&, p) une KV-structure. On dira que (&, p)
est normal de type central si les conditions suivantes sont vérifiées:

(i) p préserve un drapeau normal de type central F(&).
(ii) Pour tout couple d’entiers naturels (/, k) avec 0 < kK </ on a
(&), 8,]1=0p(8)8,.

Exemple 4.1.1. La KV-structure normale triviale de toute algébre de
Lie commutative & est de type central.

Exemple 4.1.2. La KV-structure ($3;, p) de 'Exemple 3.4.2 est nor-
male de type central.

On observe que les KV-structures normales de type central sont com-
plétes.

4.2. Propriétés &, des KV-structures. Sauf mention expresse du con-
traire les KV-structures dont il sera question dans ce numéro sont normales
de type central. Il existe une action naturelle de I’algébre de Lie H : (&, &)
dans P’espace vectoriel H>(®, R); soit ([D], [Q]) € H' (8, 8)xH*(8, R),
P'action de H'(&, ) dans H*(®, R) est obtenue en posant [D] - [Q] =
[DQ], avec Q € [Q], D € [D]; il est évident que la classe [DQ] €
H2(® , R) dépend uniquement de [D] et de [Q].

Soit (&, p) une KV-structure normale de type central; soit F(®) un
drapeau normal de type préservé par p. Pour la suite on adopte les nota-
tions suivantes:

(a) Eg(QS) est ’espace vectoriel des endomorphismes nilpotents de
I’espace vectoriel & qui préservent F(®).

b)) 18((’5) est le sous-espace de Eg(Qﬁ) constitué des éléments qui sont
des dérivations de I’algebre de Lie &.

Propriétés &, . Les notations sont celles ci-dessus. On dira que la
KV-structure (&, p) a les propriétés . si les condition suivantes sont
vérifiées.

(p,) p est @2(&’5)-homotope a zéro.

(p,) 1l existe une application linéaire D — (4,,, U,)) de 9})(6) dans
Eﬂ(es) x & telle que (a) —A4,, est une primitive de pl(D) , (b) U, estune
primitive de 4, — D relativement au complexe C;(Qﬁ , B).

(p,) Soit Q€0'Z,(®, 8", il existe Dy € 9~'(Q) tel que pour tout
D € 2(®) la nullité de [DQ] = [D] - [Q] entraine la nullité de [y,] €
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H; (6,8%) ot X — y,,(X) est défini par la formule y,,(X)Y =
O (DX, Y)+D5(X, A,Y).

(p,) Posons [D).(8)] = {[D] € H'(&, 8)|D € Z2(8)}. Soient [D] et
[D'] dans [Z)(®)] et soit [Q) € H (6, R) tels que [D]-[Q] = [D'][Q] =
0. On suppose qu'il existe D € [DINZ/(®), D' € [D'InZ (), Q€ [Q],
o et o' dans " tels que les relations suivantes sont vérifiées

(a) DQ =da, D'Q=dd

(b) Do’ ~D'a=Q*(4,U, — A, U,)
ou QF est I'application linéaire X — i, Q de & dans ®". Alors les
formes lin€aires a, et a, qui sont définies par a,(X) = a(X) +
D, (X, Up) et ap(X) = o (X) + @, (X, Uyy) sont liées par la formule

ADaDI - AD/aD = (DQ(ADUD’ - AD’ UD)

Commentaire 4.2.1. Chacune des conditions des propriétés &, a des
significations soit géométriques soit topologiques en rapport étroit avec le
probleme d’extension des structures affines des groupes de Lie nilpotents;
ce premier commentaire a pour but soit d’en donner soit d’en souligner
quelques unes.

Signalons pour commencer que si ® est une algebre dee Lie de dimen-
sion n+2 sa structure est déterminée par un quadruplet (%, D,, D,, &,,)
ou

(1) 2 est une algebre de Lie de dimension 7,
(ii) D, et D, sont des dérivations nilpotentes de 2,

(iii) &, est un élément de A satisfaisant a la condition [D,, D,] =

ade,,»

(iv) en identifiant & avec I’espace vectoriel produit A x R’ la loi de
crochet dans & est donnée par la formule suivante

(X, x, %), (Y, y,, »)]
=([X,Y]+ (x,D, + x,D,)Y — (y, D, + y,D,) X + (x,y, — X,0,)§,,,0, 0).
Compte tenu de la présentation (r, ) décrite au §III, on a le diagramme
commutatif d’algébres de Lie:
(A, D,)
/ N
A &A, D, D,,¢&,).
N /
(A, D))
Supposons maintenant que 2 posséde une KV-structure normale compléete
(A, p),soit F(A) =2, CA, C-- A un drapeau normal préservé par p;
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soit A I'algebre quotient A/, , I'algebre de Lie &/, est alors déterminée
par le quadruplet (A, D,,D,,&,). On a alors le cube commutatif
d’homomorphismes d’algebres de Lie:

(%, D,)
Q[/ : \(Q‘lprDZ’éu)
\4\(91’ Dl)/

2[\ \$(§’D[’D2’él2)
(‘91,51)/

Conformément a la présentation (r, )ona 2 = (%, Q) avec Q€ Z 2@, R).
La KV-structure (2, p) se projette en une KV-structure (2, p) qui est
encore normale et compléte.

Supposons maintenant que (A, p) jouisse des propriétés £, (%), les
conditions (p, ), (p,), (p,) €t (p,) ont alors des significations géomét-
riques.

(i) (p,) et (p,) assurent que (2, p) ala propriété d’extension dans
(A, D,) et dans (A, D,) respectivement. On munira des lors (%A, D))
(resp. (A, _52)) de Pextension admissible déterminée par le couple
(UD. s AD.) (resp. (UD2 , ADZ) ), voir le Théoréme 3.3.1.

(ii) Lorsque (p, ) et (p, ) sont vérifi€es, la condition (p ; ) assure 'exis-
tence dans (%, D,) (resp. dans (2, D,)) d’une extension de (%, p) qui
se projette dans (A, D) (resp. dans (A, D,)) en I'extension admissible
(ﬁDI » Pp,) (resp. (ﬁDz , Pp,)) décrite dans (i) ci-dessus.

(1ii) La condition (p , ) signifie que dés que les extensions admissibles
(QLDl , ﬁD‘) et (iZKD2 , ﬁbz)) ont une extension admissible commune dans

(A, D,, D,, &, alors cette derniére posséde un relevement dans (%, D, ,
D,,¢&,,) quiinduitdans (A, D,) et dans (%A, D,) respectivement les KV-
structurers obtenues au (ii) ci-dessus.

Voila une interprétation géométrique de .. Nous verrons au §4.2.E
que les propriétés & ont également une signification topologique.

4.2.E. Probleme d’extension et probleme d’effacement des classes de
cohomologie. Dans ce numéro on se propose de montrer que pour cer-
taines familles de structures affines des groupes de Lie nilpotents, le prob-
leme d’extension est I’équivalent géométrique de probleme d’effacement de
certains espaces de cohomologie de groupe a coefficients dans des modules.



LES STRUCTURES HOMOTOPES A ZERO 883

Les propri€tés &, permettent entre autres de rendre ce lien apparent. En
fait soit (G, V) une structure localement plate invariante a gauche dans
un groupe de Lie nilpotent G . Nous supposons que G est connexe et sim-
plement connexe et que (G, V) est complete. Soit (&, p) la KV-structure
déterminée par (G, V) dans I'algebre de Lie & de G; 'application

X = (X, p(X))

est un homomorphisme injectif de I’algébre de Lie & dans [’algébre de
Lie & x End(®) des endomorphismes affines de I’espace vectoriel & . Soit
(9, f) 'homomorphisme continu du groupe de Lie G dans & x GL(®)
dont la différentielle en I’élément neutre est ’homomorphisme

X — (X, p(X)).

On équipe maintenant & de sa structure de G-module définie par la repré-
sentation adjointe et on munit & x End(&) de la structure de G-module
définie par la relation suivante. Pour (v, a) € 6 x GL(&) et g € G on
pose

(&) (v, a)=(a(g), {(g)) - (v, a)- (—H(g” "alg), (g~ "))

L’application linéaire ¢: X — (X, p(X)) devient un G-homomorphisme
injectif du G-module & dans le G-module & x End(®). La cohomologie
de G a coefficients dans ce G-module dont il sera question est celle du
complexe Q*(G, ® x End(®)). L’application ¢(X) = (X, p(X)) induit
I'application linéaire dérivée ¢ de H"(G, ®) dans H* (G, ® x End(®)).
Puisque G est connexe on a H'(G,®) = H (6, ®) et Hg(G, ® x
End(®)) = H;‘dw(es, & x End(®)).

Les propriétés %, possédent des significations topologiques que le con-
texte décrit ci-dessus permet de rendre transparentes. Plus explicitement
ona

Théoreme 4.2.E, (théoreme d’effacement). Soit (G, V) comme ci-
dessus; les assertions suivantes sont équivalentes.

(a,) (&, p) vérifie la condition (p, ) des propriétés P .

(a,) Pour tout D € .049(05) le G-homomorphisme ¢(X) = (X, p(X))
efface la classe de cohomologie [D] € Ha'd(ei , ).

Démonstration. Le Théoréme 4.2.E | résulte directement du théoréme

d’extension. En effet supposons que pour tout D € 92(6) il existe
(Up, Ap) € 8 x End(®) tel que (4, — D)(X) = o(X)U, et [4,, p(X)]
= ¢(DX); ces deux relations équivalent a I'unique relation suivante

[(Up, 4p), (X, p(X))] = 9(DX)
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cela signifie que le cocycle poD € Zaldo ¢(® , 6xEnd(®)) est cohomologue
azéro. Onadonc (p, )= (a, ). Réciproquement supposons que pour tout
De 9})(@) , ’homomorphisme ¢ efface la classe [D] € Hald(QS, &), alors
il existe une application D — (U, 4,)) de 91?(@5) dans ® x End(®) telle
que ’on a
[(Up, 4p), (X, p(X))] = ¢(DX)

pour tout X dans &. Cela signifie que (&, p) vérifie (p, ). Le théoréeme
4.2.E, est démontré.

Voici une conséquence importante du théoreme d’effacement.

Corollaire 4.2.E ,. Les notations sont celles du Théoréeme 4.2.E | . Alors
toute structure affine (G, V) qui vérifie I’assertion (a , ) du Théoreme 4.2.E |
a la propriété de 92(@)-extensi0n.

Preuve. La preuve est constructive. Supposons que (G, V) vérifie
I’assertion (a, ) du Théoréme 4.2.E | . Soit D € 9;) (&), la KV-structure de
®,, est définie comme il suit. On identifie &, avec 'espace vectoriel & x
R. Soit (U, 4;) € 8 xEnd(8®) tel que ¢(DX) =[(U,, 4,), (X, p(X))]
ou (&, p) est la KV-structure déterminée par (G, V). On pose

Po(X, X)(Y . ¥) = (p(X) + x4p)Y + y(p(X) + x 1)U , 0).

On obtient ainsi une extension admissible de (&, p) dans &, .

Commentaire 4.2.E ;. Le Corollaire 4.2.E, montre que les structures
affines qui vérifient le théoreme d’effacement a la Hochschild-Iwasawa-
Koszul pour 9,? ont la propriété de Qg-extension. Soit maintenant
G, un groupe de Lie dont l'algébre de Lie est &, et qui contient G
comme sous-groupe normal. On munit G,, de la structure affine associée
a (Up, 4p). On se pose la question suivante: la D-extension admissi-
ble (&,,, p,) fournie par le Corollaire 4.2.E , vérifie-t-elle de nouveau le
théoreme d’effacement pour 9;) (&) ? La réponse a cette question est en
général négative, en voici un contre-exemple.

Exemple 4.2.E,. G est le groupe de Heisenberg de dimension 3; £,
est I’algebre de Lie de G. Soient (x,, x,, x;) des coordonnées dans $;,
dans lesquelles le crochet est donné par la formule

[(Xl > Xy x3)s (y| s Vys y3)] = (x2y3 — X3V 0,0).

Considérons dans G le sous-groupe connexe H associé a I'idéal {(x,,
X,, 0)} . Ce sous-groupe abélien est muni de la structure triviale. Si $ est
'idéal {(x,, x,, 0)} la structure de $, est défine par la dérivation de
définie par D(x,, x,,0) =[(0,0, 1), (x,, x,, 0)] = (-x,, 0, 0). Con-
formément aux notations adoptées I'application ¢((x,, x,,0)) =
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((x,,x,,0),0) de $ dans $ x End($H) efface [D]. En effet il suffit
de prendre pour (Up, 4p) le couple U, = (0,1,0), A,(x,, x,,0) =
(=x,,0,0). 1l en résulte une extension admissible p,(x,, x,, X;) -
(V15 Yy, ¥3) = (=X3,, X3, ¥, 0). Nous allons montrer que ’extension
admissible (£, , p,,) ainsi construite ne vérifie pas le théoréme d’effacement.
Considérons A € 9,?(3’93) définie par A(x,, X,, X3) = (ax,+BXx;, yx;, 0).
Soit 4, € End(®) qui vérifie la condition [A,, p,(X,, X,, X;)] =
Pp(A(x;, X,, X3)). On a alors nécessairement A,(x,, X,, X;) = (vxy,

wx,, 0) avec (v, w) € R®. Cherchons maintenant un élément U, =
(a, b, c)€ ny tel que (4, —A)(x,, X,, X3) = pp(x,, X,, X;)U, quel que
soit (x,, x,, X;) € 95 ; cela donne le systeme suivant

—ax,+(v+b—-B)x;=0, (w—=c-7)x;=0

quels que soient x, et x;. Cela est impossible si a # 0.

L’Exemple 4.2.E , nous permet de revenir sur la signification topologique
de Z.. En effet le théoreme d’effacement n’interpréte que la condi-
tion (p,). On peut ajouter que les conditions (p,) €t (p,) permettent
de montrer que si (&, p) vérifie le théoréme d’effacement, alors pour
(Q, D) e ZZ(G, R) x@?(@) on peut construire dans &, (resp. dans &, )
un relevement admissible (resp. une extension admissible) qui vérifie de
nouveau le théoreme d’effacement. Les commentaires ci-dessus donnent
tout son sens géométrique au Théoréme 4.2.1 énoncé plus bas.

Nous allons traiter en détail deux examples qui jouent des roles impor-
tants dans la suite.

Exemple 4.2.1. Soit & une algebre de Lie commutative munie de sa
KA-structure triviale (&, g). Soit F(®) un drapeau quelconque dans & .
Ona H*(®,R) = \’8" et Z7(8) = Ep(8). La KV-structure (&, 0) a
les propriétés ..

(p,) Que (&, o) soit homotope a zéro est immédiat.

(p,) Considérons I'application linéaire D — (D, 0) de Eﬁ(@) dans
Eg(Q&) x & ; le couple (D, 0) vérifie les propriétés (a) et (b) de (p, ).

(p;) Soit Q € /\26*; posons ®, = %Q#, ona 9P, = Q. Soit
D € EX(®) il est clair que DQ =0 entraine @, =0.

(p,) Soient D, D’ dans EY(8), Q€ A’ & tels que DQ=D'Q=0.
Soient a et o' dans ®” tels que Da’ — D'a = 0; d’apres la définition de
a,=a etde a,, =a ona

#

A Apay=Dd —D'a= 1ot =o.

4~ 2
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Exemple 4.2.2. Soit §); 'algébre de Heisenberg munie de la KV-struc-
ture de ’Exemple 3.4.2.

P(Xy, Xy, X3) (V)5 ¥ys ¥3) = (3(X05 — X39,), 0, 0).
Considérons le drapeau F(f);) engendré par la base (e, e,, e;) avec
le,, e51=¢,, [e,, e;]=[e;, e;1=0. (95, p) ales propriétés Fp .

(p,) On a déja vu que cette structure est gﬁ-homotope a zéro.
(p,) Soit D — (4,,, Up) P'application linéaire qui associe a

0 a, aj;
D=10 0 ay
0 0 O
I’endomorphisme | |
0 3a,, 3443
A,=10 0 ay
0 0 0

et le vecteur U, des composantes U, = (0, a,5, —a,,) . On a les relations
suivantes

4,, p(X)] = p(DX),  (4p—D)(X) = p(X)U),.
(p ;) Calculons H;(fj3 , $;). Soit ® € C;(f)3 , $;) . Nous identifions
® avec sa matrice écrite dans la base (e, e,, €;)
(I):[(I)ij]’ 1<i,j<3.
Les cocycles ® € Z ; (95, .6;) sont définis par les équations suivantes:
®,=0, 20,+P, =0, 20,+P, =0.
Soit A=(4,,4,,4;) €H; ona
dAX,Y)==34,(x,, V3 = X3,)-

De sorte que la matrice de d p/l est

0 o 0

di=10 0 —3A 1.
0 34, O

On peut identifier H ; (95, ﬁ;) avec le sous-espace des matrices carrés de
la forme suivante:

0 0 n
Oo=|-20 @, O
-2n 0 @y




LES STRUCTURES HOMOTOPES A ZERO 887

On a donc BIH; (95, 5’3;) = H2(5’33 , R). On observe que (p ; ) est automa-

tiquement vérifié si [D] =0 ousi [Q] =0. Soit donc D € 92’1? (95) avec
[D]# 0. On a alors

0 a, aj;
D=0 0 a,|, ay#0.
0 0 0

Soit Q = (Q,)) € Z*(9;,R) avec [Q] # 0. Les conditions a,; # 0

et DQ ~ 0 entrainent Q, = 0. Soit ®, un élément de 9~ '(Q). La

condition [®,,]=0¢€ H,1 (9, , H;) entraine les conditions suivantes:
®,,=0, @,,+®,=0.

Par conséquent, compte tenu des équations de Z ; (95, 3’);) on voit que si
®,, vérifie (p ) on aura

0 0 %913
@, = 0 0 %923
“%913 _%st Qy

®, ne dépend que de 2, et pour D € 92(5'33) on voit que DQ ~ 0
entraine ¥, ~0.
(p,) Soient D et D' dans Fp(%,) et Qe Z*(H;, R).
On suppose qu’il existe a et o’ dans .6; tels que
DQ=da, D'Q=dd;
Do’ - D'a=Q*(4,U, — 4, Up).
On suppose que [D] et [D'] ne sont pas tous nuls. On a donc Q,=0.
Posons a = (q,, @,, a;) et & = (a), ), a;). Les conditions DQ = da
et D'Q=Jda’ entrainent

! / ! !
a=(a,Q3, a,, a3), a =(a,Q3, &y, a3).
/ / ! /
Posons &, = AUy — A, Uy = (alzjﬁzm—alza13 s 41,853 —a,,0,5, 0). On
déduit de 'hypothése Da’ — D'a = Q"(&,,) Iégalité
/ / / !
(0, 0(a,a,3 — a,,a,3) Q3 + a,ay; — ;)
li li / /
=(0,0, (2)5a;3 = a1,8,3)Q 3 + (2,853 — 41,8,3)Qy3).

/ ’ _ ro N N . o
On a donc a,a,; — a,a,; = (a,,8,; — 4,,4,3)<2,; . D’apres la définition de
a, etde a; ona

ap(X) = a(X) +Dg(X, Uy),  ay(X)=a (X)+®Py(X, Uy).
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c’est-a-dire
(2 _1 1 _
ap = (50,3, &) — 3a,,Q);, a3 — 38,38, — a4, P;;)
et expression analogue pour a, . Compte tenu de ces expressions on a
_ l / _ / / _ /
Apay —Apap=(0,0, 3(a,a;3 - a),a,3)Q,; + 0,ay; — a,a,5)
1 ' '
— 2(a),85; — a},ay3)
_ L / _ . l ! _ !
=(0,0, 3(a;,a,5 — a3, a,3)Q3 + 32,3(,,85; — a1,a,3)).
D’un autre c6té on a
_ l i _ 1 l 1 _ /
Po(Epp) = (0,0, 3Q,5(a,a); — a1,a,;) + 7823(a,,05; — 4),0y3))
ce qui prouve que I’on a finalement
ADaD’ - AD’aD = q)Q(ﬁDD,).

On va mettre en évidence quelques propriétés supplémentaires des KV-
structures normales de type central qui vérifient &.. Soit (&, p) une
KV-structure qui a les propriétés &, . Fixons une application (D, Q) —
(4p, Uy, D) de Dp(®) x Z*(®, R) dans Ep(8) x & x Z,(6, 8") qui
vérifie les propriétés (p, ), (p,), (p5) et (p,). A chaque D € 9}’(6)
(resp. a chaque Q € 0Z ;(05, ®")) on associe la D-extension (&, , pp)
(resp. le Q-relevement (g, pg)) définie par la formule suivante:

Pp(X, x)- (Y, y)=((p(x) +xA4p)Y + y(p(X) + xA4,)U)p, 0)
pour (X, x) et (Y,y) dans 8 xR~ & ,; (8, p,) est défini par
Po(x, X)- (¥, Y) = (Pu(X, Y), p(X)Y)

pour (x, X) et (y,Y) dans Rx® = &, . Dans la suite les KV-structures
(&, pp) (resp. (&g, py)) associées a une application (D, Q) —
(Ap, Up, @) seront appelées D-extension admissible (resp. relevement
admissible) de (&, p) associées a (D, Q) — (4,, Uy, D).

Lemme 4.2.1. Soit (G, p) une KV-structure normale de type central.
Soit F(®) un drapeau normal de type central préservé par p. On suppose
que (®, p) a les propriétés Pp.. Pour tout Q € 612;(6, ") le Q-
relevement admissible associé a ®, est 9;) (&g)-homotope a zéro.

Démonstration. Soit (D, Q) — (4,, Uy, @) € Ep(8)x6xZ, (6, &)
une application qui vérifie les propriétés %, . On fixe une base (e;) qui
engendre F(®) et on compléete (¢;) par e, = (1, 0) € 8, pour obtenir
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une base de &, on note F (&) le drapeau de & engendré par la base
(ey, €, ) la matrice de p, dans la base (e;) est

wiron=[3 %47

Soit D € 9})(@9) représenté dans la base (e;) par la matrice

~ [0 «a
p=[y 5|

ou a, € ®" et De @2(6) vérifient la condition DQ = da,, . En vertu de
(p ;) il existe une forme linéaire a € &" telle que —d ,4 = Yo cest-a-dire

a(p(X)Y)=®,(DX, Y)+Dy(X, 4,, Y).
Soit (X, Y)€ & x & etsoit aj € " défini comme dans (p,) par
ap(X) = ap(X)+Pg(X, Up).
Calculons

(@—ay)([X, Y]) =®y(DX, Y) +®y(X, 4)Y) - @y (DY, X)
—®,(Y, Ay X) —aplX, Y]- Dy (X, Y], Up).

Puisque DQ = da, et 0P, =Q ona
(@a—ap)[X, Y]) = (DQ)(X,Y)—-da(X,Y)=0.

Puisque (&, p) est normale on a [&, &] = p(®)& ; par conséquent pour
tout (X, Y) dans & x & on aura

O,(DX,Y)+Dy(X, A,)Y) =a,y(p(X)Y).
En d’autres termes la forme lin€aire —a,, est une primitive de vy, .

Posons maintenant
D 0 4,]"

L’endomorphisme A4, € Eﬁ(@Q) ainsi obtenu vérifie la condition

[Ap, po(x, X)1 = po(D(x, X).
Ce qui prouve le Lemme 4.2.1.
Corollaire 4.2.2. Si (8, p) a les propriétés &,.. Soit Q € (Z ;(Qﬁ , 8%).

Alors tout Q-relevement admissible (&, , pg,) vérifie les condition (p | ) et
(pz ) de ,@7(69) .
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Preuve. D’aprés le Lemma 4.2.1 (8, p,) vérifie (p,). Soit D e
91? (8,) représenté par la matrice

~ 10 «p
b=[o 3]

avec D € 92(6) et DQ = da, . Considérons un €lément de &, de la
forme Uy = (1, Up,). On a visiblement

(45— D)(x, X) = ((ap — @)(X), (4p — D)X)
= (@u(X, Uy), p(X)Up) = po(x, X)Up,

ou A, est 'endomorphisme obtenu comme dans le Lemme 4.2.1. en

posant
_|0 ap
4p = [0 AD] .

Cela prouve que (8, p,) Vvérifie (p, ).

Corollaire 4.2.3. Soient (&, p) et F(®) comme dans le Lemme 4.2.1.
Si 8'H;(Q5, 8" = HZ(G, R) alors pour tout D € @g(é) et pour D-
extension admissible (&,,, p,) de (&, p) on a aussi BIG:,D(QBD ,8)) =
H*(&,,R).

Démonstration.  Ce résultat est une conséquence immédiate du Corol-
laire 4.2.2. En fait soit D € 9,? (&) etsoit (&,,, p,) une extension admis-
sible de (&, p). Soit F(&,) = F(®) C &,. Dans une base qui engendre
F(®,) ona:

Pp(X, x) = [g(X) X (()p(X) +XAD)UD] :

Soit Q € ZZ(Q’aD, R); posons @ = Q|0§ soit &, l'idéal de &,, qui se
projette sur &, il existe un unique D € 91? (&,) telque &5 =06,5. On
~ 0 «a
>~ ]
avec Do = daj. Soit (8,, p,) le relevement admissible de (&, p)
associ€¢ 2 @, . En vertu du Corollaire 4.2.2 il existe une D-extension de
(&, p,) qui se projette en la KV-structure (&, p,); ce qui prouve que
Qeoz ;D(Qi »» ®p); le Corollaire 4.2.3 est démontré.
Le résultat que nous voulons établir est ’extension (resp. le relevement)

des propri€tés &, des KV-structures normales de type central a leurs
extensions admissibles (resp. a leurs relevements admissibles).
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Théoreme 4.2.1. Soit (&, p) une KV-structure normale de type central.
Soit F(®) un drapeau normal de type central préservé par p. On suppose
que p ales propriétés &,.. Soit (D, Q) — (4, U,, ®,) une application
de 92(6) X 82;(@, ") dans Dg(QS) x & X Z;(QS, ®") qui vérifie les
conditions (p;), 1 <i<4. Soit (D, Q) un couple tel que DQ ~ 0. On
munit &, et & respectivement de la D-extension admissible (&, p,)
et du Q-relevement admissible (G, pg) associés a (A, U, ®@,). On
suppose que (&,,, p,) et (&g, pg) ont les propriétés Py.. Alors il existe
une extension admissible (B, pop) de (By, po) dans (2, &, D) qui
se projette en la D-extension admissible (&, p,) et qui a les propriétés
P
FDémonstration. On considere le carré commutatif suivant:

6o — Ogp

I I

& —— &,
On fixe dans &, &, et &, les drapeaux qui sont obtenus naturelle-
ment a partir de F(®). Notons D I’élément de 9?(059) tel que &, =
(65, D). Ona
B [0 a D]

0 D
avec DQ = da,,. Soit a, € " défini par

ap(X) = ap(X) + @y(X, Up).

On sait que ’on obtient une primitive —4, de pg(ﬁ) enposant A;(x, X)
= (ap(X), Ap(X)) pour tout (x, X) € 8. Soit Uy = (uj,, Uy) € &q;
les corollaires du Lemme 4.2.1 montrent que U, est une primitive de
Ap — D. On va munir (Q, &, D) de la KV-structure associée au couple
(Ap, Up). On a donc pour tout (X, x) € &, xR~ (Q, &, D):

X)+xA; X)+xA4:)Ux
X x) = [ PalX) F 34 (palX) + x4p)Up]

On va montrer que (8, , py;,) a les propri€tés &, . En fait il résulte du
Corollaire 4.2.2 que (8, pg,,) Vérifie les conditions (p, ) et (p, ).

(py) Soit Q € 6Z4,(B,,, B,) C Z (B, R). Posons & = Q_;
ona D& ~ 0. Puisque (&g, pg) a les propriétés &, soit @, €
ZI:Q(QSQ, ®g,) qui vérifie (p,). Soit D € 9,8(69[,) qui se projette en la
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dérivation D € DY.(Q). En posant &, = (D, ;) on a le diagramme
commutatif d’homomorphismes d’algebre de Lie:

Sa G o

| !

69 - QjQD

! !

8 —— &,

On munit &, du @-relevement admissible p,, associ€ a ®, . En vertu
du Corollaire 4.2.2 la KV-structure (&, , pg,) Vvérifie les conditions (p | )

et (p,). Soit (4, Up) un couple dans Efi(@m)) X B, qui vérifie les
conditions suivantes
[y, PopX)] = poo(DX),  (Ap = D)(X) = po,(X)U,

pour tout X dans &, ; on choisit (4;, Uj) qui se projette dans Eg(QiQ)x
& sur le couple (4, Up). On munit alors &, de la D-extension
admissible associée au couple (4, Up); le diagramme décrit ci-dessus
devient un diagramme commutatif des KV-structures. Considérons main-
tenant A € DP(8,,) tel que AQ ~ 0. Soit & € 8}, tel que AQ = da.
. - < 0 _ ~ _ ~
thox}s A ~la prOJectloln de A dans Y (®,), A, = A, et Ay = Al%.
Soit &, = a|an ; on a alors )
Ay = da,.
1 existe une dérivation A = .92 (gpp) défini par
A(x, X) = (&(X), AX))

pour (x, X) dans R x &,. Si on pose
A= (Bgpa.A), A=(By,,A),
Ay = (84, A,), soit ¥, Iidéal de 2

qui se projette sur 2 ; on obtient le diagramme commutatif d’algébre de
Lie suivant: 5
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Conformément aux notations antérieures on a

[0 & - 0 «a
A‘[o Ao]’ b= [0 ﬁD]
La commutativité du cube ci-dessus implique les relations suivantes:
(a) Do =day, Ayi=3d4,,
(b) Ajap— Déay, = Q¥ (AU, — AUy,
() [Ay, D] =ad(4,Uy — ApUy),

Puisque (&, p,) a les propriétés Z., les égalités (a) et (b) ci-dessus
entrainent la suivante:

(d) Azap — Apaz =@, (AU — ApUy) .

Par ailleurs (c) et (b) equlvalent a I’existence dans 2 d’une KV-structure
(A, Pai) Qui se projette en la A-extension admissible du Pqp Aassociée au
couple (A4, U;) et quiinduit (8¢ ,q, Popa) - Le cube c1-dessus est donc
un diagramme commutatif des KV-structures. Soit @ € Z . (Sqp > QSQD)
défini par pga(x, X) (¥, Y) = (Py(X, Y), pQD(X)Y) pour (x, X) et
(¥, Y) dans R x &,,,. Puisque (A, Pai) st un relevement admissible
de la A-extension admissible de (&, pg;) associé au couple (4;, Uj)

il existe une forme lin€aire a; € 6;20 tel que pour X et Y dans &g, on
a

DPH(AX, Y) +®y(X, 4;Y) = a;(pop(X)Y).

Le cocycle @, étant indépendant de A e 92 () on voit que la KV-
structure (8, , pqp) Vérifie la condition (p ;).

(p,) Il reste 2 montrer que (&, py,) Vérifie la propriété (p, ). On
commence par observer qu’en vertu du Corollaire 4.2.2 les propriétés (p , ),
(p,)et(py)de (&g, pgp) entrainent les propri€tés (p ) et (p, ) pour
(8apa s Papa) s en effet soit A — (45, Uy) Tapplication de 92(@59[,)
dans Eg(ejg p) X B, utilisée jusq’ici; la propriété (p , ) entraine que pour
chaque A la forme linéaire

a;: X — aA(X) +¢Q(X, UA)

est une primitive du cocycle yy;. On itere un procédé déja utilisé en
posant

N 0 o4 0 a; o TT
A= [O A] Ai [O A] Ui = (uz, Up).

On a alors les relations (p, ) et (p, )

(45 Papa(X)] = PapaBX),  (4z = A)(X) = pope(X)Uj-
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Considérons maintenant un second élément A’ € & 0(Q5Q p) tel que AQ~
0. Soit oy € QSQD tel que A'Q = d,,. On suppose que A, ay) et

(A, o &) sont liés par les conditions ﬁgurant dans I’hypothese de (p,) a
savoir: .

. Ny A

AaA/ —A aA = Q (AAUA’ - AAUA)'
Nous voulons prouver que ’égalité suivante est vraie

AAaA; - AA/aA = q)Q(AAUA’ - AAIUA)-
Pour cela on écrit les données dans une base qui engendre F(&,) =
F(8,) C8gp: ”
A [ -'A
a3 %
ou A€ & avec Do =JA;
- [A, & 5 o [A, &g
A= |0 SApD A= |0 Sap|
[ o 0]’ 0 0
Posons également
ay=(ay, 1) €GB xR,  ay =(ay, ) €By xR
Les hypothéses de (p , ) s’expriment sous la forme des systemes suivants
oA ALd = dal
N A'Q=6a~¢{~ A

AaO—A0A=0, a Aoy — AyA = 0.
D’un autre coté ’égalité suivante

5 5 #

Aay — Aoy = Q" (4,Uy — A3, Uy)
équivaut au systéme suivant:

{Aoa;, - Agaol= &' (A Uy — 43 Uy),
ao(éA(/]D) - ao(fAOD) + A(AAUA' - AA' UA) =0

On observe maintenant que Uj; est de la forme

U, = (UA0 - wAOUD,wAO) €6, xR.

AQ = da, {

De sorte que I’'on a
A Uy — Ay Uy = (AAOUAg - AA(']UAO’ 0).
On déduit des expressions ainsi obtenues les relations suivantes:
Aoé) =da,
By = 6o,
an Al 0Qg = @ (A U AA(’)UAO)'
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Puisque (&, py) a les propriétés .. les dernieres égalités ci-dessus
entrainent ’égalité suivante

(421) AAOaA(')_AASaié =®®(AAOUAS—AA()UAO)
ou les formes ay et ay sont définies comme précédemment en posant

aAO(X) =ay(X) + P (X, UAo) , aA{)(X) = a;)(X) +®,(X, UAS)'

Il nous faut donner I’expression explicite de @, € (’5;2 x R. Puisque
(Bqpa > Pope) €St une D-extension admissible de (Bq4 > Pag) » S1ON pose

A

X=X, x)eRx &y xR =08;,, on aura
Papa(X) - X = [{pnw('l, X)+xA4p} @, X
+x' {payAs X)+x45} - Up).
En projetant cette expression sur la direction R x {0} x {0} C &, par-
allelement 2 &, x R on obtient ’expression de @y € Z ;00(6 DO’ » @;Q) ,
soit
Dy (X, x) = (@, (X) +xap, D, (X, Up) +xa5(Up)) € &g, x R.
On déduit de cette expression le calcul de la quantité suivante
(4.2.2) @y(A Uy — A3 Uy)

Conformément a I'identification 65 X R ~ 6;20 , posons

aA = (aAO ) ,u) ) aA’ = (aA(') ) :u/)'
On obtient
AA“A’ = (AAOaAa, aA(/)(AAOUD))
caron a 4 4 U
4ol A0

On obtient de cette fagon
(423) AAaA, - AA,aA = (AAoaAa - AAloaAo s aAB(AAOUD) - a/SO(AABUD))'
A ce stage les relations (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.3) montrent que les quantités
Azay Aya; et ®g(A Uy — A3 Uy) ont la méme @;z-composante dans
(’5;2 p = 6;2 xXR.

Pour terminer il reste donc a vérifier que ces quantités ont la méme
projection sur le facteur {0} x R; pour cela on déduit de I’égalité

Ay ay — Ay ay = Py (s Uy — Ay Uy )
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I’égalité suivante
aAO(AA(/)UD) - aAé(AAOUD) = q)é)(AAOUAé - AAS s UD)
Finalement la relation (4.2.3) signifie donc que I’on a
AA“A' - AA’aA = (DQ(AAUA' - AA’ UA)
Ce qui prouve que (&, p,) Vérifie la condition (p , ) et le Théoreme
4.2.1 est démontré.

Remarque 4.2.1. Au cours de la démonstration de la propriété (p ;)
on a utilisé implicitement un résultat qui mérite d’étre formulé en détail.
En effet soit (&, p) une KV-structure normale. Soit F(®) un drapeau
préservé par p. Soient D et D' dans 918 (&) et &, dans & tels que
[D,D']=ad ¢pp - Soit © Tapplication bilinéaire alternée définie dans R’
a valeurs dans &: O((x,, x,), (¥,,¥,)) = (x,¥, — X,¥,)épp - Notons D
I’application linéaire de R® dans 9,8 (&) définie par D(x1 , Xy) =X, D+
xzD' . Le couple (©, D) définit une extension de R par & dont le
crochet est donné par la formule suivante

(X, x), (X'x)] =X, X1+ Dx)X - D(x"X +6(x, x'), 0),

ot (X,x) et (X', x') sont dans & x R®. Notons B lalgebre de Lie
ainsi obtenue; il existe des injections canoniques de &,, et de &,, dans
Bgp telles que le diagramme suivant soit commutatif
®p
/ N
[15) —_
N Gy S
Si (&, p) vérifie les conditions (p , ) et (p, ) on munira alors &, et &,
des extensions admissibles (&, p,) et (8, pyy). Si &y = ApUpy —
Ap Uy, alors les structures (&, p,) et (&, , p,) sont induites par une
KV-structure (8¢, pgp)- On définit pg,; en posant

X)+A4 X) + A(x))U, X) + A(x))Uy,
Peop(X s x) = Pl )3 (x) (p( )+O (xNUp (A )+0(X)) D]’

P9

ou A(x) = x,4, + x,Ap . Cette formule est un cas particulier d’une
formule d’extension donnée dans [4].

V. Construction des KV-structures normales ayant les propriétés %,

A ce stade on a fait des pas décisifs vers la solution du probleme
d’existence des structures affines homotopes a zéro dans les groupes de Lie
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nilpotents. En effet le Théoreme 4.2.1 suggere d’adopter une démonstra-
tion (du théoréeme d’existence) par récurrence sur la dimension de groupe
de Lie; les propriétés . fourniront en outre une démonstration con-
structive. Afin de mettre en évidence des propriétés fines des structures
jouissant des propriétés %, , on adoptera une preuve par récurrence non
sur la dimension du groupe, mais sur celle de sous-groupe des commuta-
teurs. Cette stratégie est légitimée par 'unitité des structures normales des
groupes de Lie commutatifs.

Dans [4] on a prouvé que les KV-structures normales ont la propriété de
H 2(G , R)-relevement. On sait par contre qu’il existe de KV-structures nor-
males qui n’ont pas la propriété d’extension (voir Example 3.1.2). Dans
ce paragraphe on va prouver que tout groupe de Lie nilpotent connexe
G posseéde une KV-structure normale qui a les propriétés &, . Une telle
structure a donc a la fois la propriétéde [Z ,?(G)]-extension etde H* (G, R)-
relévement.

Soit & une algebre de Lie nilpotente. On commence par fixer un dra-
peau normal de type central F(8)=0C &, C---C &. Soit n =dim®&;
soit m = dim®/[&, &]; on sait que I'idéal &,_, de la filtration F(®)
coincide avec I'idéal dérivé [&, &]. Notons A _, = &/&, ; I'algebre de
Lie ® est obtenu a partir de I'algébre de Lie commutative 2, par une
cascade de n — m extensions centrales de codimension 1

2 Q.2

m+l+l = ( m+/)'
Nous allons commencer par examiner en détail le casou n —mu=1.
5.1. Extensions centrales des algebres de Lie commutatives. Soit &
une algébre de Lie commutative de dimension 7. On munit & de sa
KV-structure triviale (&, o).
Soit Q € /\:Z " ; on munira B8, du Q-relevement admissible (8, pg,)
associé a l’application linéaire de 90(6) X /\2 ®" dans EO(QS) X & X
Z)(®, ®") définie par (D, Q) — (D, 0, $QF). Soit 2r lerang de Q €

A2®*. On fixe une base de ® (e/,-- €, .. ,) quijouit des deux
propriétés suivantes: '

(a) (ey,,> - »e,) engendre le noyau de Q;

(b) Soit (6", --- , ") la base duale de (e, ,e,),ona

r—1 . .
Q= Z 02:+l A 02:+2'
i=0

Posons ¢, = (1,0) € R x & = &,. Notons F(&,) le drapeau de &,
engendré par la base (¢,,¢,, - ,e,).
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D’une fagon générale on dira qu’un drapeau F(&) est admissible s’il
est engendré par une base (v,,v,,---,v,) dont la projection dans &
vérifie les conditions (a) et (b) ci-dessus; le premier résultat qui nous
intéresse est le suivant.

Lemme 5.1.1. Les notations étant celles ci-dessus si Q est une forme
symplectique dans & alors (8, p,) a les propriétés Py .

Preyve. Si dim® = 2 alors & est l'algtbre de Heisenberg et le
résultat est vrai (voir Exemple 4.2.2). Supposons que 'on ait dim® > 2;
compte tenu du Corollaire 4.2.2 (&, p,) vérifie les conditions (p, ) et
(p, ). Il reste donc a vérifier que (&, p,) vérifie (p,) et (p,). Soit Qe

y4 2(QSQ , R); dans la base (e,, - -, e,,) on représente Q par la matrice
A 0 ‘A
Q= [—A w] ’

ol @ € /\2@5*A et A € 8. On a donc pour (x, X) et (y,Y) dans
By =Rx8,Q(x,X),(»,Y) =aX,Y)+AxY —yX). Il résulte
de la fermeture de Q, ie., 6Q =0, que AAQ = 0. Puisque Q est
de rang maximal et que 2r > 2 la condition AAQ = 0 entraine A =
0. Considérons la cochaine &y € C . (Bg> 63) défini par la formule
ho
suivante:
O((x, X), (v, ¥) = So(X, V).

On a évidemment &, =Q et d p, Pa= 0. Celaprouve que 6 H ;Q(QSQ . 8g)

= Hz(ejg, R). Soit maintenant D e .@ﬁ(QSQ) ; dans la base (e,, --- , e,,)
on a

~ 0 «a

>-[0 5

ou D, e .9’,9(6) .Notons A, ’endomorphisme de &, défini par A, (x, X)
= (a(X), DyX). On a

[Ap, po(X)] = /’Q(DX)

pour X € &,. Soit V Tunique élément de & tel que a = o V)

(¥

et posons Uy = (v, V), on a alors (4, — D)(X) = po(X)U, pour tout
X € &, . Pour montrer qu’il existe a € 65 tel que

Do(DX, V) + @ (X, ApY) = a(pg(X)Y)

p=[5 5]+ o

posons
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L’élément

(s 3-(3 %5

est une dérivation intérieure de & . On associe a ©, le couple (p,(V,),
V.)€ Eg(QSQ) X B, ona

Oy([V, . X1, ¥) + (X, po(V)Y) = @a(V,, po(X)Y).

Pour montrer que (&, , p,) vérifie (p 5 ) il suffit de la faire pour les dériva-
tions de la forme } i
0 0
.0 D 0J
avec DQ ~ 0. Conformément aux notations adoptées on associe a D
I’endomorphisme

D=

~_[0 0]
p= 10 D,

D’apres 'hypothese DQ ~ 0 il existe une constante réelle K telle que
pour (x, X) et (y,Y) dans &, ona

Dyo(X,Y)=KQ(X, Y).

A

On a donc

= 1Dyi(X, Y) = KQ(X, Y) = 6°(po(x, X)- (v, Y)),
ot 6° est la forme linéaire définie dans 8, par Bo(x, X) = %x. La
KV-structure (&, p,) vérifie (p ;).

(p,) Soient D et D' dans Z.(8,); soient B et A’ dans &}, tels que
DO =6p, D'Q=6p et D' - D'p = Q*(4,Uy — A5 U,). Posons
B=(K,B,, B =(K', By (on identific &, avec R x & ). On a alors
DO((x, X), v.Y) =KQX,Y), DQ(x,X),».Y)=KQX,7Y)
Conformément aux définitions antérieures on considére les primitives a;,
et ap de yga, et de yg, respectivement qui sont définis par:

ap(x, X)=Kx+ By(X)+ io(X, V),
ap(x, X)=K'xBy(X)+ i(X, V)

(on rappelle que 'on a

N 0 a ~/ 0 a
o= 5] =2=[s )



900 NGUIFFO B. BOYOM
On a donc
o/ ! 1 /
AD/aD = (O, K? + (BODO - ’id)(l/a) 0D0>) .
Par conséquent

/
Apay — Ayay = <0, K% - K'% + B,Dy — BoD,

1 1
+50" (V)0 Dy = 50" (V,) oD(')) :

Puisque
DB’ —D; p=(0,Ka —K'a+ D, - B,Dy) = (0, @ (D,V,, — DyV.)).

On voit que Ko’ — K'a + B,D) — BoD, = 0" (DyV,, — DyV.) . Il en résulte
que 'on a

Apay — Ayag = (0, Ka—Ka+,BOD B,D, — &* (D V., — DyV.))
= (0, Lo*(D,V, - DyV,))

et Dy(ApUy — ApUp) = (0, 2a*(DyV,, — DyV,)). On déduit de ces
égalités ia condition requise

Ce qui acheve la preuve du Lemme 5.1.1.

En combinant le Théoreme 4.2.1 et le Lemme 5.1.1 on a le résultat plus
général suivant:

Théoreme 5.1.1. Soit & une algébre de Lie commutative munie de sa
KV-structure normale triviale (&, g). Soit Q € /\2 ®". On considere le
relevement admissible (&, , py) de (&, o) dans &, . Soit F(®) un dra-
peau normal admissible dans &, qui est préservé par pg,; alors (&g, pg)
a les propriétés Fy. .

Démonstration. Soit 2r le rang de Q. Fixons une base admissible
(€y. €, ,e,) de &, telleque (e, --- ,e,) vérifie les conditions (a) et
(b); autrement dit si (00 6',---,0") estla base duale de (€ys - »e,)

on a entre autres Q = Y°/—) 07" A 8**? . La restriction de Q au sous-
espace de ® engendré par (el , "+, €,) est symplectique. En vertu du
Lemme 5.1.1 la KV-structure induite par p, dansl’idéal de & engendré
par (e,, e, -+ ,e,) ales propriétés Z.. D’un autre coté les structures
normales des sous-espaces du drapeau F(®) (engendré par (e,, - ,e,))
ont les propri€tés ;.. En appliquant n — 2r fois le Théoreme 4.2.1 aux
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idéaux de &, engendrés par (ey, e, -, e, ), 1 <I<n-2r,onvoit
que & ales propriétés S, d’ou le Théoréme 5.1.1.

Nous allons déduire des Théoréemes 4.2.1 et 5.1.1 le théoreme de releve-
ment des propriétés . dans les relévements admissibles.

Théoreme 5.1.2. Soit (&, o) une algebre de Lie commutative munie de
sa KV-structure triviale. Soit Q € /\2 ®" et soit F(®,) un drapeau normal
admissible engendré par une base (e, --- , e, , - ,e,) oi 2r =rangQ.
Alors on a 6'H;Q(QSQ, 65) = HZ(GQ, R) et pour tout Q € ZZ(QSQ, R)
tout Q-relevement admissible (Boa» Poa) de (&g, pg) a les propriétés
F 5 pq étant le Q-relevement admissible de (&, o) associé a @, = %Q#.

Démonstration.  Le point de départ de la démonstration est la remar-
que suivante: si Q = 0 le théoréme est trivialement vrai; sinon I’idéal
de &, engendré par (¢, e, ,e,) est I'algebre de Heisenberg §,. Soit
F(8y,5) le drapeau de &, obtenu en prenant I'image réciproque de
F(®,) par la projection canonique &,,5 — &;,. On a le diagramme
commutatif déduit de la projection 7: F(8qq) — F(8):

(Baa); — (B, Saq
| | |
(Bg); —— 9 &g

En vertu du Théoréme 5.1.1 les KV-structures de la seconde ligne ont
les propriétés &, . D’un autre c6té la KV-structure de $, est celle de

I’Exemple 3.4.2 etona aH;Q(ﬁ3 , 5’9;) = Hz(s’)3 , R). On observe alors que
si (Bgg); est commutative alors la KV-structure hérités de (B0, pog)
est triviale, sinon (8g), est l'algebre $; munie de sa KV-structure de
I’Exemple 3.4.2. Il en découle que dans tous les cas de figure, le Théoréme
4.2.1 s’applique et assure que (B), possede une KV-structure ayant les
propriétés . et se projetant sur (£;, pﬂlf)3)' En vertu du Corollaire
4.2.3 on voit que

OH, ((8g),, (8);) = H'((g),, R).

En iterrant ’application du Théoreme 4.2.1 et du Corollaire 4.2.3 on con-
clut que 6H;n(®g, Q’);) = Hz((’jQ, R) et que (8, py) a les propriétés
. . Cela acheve la démonstration du Théoréme 5.1.2.

5.2. Extensions et relevements des propriétés &,.. Soit $: ® — 2 un
homomorphisme surjectif de ’algébre de Lie & dans I’algebre de Lie A ;
$ envoie la suite centrale descendante de & sur celle de 2. Supposons
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que ® soit un algebre de Lie nilpotente de dimension n + k ou k =
dim[&, 8]. Si F(&) est un drapeau normal de type central alors on
a 8, = [6,®]. Posons comme indiqué au numéro précédent a, , =
/6, _, avec 0 </ < k. Le drapeau F(®) se projette dans chacun des
2+ n+/ en un drapeau normal de type central F (2, _,); d’autre part
2A,.,,, estune extension centrale de codimension 1 de A, L >ona donc
= (€, %,,,); lalgebre de Lie A est commutative. Pour tout
il p I'idéal

n+{+1
nombre entier naturel p avec n+/ > p >/ on notera 2

®,.,/®, de A, ;image de F(&) parla projection canonique de & sur
2,,, n'est pas autre chose que la filtration de 2, , parles A Iy Il est
clair aussi que tout drapeau de 2, se releve en un drapeau normal de type
central dans chacune des extensions centrales R — A ., — A .

Dans la suite on fixe un drapeau normal de type central F, (&) qui se
projette en un drapeau normal admissible pour ’extension

R— 91n+l - an.

En d’autres termes F,(®) est engendré par une base (e,.,, - ,ée,, €))
de ® qui a les propriétés suivantes:

(a) pourtout / <k-1, (e, ;,, - ,e,, - ,e) engendre F(A ),

(b) soient 2r le range de Q€ A* 2 et (6", ..., 6" la base duale
de (e, »e€),ona Q =Y""6"""Ar60""""*. Ona nécessairement
Q,#0.

Par ailleurs on désignera par D, Pélément de & ,9 (&A,,,, p) tel que 'on
a

an+l, p+1 = (Ql
de sorte que le carré suivant est commutitif
A

D,)

n+l,p°

n+l+1,p+1 an+[+1 ,p+2

! I

— 5 A

2A

n+l,p n+l,p+1

ce diagramme est déduit de la projection canonique F (2, ., ) — F(&, ).
Nous voici devant la derniére porte vers le théoreme d’existence des struc-
tures affines homotopes a zéro dans les groupes de Lie nilpotents. La
démonstration aura lieu localement, c’est-a-dire au niveau des KV-struc-
tures des algebrers de Lie. Le théoréme énoncé dans I'introduction est un
corollaire du Théoreme 5.2.1 suivant.

Théoreme 5.2.1. Soit & une algébre de Lie nilpotente de dimension
n+k on k = dim[®, &]. On fixe un drapeau normal de type central
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et admissible F,(®) comme décrit ci-dessus. Soit (Q;,%,.,,) la cascade
de k extensions centrales qui détermine & a partir de l'algébre de Lie
commutative A=A, . Alors & possede KV-une structure normale (&, p)
qui satisfait aux conditions suivantes:

(i) p préserve F (®).

(ii) Pour tout couple (p,!) de nombres entiers naturels avec n +1 >
p > ! la KV-structure (%, 0> Ppi) induite par la KV-structure quotient
de (&, p) par la projection canonique & — 2, ., a les propriétés F .

(iii) Pour tout (p,l) comme ci-dessus (%, ;.\ pi1> Ppp1. 1) (resp.
(A4t pi1> Pper.1)) est un relevement admissible (resp. est une D, -exten-
sion admissible) de (%, ., p,)-

(iv) Pour tout D € Qﬁ(ﬁtn 1) il existe une D-extension admissible de
(A,,> ;) dans (A, D) qui a les propriétés P .

(v) Pour tout idéal 6, de F, (®) et tout Qe Zz(Q)p, R) il existe une
Q-relevement admissible de la KV-structure de 6, induite par (&, p) qui
a les propriétés ..

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur la dimension

k du premier idéal dérivé [&, &], ou si I’on veut, sur la longueur k£ de
la cascade d’extensions centrales
2 QI ’ Qtn+l)'

Etape 1.  Onsuppose que k = 1 ; I’algebre de Lie & est une extension
centrale de codimension 1 de ’algebre de Lie commutative 2 = &/[6, &];
soit Q € /\2 A tel que & = A, . On munit alors & du Q-relevement
admissible p, de la structure triviale (%, o) qui est déterminé par @, =
10* € Z} (A, A*) . En vertu du Théoreme 5.1.2 les assertions (i), (i), (iii)
et (v) sont vraies. Pour établir la véracité de ’assertion (iv) on considére
D e 92‘2(@5) et on munit &, d’une D-extension admissible (&, p,)
de (8, py); &) est filtré par le drapeau F, (®,) = F(®) C &,. Soit
& =6,/[6,, &,]. Lalgebre de Lie &,, est déterminée par une cascade
d’extensions centrales de codimension 1 (©,, &) avec & = ./ . Notons
%, 'image de @ dans & par la projection canonique de &, sur ..
On a donc a chaque niveau / le carré commutatif suivant:

B, , —

[+1 I+1

l l

B —
On observe maintenant que les KV-structures quotients de p,, (donc de

i+l (



904 NGUIFFO B. BOYOM

pg ) dans les %, ont toutes les propriétés &, d’une part, et que le quo-
tient de p, dans &/ étant la KV-structure triviale (&, g) celle-ci a les
propriétés Zy. .
Par conséquent si on considére le carré commutatif
B, —

Lo

By —— A
le Théoréme 4.2.1 assure que la KV-structure quotient de (&, p,) dans
&, ales propriétés &, . En itérant I'application du Théoréme 4.2.1 et en
tenant compte du fait (&, p,) a les propriétés %, on voit que (8, p;)
a les propriétés & .

Etape 2. On suppose que les assertions (i) a (v) du Théoréme 5.2.1
sont vraies pour les algebres de Lie nilpotentes & avec dim[&, 8] < k.
Soit & une algebre de Lie nilpotente de dimension n + k, + 1 avec
dim([®, ®]) = k, + 1. On fixe un drapeau normal de type central ad-
missible F,(®); on conserve les notations précédentes; on obtient & par
une cascade de k +1 extensions 2 Q,,2,,,) apartir de 'algebre
de Lie abélienne 2, . Posons

F(6)=0Cc®,C-C8 C8 ,, CC8.

n+l+l = (

Il existe p €N avec ky+1<p<n+k;+1 tel que
dim[ij, 6,]1< k-

On peut donc munir & , d’une KV-structure (®,, pp) qui vérifie le Théo-
reme 5.2.1. Nous considérons le diagramme commutatif d’homo-
morphismes d’algébre de Lie suivant:

6, —— 6, . J
Q‘n+r’<0 p—1 an+k0 P — an+k0
J
an.p—ko—l Qln p—k, Qln
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Dans le diagramme ci-dessus les lignes sont les applications inclusion des
drapeaux F, (2, ) et les colonnes sont les homomorphismes canoniques
déduits des extensions centrales

R—-2A A

n+l+1,p+1 - n+l,p*

En fait la KV-structure de & , est obtenue par une cascade de relevements
admissibles a partir de la structure triviale de 2 Considérons

n, p—kO— 1
I’avant derniere ligne

A A |

n+1,p—k, - n+l, p—ky+1 - n+l-
On va la munir de la suite de relevements admissibles des structures

normales triviales (%, ,_, .,,0) qui sont induites par les relevements

(A,,,» Po) associés aux P, = %Qg; en vertu du Théoreme 5.1.1 les
structures ainsi obtenues ont les propriétés .. Puisque les structures
de la colonne au-dessus de 2, p—ky—1 ont les propriétés %_, on applique
—1+ k, fois le Théoréeme 4.2.1 a la colonne au-dessus de A, kg a par-
tir de A, 42 p—ki2 On munit ainsi Q5p +1 @Q’une extension admissible de
la KV-structure (8,, p,) qui vérifie les assertions (i), (ii), (iii). Il suffit
maintenant de recommencer la méme démarche pour les autres colonnes
au-dessus des 2, kb l=1,2,---,p—k,; on construit ainsi dans &
une KV-structure (&, p) qui vérifie (i), (i), et (iii).

Etape 3. 1l reste 2 montrer que la structure (&, p) obtenue ci-dessus
vérifie les assertions (iv) et (v). Soit D € 9})(6). Notons D, la projection
de D dans 9’,9 (%,,.,,) - Considérons une D-extension admissible (&, p,))
de (&, p). Soit [(™,,,, D)), le] le quotient de (&, p,,) par la projec-
tion canonique &, — (%, .,, D)); alors Pp, est une D,-extension admis-
sible de (2, le) . En vertu des résultats de I'Etape 1, la D,-extension
admissible [(, ,, D), pD.] de (%,,,, pgo) a les propriétés £, . On ap-
plique le Théoréme 4.2.1 pour montrer que les D,-extensions admissibles
[(&,.,,D), /’D,] ont les propriétés %.. En effectuant cette opération
pour chacun des (2, ,,, pQ/) on voit que (&, p) vérifie la condition (iv).
Pour terminer considérons Q € Z 2('(’5, R) et soit & l'extension cen-
trale (Q, ®); soit F (&) le drapeau de &, obtenu par I'image inverse
n_l(Fa(QS)) ou 7 est la projection canonique de & sur &. Considérons
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le diagramme commutatif suivant:

®Q,p+l - QjQ,p+2 QSQ
| | |
6, — 6. ®

En vertu de I’hypothése de récurrence on a 0 H l:(@p , QS;) = H2(®p , R)
et tout relevement admissible de (&,, p,) dans &, ,,, a les propriétés
P . On applique n + k, + 1 — p fois le Théoréme 4.2.1 aux extraits du
diagramme ci-dessus est on obtient un Q-relevement admissible (&g, Pg)
qui a les propriétés . . Cela acheve la preuve du Théoréme 5.2.1.

VI. Retour a la géométrie différentielle

L’objet de ce paragraphe est de mentionner brievement quelques ap-
plications du Théoreme 5.2.1. On limitera cet esquisse a deux directions
suggérées respectivement par [18], [3] et [6], [25].

6.1. Plongements lagrangiens des groupes de Lie nilpotents. Soit G un
groupe de Lie nilpotent connexe de dimension #. On note & ’algebre de
Lie des champs de vecteurs invariants a gauche dans G et & I’espace vec-
toriel dual de & ; &" est ’espace des 1-formes différentielles invariantes a
gauche dans G . D’apres [6] chaque structure localement plate invariante
a gauche (G, V) définit une structure de groupe de Lie symplectique dans
le fibré contangent T"G (6 étant le revétement universel de G ). En effet
soit (G, V) une structure localement plate invariante a gauche dans G,
la connexion linéaire V définit une KV-structure (&, p) conformément
a la formule

p(X)Y =V, Y.

Soit &*#& le produit semi-direct de & par ®&" associé a la représentation
duale p*: & — End(8"); le crochet dans &"#® est donné par la formule
suivante

(6, X), 0, X)N=(p"X)8 -p" (X0, X, X).

Soit G* 1le groupe de Lie connexe et simplement connexe dont 1’algébre
de Lic est 8 # &. Si G est le revétement universel de G ; il est facile
de voir que si (G, V) est complete alors G* est nilpotent; s’il existe un
produit semi-direct & # G tel que le diagramme suivant soit commutatif
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* # ~
& — G — G

l I I

" —— " #G —— G
alors le groupe de Lie G posséde un polongement lagrangien dans G* # G
muni de la forme symplectique « définie par

w((8, X), 6, X)) =0X")-6(X).

Eneffetona dw =0 etrang w = 2dim G . De sorte que (&" # G, w) est
une variété symplectique. On a montré dans [6] qu’il existe une scission
G — &" # G de la suite 8" — &" # G — G qui est un plongement
lagrangien de G dans ®* # G. L’image de la scission ci-dessus coincide
avec une feuille du feuilletage de &* # G par les classes a droite modulo
G, feuilletage qui est lagrangien. On déduit donc du Théoreme 5.2.1 le
résultat suivant.

Théoreme 6.1.1. Tout groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe G possede un plongement comme feuille lagrangienne dans un
groupe de Lie nilpotent connexe G* muni d’'une structure symplectique
invariante a gauche (G# , w). De plus G* possede une structure localement
plate invariante a gauche (G# , V#) telle que Vo =0.

Démonstration. On considere dans G* = &* # G la structure lo-
calement plate invariante associée a la KV-structure de &* # & suivante:
soient (A, X) et (8, X') dans & # &, on pose

p'0, X)- (6, X') = (p"(X)8, p(X)X").
On déduit de 1a que la forme symplectique w((8, X), (6", X)) = 0(X')—
6'(X) est un invariant pour p# ; en effet considérons des éléments (6, X),
0", X"y et (8”,X") dans 8" # B;ona
p'0, X)o((¥', X), (6", X"))

=-w((p"(X)0', p(X)X"), (6", X))
(6", X, (p"(X)6", p(X)X"))
(P(X)X") = 6" (p(X)X) +6'(p(X)X") + 6" (p(X) X')

g

/!

o)

=0.
On déduit de ce résultat le corollaire suivant:
Théoreme 6.1.2. Tout groupe de Lie nilpotent connexe et simplement

connexe de dimension n peut étre réalisé comme sous-groupe affine du
groupe affine symplectique R™ x Sp(2n).
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Si on se place dans I’esprit de [6] on a le corollaire suivant

Corollaire 6.1.3. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simple-
ment connexe de dimension n ; il existe une loi d’opération affine symplec-
tiqgue de G dans R>" dont les orbites sont des sous-espaces affines lagrang-
iens.

On a montré dans [5] qu’étant donné une loi d’action affine de G dans
R>" la condition d’existence d’orbite affine était régie par un théoréme de
nullité de la classe de la translation de I’action affine.

Le Théoreme 6.1.2 donne une réponse partielle au probleme de réduc-
tion posé dans [18].

6.2. Variétés affines. Une application des plus intéressantes du Théo-
reme 5.2.1 est qu’il permet de construire de nombreux exemples de variétés
affines a partir des structures affines des groupes de Lie, c’est-a-dire en fait,
a partir des structures localement plates invariantes a gauche.

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe. Soit (G, V) une structure
localement plate invariante a gauche dans G. Soit & I’algébre de Lie de
G et soit (&, p) la KV-structure associée a (G, V). Soit K le noyau de
I’associateur de (&, p)

K={e€®/p(X)p(Y)¢=p(p(X)Y){,VX €&, VY € &}.

Lemme 6.2.1. K est une sous-algebre de Koszul-Vinberg de (6, p).
Preuve.  Soient ¢ et & des éléments de K ; pour X et Y dans &
on a:

PX)p(Y)p(E)E = p(X)(p(Y)p(E)E)
= p(X)p(p(Y)EE = p(p(X)p(Y)E)E
= p(p(p(X)Y)EE = p(p(X)Y)p(&)E

ce qui montre que p(K)K C K.

Soit Z le sous-groupe de Lie connexe de G associé a la sous-algebre
de Lie K .

Lemme 6.2.2. % est un sous-groupe de Lie fermé dans G .

Preuve.  En fait si un élément u de G appartient 8 % alors la trans-
lation & droite par u: v — vu est une transformation affine de (G, V);
JZ est donc la composante neutre du stabilisateur de V sous ’action de
G (dans G) par les automorphismes intérieurs.

On déduit du lemme ci-dessus le résultat suivant:

Proposition 6.2.1. Soit (G, V) une structure localement plate invari-
ante a gauche; soit % le sous-groupe de Lie connexe associé au noyau de
lassociateur de la KV-structure définie par V ; alors G|% est une variété

affine.
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Cette proposition permet de construire des exemples de variété ho-
mogenes a partie de KV-structures.

Exemple 6.2.1. Soit G un groupe de Lie dont I’algebre de Lie est en-
gendrée par labase (Z, X, Y, T) telle que

[X,Y]=2Z, [Z,X]=[Z,Y]=[Z,T]=0,
[T,X]=Y, [T,Y]=Z.

Soit (&, p) la KV-structure définie par la formule suivante
plz, x, 0, x', ¥y, ¢)=(x+0)y —utt, yy'tz'+f z—vtt' | -1 (x+1), 0)

ol u et v sont des constantes réeles fixées. Le noyau de I’associateur est
défini par le systtme y=t=0.

Exemple 6.2.2. Soit & I’algebre de Lie de dimension 4 engendré par
Z,X,Y, T suivant la loi de crochet suivante:

[XaY]=Za [X,Z]':[Y,Z]:O,
[T,Z]=2Z, [T.X]=X+Z, [T,Y]=Y.

On munit & de la KV-structure définie par la représentation linéaire suiv-
ante:

0 ¢
p(z,x,y,t)= 0 0

Le noyau de I’associateur est défini par le systéme suivant
z=x=0, y+t=0.

Exemple 6.2.3. Soit G=GL"(2,R) et 6=gl(2,R) soit X, Y, H, T
la base de ®1(2, R) telle que:

h+t X
xX+yY+hH+tT_[ y —h+t]’

Considérons I’application linéaire de & dans End(®) définie par

~-h+t 2y -3x x
2x h+t 3y y
3y 3x+y) 2h ot
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On vérifie sans difficulté les égalités suivante (voir [18])

POE - pE)E =181, [p©), pEN=pL, ¢

Le noyau de l'associateur de p est de dimension 1; de sorte que le sous-
groupe de Lie GL*(2, R) formé des éléments tels que ’automorphisme
intérieur Ad(s) laisse p stable est un sous-groupe a un parametre.
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