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SUR LES STRUCTURES AFFINES HOMOTOPES
A ZERO DES GROUPES DE LIE

NGUIFFO B. BOYOM
Dέdie a Jean-Louis Koszul et au regrette Yozo Matsushima

Introduction

Ce travail fait suite a deux travaux anterieurs consacres respectivement
au probleme general d'existence de structures affines dans les groupes de
Lie nilpotents [4], et au probleme de relevement de structures affines dans
les extensions centrales des groupes de Lie nilpotents [5]. Sauf mention
expresse du contraire les structures affines dont il est question dans les
groupes de Lie sont supposees invariantes par les translations a gauche.

Le probleme central traite dans le preesent travail est le probleme d'ex-
tension des structures affines definies dans des sous-groupes de Lie con-
nexes maximaux des groupes de Lie nilpotents. Afin de motiver le lecteur,
voici une formulation plus explicite du probleme d'extension. On fixe
dans un groupe de Lie nilpotent G un sous-groupe de Lie connexe max-
imal Go on suppose que GQ est muni d'une structure affine determinee
par une structure localement plate invariante a gauche (GQ, Vo). Existe-t-
il dans G une structure localement plate invariante a gauche (G, V) qui
induit dans Go la structure donnee (GQ, Vo) ? Cette question se trouve au
cceur du probleme d'existence de structures affines completes des groupes
de Lie nilpotents. En effet une structure affine complete dans un groupe de
Lie nilpotent G est toujours compatible avec une suite de Jordan-Holder
de G ([1], [19], [20]).

Dans le present travail on definit une classe particulariere de structures
affines dites homotopes a zero. Cette propriete d'etre homotope a zero est
une condition necessaire a Γextension, mais elle n'est pas suffisante (voir
Exemple 4.2.E4 ). On a centrέ Γanalyse sur les structures affines normales
qui ont des proprietes topologiques dites &>F . La dέcouverte remarquable
et decisive est que ces proprietes &F permettent de voir que le probleme
d'extension de structure affine apparait comme Γequivalent geometrique
du probleme topologique d'EfFacement a la Hochschild-Iwasawa-Koszul
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des classes de cohomologie des groupes a coefficients dans un module.
Cette propriete est clairment etablie au §4.2.E (voir Theoreme 4.2.E χ).

Nous allons resumer le genre des resultats centraux qu'on obtient grace
aux proprietes &>F. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe. Soit
F(G) = {e} c G{ c c Gk c c G une suite de Jordan-Holder
normal de type central. On considere un couple (G Ω , GD) de groupes de
Lie nilpotents connexes. On suppose que Ga est une extension centrale de
codimention 1 de G et on note π: GΩ —• G la projection canonique; on
suppose enfin que G est une sous-groupe connexe maximal de GD et que
F(G) c GD est une suite de Jordan-Holder normale de GD. On munit
GΩ de la suite π~ι(F(G)). On a alors

Theoreme. Les notations etant celles ci-dessus, le groupe de Lie G
possede une structure affine qui verifie les conditions suivantes:

(a) elle induit dans chaque sous-groupe Gk de F(G) une structure affine
complete;

(b) pour chaque couple (GΩ, GD) comme ci-dessus il existe dans GΩ et
dans GD des structures affines qui verifient la condition (a) pour F(GΩ) et
F(GD) respectivement et telles que le diagramme

G • GD

soit un diagramme de structures affines;
(c) on peut choisir les structures affines de GQ et de GD de (b) de sorte

qu'elles jouissent encore des proprietes (a) et (b).
Ce travail est divise en six paragraphes; en voici une breve analyse.
Le premier paragraphe est consacre aux rappels des notations qui sont

utilisees dans la suite. On y donne une formulation plus explicite des
problemes qui sont traites.

Le deuxieme paragraphe est consacre pour Γessentiel a la description des
certains complexes de cochaines dont des classes de cohomologie jouent
des roles dans les problemes d'extension et de relevement de structures
affines.

Le troisieme paragraphe est consacre a la formulation topologique du
probleme d'extension et du probleme de relevement en terme de theoremes
de nullite de certaines classes de cohomologie des complexes decrits au
deuxieme paragraphe. Le Theoreme 3.3.1 est done en fait un theoreme
d'effacement a la Hochschild-Iwasawa-Koszul [21].
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Au quatrieme paragraphe on introduit les structures normales qui veri-
fient les proprietes c^F . Ces proprietes ont une signification geometrique
qui est donnee sous la forme de commentaire. On y montre έgalement
comment les proprietes 3°F permettent de rammener le probleme geome-
trique d'extension de structures affines au probleme topologique d'efface-
ment des classes de cohomologie. Le resultat central de ce paragraphe est
le Theoreme 4.2.1 qui permet ulterieurement d'etendre les proprietes &F

a certaines extensions et a certains relevements des structures afFfines qui
verifie &F.

Le cinquieme paragraphe est consacre pour Γessential a la demonstration
du theoreme d'existence des structures affines qui vέrifient &F . Le Theo-
reme 5.2.1 est pour ainsi dire la "Finale".

Le sixieme paragraphe indique deux sorties interessantes, Γune vers les
varietes affines homogenes; la seconde vers la geometrie symplectique.

Le lecteur trouvera tout au long de ce travail de nombreux exemples qui
ont pour but soit d'illustrer les notions introduites, soit d'en legitimer la
necessite.
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I. Structures affines et structures de variete localement plate

Sauf mention expresse du contraire les varietes differentiables qui sont
considerees dans ce travail sont connexes et paracompactes. Tous les ob-
jets geometriques definis dans les varietes differentiables sont supposes
differentiables; la classe de differentiablite est C°° .

1.1. Structure de variete localement plate. Soit M une variete differenti-

able de dimension m . Soit V la derivation covariante d'une connexion
linearie definie dans M. Soient 91 et Ψ les tenseurs de courbure et de
torsion de V . Pour des champs de vecteurs X, Y et Z definis dans M
on a

, Y)-Z = VχVγZ - VγVχZ - V[χγ]Z,

&(X, Y) = VχY-VγX-[X, Y).

Lorsque les tenseurs 9ί et Ψ sont identiquement nuls on dit que la con-
nexion V est localement plate.

Definition 1.1.1. Une structure de variete localement plate consiste en
un couple (AT, V) oϋ M est une variete differentiate et V est une
connexion linearie localement plate definie dans M.

Soit Rm Γespace numerique muni de sa structure de variete differentiable
naturelle. Soit Γa le pseudo-groupe de Lie transitif dans Rm engendrepar
les germes des transformations affines inversibles de Rm ([10], [22], [23]).

Definition 1.1.2. Une structure affine dans M consiste en la donnee
dans la structure differentiable de M d'un Γa-atlas % = {(t/.r, Φ,),^/}

Soit (Λf, V) une variete localement plate. Soit x e M notons U(x)
un voisinage ouvert de x qui est normal relativement a la connexion
lineaire V [11]. L'ouvert U(x) est Γimage par Γapplication exponentielle
Exp v d'un voisinage ouvert convexe de Γorigine de TχM\ soient y et y
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des points dans U(x),il existe une unique geodesique de V d'extremites
y et y et toute entiere contenue dans U(x). L'atlas constitue des cartes
locales (U(x), (Expv)~ ) est un Γfl-atlas. Inversement supposons que
(M, 2Q soit une structure de variete affine, ^ = (Un, φa)aeA etant un
Γa-atlas. On associe alors a (M, %f) la variete localement plate (M, V)
oύ la connexion llineaire V est definie dans les cartes (Ua , φa) par

Ί h ? ' ι = l, ' - , n ,

oϋ (xj*, — , x^) sont les coordonnees locales associees a la cart (Un, φa).
La connexion ainsi definie est visiblement localement plate. On obtient
ainsi le resultat bien connu (voir e.g. [9], [8]).

Proposition. Toute structure de variete localement plate (M, V) deter-
mine une et une seule structure affine (M, ft) et reciproquement.

1.2. Structures affines des groupes de Lie. Les groupes de Lie qui sont
consideres sont reels. Soit G un groupe de Lie dont Γalgebre de Lie des
champs de vecteurs invariants a gauche est notee 6 . Soit (G, V) une
structure de variete localement plate definie dans G. Pour tout a € G soit
Ln la translation a gauche par Γelement a La est un diffeomorphisme de
la variete G. On dit que la structure localement plate (G9 V) est invari-
ante a gauche si la connexion linearie V est invariante par les translations
a gauche Ln , ae G. Compte tenu de la proposition ci-dessus les Ln sont
des transformations affines de la structure affine associee a (M, V). Sup-
posons que (G, V) soit une structure localement plate invariante a gauche
dans le groupe de Lie G soient X et Y des champs de vecteurs invari-
ants a gauche, alors le champ de vecteurs V^ Y est invariant a gauche. On
associe done a (G, V) la representation lineaire p: (3 —• End[0] definie
par

La platitude locale de (G, V) entraine que la representation p jouit
des proprietes suivantes: Pour tout triplet (X, Y, Z) d'elements de 0
on a

(a) p(X)Y-p{Y)X = [X,Y],
(b) p{p{X)Y)Z - p(X)p(Y)Z = p(p(Y)X)Z - p(Y)p(X)Z .

Definition 1.2.1. Une structuree de Koszul-Vinberg dans un groupe de
Lie G consiste en la donnee dans Γalgebre de Lie 0 d'une multiplication
(X, Y) —• X Y qui verifie les deux conditions suivantes

(a) XY-YX = [X,Y],
(b) (XY)Z-X(YZ) = (YX)Z-Y(XZ).
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On voit qu'il y a correspondance bijective entre les structures locale-
ment plates invariantes a gauche dans G et les structures de Koszul-
Vinberg. Dans la suite on dira KV-structure de G au lieu de structure de
Koszul-Vinberg; ces structures se recontrent dans de nombreux problemes
de topologie et de geometrie ([7], [12], [6], [7], [8], [26], ).

Definition 1.2.2. Une structure affine dans G est appelee structure
afflne de groupe de Lie si elle est associee a une structure localement plate
invariante a gauche.

Compte tenu des correspondances decrites precedemment toute pro-
priete de structure localement place invariante a gauche a son analogue
dans la KV-structure associee. Une structure affine est dite complete
lorsqu'elle est associee a une structure localement plate (M, V) complete;
ce qui signifie que les geodesiques de la connexion lineaire V sont definies
dans R tout entier. On a en particulier le resultat suivant:

Proposition 1.2.1. ([7], [8], [3]). Soit (G, V) une structure localement
plate invariante a gauche dans le groupe de Lie G soit (X, Y) —• XY la
KV-structure obtenue en posant XY = VχY. Les assertions suivantes sont
equivalentes:

(i) La connexion lineaire V est complete',
(ii) pour tout element fixe Yo e 0 Vapplication lineaire X —• XYQ + X

est bijective',

(iii) il existe une action afflne simplement transitive du revetement uni-

versel G de G dans Γespace vectoriel & dont la differentielle en Vέlέment

neutre est Γhomomorphisme X —• (X, Vχ) e ( 3 x End(0).

Soit (G, V) une structure localement plate qui verifie une des condi-
tions (i), (ii), (iii) de la Proposition 1.2.1; alors G est necessairement un
groupe de Lie resoluble ([18], [3]).

Ce travail est consacre pour Γessentiel a Γetude de certaines structures
localement plates invariantes a gauche dans les groupes de Lie nilpotents.
II revient au meme de se placer au niveau local, c'est-a-dire au niveau des
algebres de Lie nilpotentes.

1.3. Drapeau normal de type central d'une algebre de Lie nilpotente.
Nous allons mettre en evidence certaines proprietes des structures affines
des groupes de Lie nilpotents. La plupart de ces proprietes ne sont pas
nouvelles, meme si les demonstrations que j'en donne ici different assez
souvent de celle qui existent dans la litterature (voir e.g. [1], [19], [20]).

Dans tout ce qui suit G est un groupe de Lie nilpotent d'algebre de
Lie 0 et V est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps R
des nombres reels. Soit (q, f) un homomorphisme continu de G dans le
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groupe affine V x GL(F) de V. On designe par V° le nilespace de la
representation f et par V* le sous-ensemble de V constitue des points
fixes de Faction affine de G dans V determinee par (q, f).

Proposition 1.3.1. Soit (q,f) une loi dOperation affine de G dans V.
Si le nilespace V° est reduit au sous-espace nul, alors il existe un point
veV*.

Preuve (voir Bourbaki, groupe et algebre de Lie ch. 3 or 4). On fait
operer G dans W = V xR en posant

La projection (v, t) —• t est un G-homomorphisme surjectif; R etant
considere comme G-module trivial. Puisque G est nilpotent W° se pro-
jette sur R° = R. Si V° = {0} alors W° est une droite engendre par
un element (υ0, 1) avec υ0 Φ 0. On a done tf(g)υ0 - q(^), 1) = (υQ, 1)
quel que soit g e G\ cela montre que le f-cocyck q est cohomologue a
zero et Γelement -υQ e V*.

La proposition a comme consequence le corolaire suivant.
Theoreme 1.3.1 ([1], [19], [20]). Soit (q, f) comme dans la Proposition

1.2.2; si (q, f) determine une loi d'opέration affine transitive de G dans
V, alors V° = V.

Demonstration. Puisque (q, f) est transitive, la Proposition 1.2.2 en-
traine que V° φ (0). Par ailleurs ce sous-espace V° est stable par la
representation lineaire f de G dans V. Le couple (q, f) determine done
une representation affine (q,f) de G dans V/V°\ cette representation
determine une loi d'operation transitive de G dans Vj V° . Si V° Φ V
la Proposition 1.2.2 assure que (V/V°f Φ (0). Comme G est nilpotent
on a π{V°) = {V/V°)°, ce qui contredit le fait que (V/V°)° φ (0). Le
Theoreme 1.2.3 est demontre.

Le classique Theoreme 1.2.3 dit done que chaque fois qu'un groupe de
Lie nilpotent G opere affinement et transitivement dans V, il existe dans
V un drapeau qui est stable par la partie lineaire de la representation affine
G —• Aff(F). Voila pourquoi au numero 1.3 ci-dessous on s'interessera aux
drapeaux dans les algebres de Lie nilpotents.

Le Theoreme 1.2.3 permet en fait de caracteriser les lois d'operations
affine transitives des groupes de Lie nilpotents (voir e.g. [1]) comme le
prouve le theoreme suivant.

Theoreme 1.3.2 (theoreme de transitivite). Soit (q, f) une loi d'opera-
tion affine d'un groupe de Lie nilpotent G dans un V. Alors les deux
assertions suivantes sont equivalentes:
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(a j) (q, f) est transitive.

( a 2 ) V° = V et il existe dans V un v dont lorbite est ouverte.

Demonstration. Le fait que (a χ ) =» ( a 2 ) resulte du Theoreme 1.2.3.
Pour montrer que (a 2 ) =» (a t ) on procede par recurrence sur la dimension
de V. Si dim F = 1, alors G opere par translation dans V . L'existence
d'un v G V dont Γorbite est ouverte entraine que (q, f) = (q, Id?;) in-
duit un homomorphisme continu non constant q de Γabelianise G/[G, G]
dans V une telle application est necessairement surjective.

Supposons maintenant que le Theoreme 1.2.4 soit vrai en dimensions
< n et soit V un espace vectoriel de dimension n + 1 . Considerons une
loi d'operation affine (q, f) d'un groupe de Lie nilpotent G dans V qui
verifie ( a 2 ) . II existe alors dans V une droite vectorielle Δ qui est stable
par la representation lineaire f point par point. Soit GA = q - 1 (Δ), c'est
un sous-groupe de Lie de G et la restriction a Δ de (q, f)|G est transitive.

Notons (q, f) la representation affine de G dans V/A heritee de (q, f)
par passage au quotient. Puisque la projection canonique V A V/A est
ouverte, (q, f) verifie ( a 2 ) . L'hypothese de recurrence assure que (q, f)
est transitive. Ainsi quels que soient v et υ dans V il existe g eG tel
que π{v) = }(g)π(v)+q(g). Autrement dit il existe (g, δ) e GxA tel que
υ' ~ f(^)^+ cl(^)+^ Soit Gυ le sous-groupe stabilisateur de υ , Γinclusion
Δ c F montre que Gv ne depend que de π(v) e V/A. Puisque π: V —•
V/A est un G-homomorphisme la transitivite de (q, f) implique que toute
classe v = π(v) possede un representant dans Γorbite de Γorigine G(0),
0 € V , et puisque dimG?; ne depend que de π(υ) on voit que dimGv =
c t e , υ € V. L'existence d'un point a orbite ouverte pour (q, f) entraine
que (q , f) est transitive, cela termine la demonstration du Theoreme 1.2.4.

Commeήtaire. Le lecteur trouvera dans [1] une demonstration d'un
enonce analogue a celui du Theoreme 1.2.4. Dans [1] on suppose que
Γaction affine associee a (q, f) est localement libre en Γorigine (hypothese
non necessaire ici). Ce qui est frustrant dans la demonstration de [1] est
qu'on y applique un theoreme d'existence de sous-groupe a un parametre
de translations non triviales. On sait qu'un tel sous-groupe n'existe pas
toujours. Voici une famille de lois d'operation affine sans sous-groupe a
un parametre de translations noh triviales.

On munit M4 de la loi crochet suivante

[X, X'] = [(x, y, z, t), (x >y , * , t')]

= {yz - yz + tz - t z, 0, ty - t'y, 0).
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A tout (M, υ) e R4 on associe Γapplication (q, fMU) de R4 dans (R4 x

End(R4)) definie par q = idR4, et

iuv{x,y, z , ή {x ,y , z , t')

= (yz + tz - utt', zz + ta' + ί'x - vtt', -y/ - ίί ', 0).

Le couple (q, juv) est un homomorphisme d'algebre de Lie. Soit G le
groupe de Lie connexe et simplement connexe dont Γalgebre de Lie est
R muni du crochet defini ci-dessus. II existe un homomorphisme con-
tinu (q, fMV) de G dans le groupe R4 x GL(R4) dont la differentielle
en Γ element neutre est (idR4, f u v ) . En vertu du Theoreme 1.2.4 (q, f)
determine une action transitive de G dans R 4 . On observe que fuυ

etant injective il n'existe pas de sous-groupe a un parametre de transla-
tions non triviales. C'est D. Fried qui le premier a construit un exemple
d'action transitive sans sous-groupe a un parametre de translations non
triviales (voir aussi [8]). La famille (idM4, fMυ) montre aussi qu'en general
le drapeau dont Γexistence est assuree par le Theoreme 1.2.3 n'est pas un
drapeau d'ideaux. C'est entre autres en raison de ces remarques qu'on va
s'interesser a des drapeaux particuliers dans les algebres de Lie nilpotentes.

Soit 0 une algebre de Lie nilpotente. Soit (Ck(ϋ))k la suite centrale
descendante de (5 cette suite est definie par recurrence de la faςon suiv-
ante: C0(<9) = 6 , Ck+ι{β) = [β , Ck(6)]. Les sous-espaces Ck{&) sont
des ideaux caracteristiques de Γalgebre de Lie 0 . On a evidemment les
relations d'inclusion

Soit F(β) un drapeau defini dans Γespace vectoriel (5 on a

oϋ <5k est un sous-espace vectoriel de dimension k de (5 .
Definition 1.3.1. Le drapeau F(Q5) est dit normal lorsque les sous-

espaces vectoriels <$k sont les ideaux de Γalgebre de Lie (3 .
Tout algebre de Lie nilpotente 0 possede un drapeau normal; de plus

tout ideal S) d'une algebre de Lie nilpotente 0 coincide avec un sous-
espace d'un drapeau normal de 0 .

Definition 1.3.2. Un drapeau normal F(<8) est dit de type central
lorsque F(<8) est plus fin que la suite centrale descendante (Ck(Q))k.

Si F(β) = O c < 5 1 c C0fcC est normal de type central alors
chacun des ideaux Ck{ϋ) coincide avec un des ideaux de la filtration
F(&). En vertu de la Proposition 1.2.1 chaque KV-structure complete
definie dans un groupe de Lie nilpotent G preserve un drapeau
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dέfini dans son algebre de Lie 0 . En general le drapeau ainsi obtenu n'est
pas normal.

Exemple 1.3.1. Soit 0 Γalgebre de Lie de dimension 4 definie ci-dessus
et dont le crochet est defini en les coordonnees notees (z, x, y, t) par la
formule suivante

[ ( z , x, y, t), (z , x , y , t')] = ((x + * ) / - ( * ' + t')y ,0,tx - t'x, 0 ) .

On definit dans 0 comme decrit plus haut la KV-structure associee a la
representation qui associe a (z, x, y, y) la matrice carree

"0 0 x + t -t
t 0
0 0
0 0

p(z,x,y,t) = y

0
0

z - t
-x - t

0
On a visiblement

p{z, x, μ, y) , x , , / , /) (z, x, j;, ί)

, t ) , (z ,x ,y , t)].

L'ideal derive [0, 0] est Γalgebre de Heisenberg de dimension 3 et © est
Γextension de Re4 par fi3 associee a la derivation de S)3 dont la matrice
dans la base (e{, e2, e3) est

0
0
0

0
0
1

Γ
0
0

Δ est nilpotent; ce qui assure que 0 est nilpotente. On verifie aisement
que la KV-structure associee a p verifie la condition (ii) de la Proposition
1.2.1. En fait si on fixe (z', x \y, t') Γunique solution du systempe
suivant , , ,

z + xy + ty - tt = 0,
χ + yy +tz +t'z-tt' = 0,
y - t'x - tt' = 0,

= 0
est (z, x, y, t) = ( 0 , 0 , 0 , 0 ) . Soit Fifi) le drapeau engendre par la
suite (e2, eχ, e3, e4) ce drapeau est preserve par p en fait la matrice de
p dans la base (e2, e{, e3, e4) devient

p(x, z,y, t) =

υ
0
0
0

0
0
0

y

0
0

z-t
-t

-x-t
0

Cependant le drapeau F((3) n'est pas normal.
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1.4. Quelques proprietes des KV-structures normales completes. Nous

fixons un groupe de Lie nilpotent G dont Γalgebre de Lie est 0 . On
suppose que G est muni d'une structure localement plate invariante a
gauche (G, V). Soit ( 0 , p) la KV-structure determinee par (G, V). Si
(G, V) st normale et complete alors ( 0 , p) preserve un drapeau F(<5) =
βj c c ^ c Ciδ dont chaque sous-espace vectoriel <ΰk est un
ideal de dimension fc de β . Nous supposerons par commodite que 0
est connexe et simplement connexe. II existe un homomorphisme continu
(q, f) de G dans 0 x GL(0) dont la differentielle en Γέlement neutre est
( id 0 , p). En vertu du Theoreme 1.2.3 la completude de (G, V) assure
que le sous-groupe f(G) de GL(0) est unipotent; cela veut dire que les
elements de f(G) sont des matrices unitriangulaires

"I

.0 l j

Pour chaque k e N, soit Gk le sous-groupe de Lie connexe associe a
Γideal &k du drapeau 0 1 c c 0 ^ c c 0 . Chaque sous-groupe
Gk herite d'une KV-structure complete; de sorte que les fleches de la suite
exacte suivante

1 - Gk -> G - G/Gk -> 1

sont des applications "afίines". On a en particulier les deux cas extremes
suivants:

oύ n = dimG. Chacun des groupes G{ et G/Gn_{ est isomorphe soit a

E, soit a S 1 ; chacun de ces groupes a une unique structure complete qui est
sa structure triviale. Le Theoreme 1.2.3 assure que toute structure normale
complete dans G est obtenue a partir d'une structure analogue definie soit
dans Gn_{ soit dans G/G{ on obtient done la structure de G soit par
relevement d'une structure dans G/G{ soit par extension d'une structure
dans Gn_{ . Cela explicite et legitime Γattention portee aux structures
completes normales ainsi qu'aux problemes d'extension et de relevement
de ces structures. Le probleme de relevement a fait Γobjet de [4]. Ce
probleme reapparaitra de temps en temps dans le present travail.

Considerons une structure localement plate invariant a gauche ((?, V)
definie dans un groupe de Lie quelconque G. La condition necessaire et
suffisante a Γextension de {G, V) est la nullite de certaines classes de co-
homologie. Le §11 est consacre a la description des espaces de cohomologie
oϋ habitent les obstructions dont on vient de parler.
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II. Certains espaces de cohomologie attaches aux KV-structures

Soit 0 une algebre de Lie munie d'une KV-structure. Soit Γespace
vectoriel dual de Γespace vectoriel sous-jacent a 0 . Conformement aux
notations anterieures on designe par p(X) la multiplication a gauche par
i G β . Soit p* la representation duale de p. On identifiera le produit
tensoriel /\ι 0* ® 0 avec Γespace des applications /-lineaire alternees de
0 dans 0 . La representation lineaire duale p* est definie en posant pour
tout ( I , f i ) G 0 x 0 * : P*(X)Θ = -θo p(X). Le produit tensoriel p®p*
definit une representation lineaire de 0 dans End(0) qui sera notee p.
Soit ( I , ^ ) G 0 X End(0) on verifie aisement la relation

2.1. Complexe de Chevalley-Eilenberg. Dans la suite interviennent des
espaces de cohomologie des complexes de Chevalley-Eilenberg attaches aux
representations lineaires p, p* et p respectivement. D'une faςon gener-
ale soit 0 une algebre de Lie et soit r une representation lineaire de 0
dans un espace vectoriel V. On associe a r le complexe de coch^ines
C r (0, V) dont l'espace des /?-cochaines, Cf(0, V) est le produit ten-
soriel /\p 0* ® V et dont Γoperateur differentiel est Γapplication dr de
Cf(0, V) dans Cf + 1 (0 , V) qui associe a fe Cf(0, V) Γelement drf
defini par la formule suivante:

(ri f\( Y Y \ — \ "V 1 Vr( Y \ fί Y Ϋ Y \
\a

rJ )\AQ > " ' 9 Λp) — 2-J^~ > r\Λi)J\Λ0 ' " ' ' Λ i ' ' " ' ' Λp)
ι=0

KJ

Le symbole X signifie Γomission de Γargument X.. On a visiblement dro

dr = 0. L'espace des /?-cocycles est le noyau Z p ( 0 , V) de dγ: Cf ( 0 / , V)

-> C r

p + 1 (0, V) et l'espace de /?-cobords est Γimage Bp(β, V) de dr:

Cp

r~\e,Ύ) -+ Cf(0, V). Les cobords df e Bp(fgG, V) sont des co-

cycles exacts; on dira qu'une (p - l)-cochaine / est une primitive du

p-cocycle exact u e Zp(<5, V) si drf = u. On a la relation d'inclusion

Bp(β,V)c Z p ( 0 , F ) . Le p ί έ m eespace de cohomologie de 0 a coefficients

dans V est l'espace vectoriel quotient Hp(β, F) = Z / 7 (0, V)/Bp(<δ, V).

Lorsqu'il y aura plusieurs representations linέaires de la meme algebre de

Lie on evitera les confusions en indexant les espaces de cohomologie par

les representations qui les definissent. On fera deux exceptions a cete

convention, (i) Lorsque V est le corps des nombres rέels et que r est
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la representation triviale, Γespace de cohomologie sera note i/*(0, R);
c'est Γalgebre de cohomologie scolaire de [9]. (ii) Si V = 0 et si r est
la representation adjointe r(X) Y = [X, Y], Γespace de cohomologie
sera note //*(0, 0) au lieu de # a d ( 0 , 0 ) . Si r est une representation
lineaire de 0 dans lui-meme autre que la representation adjointe on notera
i/*(0, 0 ) , # * ( 0 , 0*) et # * ( 0 , End(0)) les espaces de cohomologie des
complexes de Chevalley-Eilenberg attaches a r, r* et r respectivement.

2.2. Complexe de Koszul-Spencer ([10], [23]). Soient V et W des
espaces vectoriels de dimension finie sur un corps commutatif de car-
acteristique nulle. Pour tout p e N on designe par Sp V* le sous-espace
homogene de degre p de Γalgebre symetrique de F * . Soit 0 un sous-
espace vectoriel de V* ® W on dέfinit par recurrence sur p e iV le
prolongement d'ordre p de 0 en posant:

0° = 0 ; <$p+ι = F* 0 0 P Π ^ + 1 F * 0 FT.

L'espace vectoriel 0 P + 1 est done un sous-espace des applications lineaires
de V dans (δp . Soit v G F , on associe a v Γapplication evaluation:

Le complexe de Koszul-Spencer de 0 est le complexe bigradue par les
sous-espaces vectoriels KSP ' q definis de la faςon suivante:

= O s i p < 0 e t 9 < - 1 ,
P

= /\V*®W si p > 0 et q = - 1 ,

= /\ F* (8) <δq sip>0etq>0.

L'operateur differentiel d: KSP'^+1(0) -> KS/7+1'^(0) est defini par la

formule suivante: soit / dans KSp ί ? + 1(©) et soit (υ{, •• , vp+{) dans

Λ P + 1 F , o n a

df(vl9 - , V i )

On verifie directement que d2 = 0. On note Hp'g(<d) l'espace de coho-
mologie en KSp'^(0) de la suite suivante

Λ K S ^ ^ ^ ί β ) - ^ KS p '*(0)Λ K S ^ ^ ' ^ β ) - ^ .

Pour chaque couple (p, q) eN xN la suite ci-dessus est bornee a droite

par le terme f\p+q~{ V* ®W. On va voir que le complexe de Koszul-
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Spencer permet d'etablir un lien entre les divers espaces de cohomologie
associe a une KV-structure.

Soit 0 une algebre de Lie munie d'une KV-structure ( 0 , p). Pour
chaque q e N on va pour 0*g = 5^+ 10*. On munira chaque <δ*g de
la structure de ©-module dέfinie par la puissance tensorielle ®^ p* de
p*. On peut associer a chaque q e N le complexe de Chevalley-Eilenberg
C*(0, ®*q). L'espace des p-cochaines de C*(0, 0**) est /\p ®* ® ®** >
qui n'est pas autre chose que l'espace des (/?, #)-cochaines du complexe de
Koszul-Spencer KS(0*). On a done pour chaque couple (/?,#) E N x N
le carre (non commutatif!) suivant:

Ce carre est commutatif au signe pres; cela veut dire que pour / dans
C p + 1 (0,0*« + 1 ) on a:

oύ e M = ± 1 depend des parites de p et de q. D'une faςon generale
si on note ί Γoperateur difFerentiel du complexe scalaire C*(β, E) le
diagramme des complexes ci-dessous commute au signe pres:

>,0

'Ί

Dans ce diagramme les suites horizontales sont les suites de Koszul-Spencer,
les suites verticales sont les suites de Chevalley-Eilenberg associees aux
puissances tensorielles de p* la suite verticale bordante a droite est le
complexe des cochaines scalaires de Γalgebre de Lie 0 [14]. Par un argu-
ment classique on montre que le complexe KV(0*) est acyclique ([10],
[23]); Γoperateur differentiel d induit une application lineaire 9* de
Hp{e, 0*) dans // / 7 + 1 (0, R). On sait que le probleme de relevement
de ( 0 , p) dans des extensions centrales de codimension 1 de Γalgebre
de Lie 0 se ramene a Γetude de Γapplication lineaire dx: Hι(<&, 0*) —•



LES STRUCTURES HOMOTOPES A ZERO 873

/ / 2 ( 0 , R) [5]. Une KV-structure ( 0 , p) a la propriete de relevement si et
seulement si dιHι

p(<5, 0*) = H2(<δ, R). Quant au probleme d'extension
il se traduit de faςon naturelle en terme de relation entre //*(0, 0) et
i/*(0, End(0)),d'unepartetentre //*(0, End(β)) et 77*(0, 0) d'autre
part. Soit en fait ( 0 , p) une KV-structure; nous allons interpreter p
comme un 0-homomoφhisme de la representation adjointe dans la repre-
sentation lineaire p i.e., on a pour (X, Y) dans 0 x 0

L'homomoφhisme /? induit un homomorphisme du complexe des co-

chaines (Cp(<5, 0)) p dans le complexe des cochaines (C^(0, End(<8))) .

On note alors pp: / / p ( 0 , 0 ) -+ //f(0, End(0)) l'application lineaire

derivee de p. Le probleme d'extension de p se ramene a Γetude de

l'application lineaire pι: Hx[e9 0) ->Hι

p{<5, End(β)) ([4], [5]). La suite

est consacree a Γetude de cette application pι.
2.3. Effacement des classes de cohomologie. L'objectif de ce numero

2.3 est d'introduire la notion d'effacement des classes de cohomologie des
groupes a coefficients dans des modules.

Soit G un groupe abstrait; soit V un espace vectoriel sur un corps
commutatif de caracteristique nulle. On suppose que V est equipe d'une
structure de G-module et on designe par CP(G, V) Γespace vectoriel des
/7-cochaines a coefficients dans V . Soit d Γoperateur differentiel qui en-
voie CP{G, V) dans Cp+ι{G, V) suivant la formule suivante

p

d f ( g 0 , ••• , g p ) = g O ' f ( g { , ••• , g p ) - Σ ( - ι ) ' f ( > ••• > gigi+\> '" ' Sp)

On designe par HP(G, V) Γespace de cohomologie en CP(G, V) du com-
plexe ainsi defini.

Soit W un autre G-module; un application lineaire φ de V dans W
est un G-homomoφhisme si φ est G-equivariant (on dit aussi que φ
est un invariant du (/-module Hom(F,W /)). Tout (7-homomorphisme
φ de V dans W induit un homomorphisme du complexe C*(G, V)
dans le complexe C*(G, W) dont Γhomomoφhisme derive est note φ*:
H*(G, V) —• H*(G, W), φ* est une application lineaire de degre zero.

Definition. Soit G un groupe abstrait; une classe de cohomologie [θ]
de G a coefficients dans un G-module V est dite effaςable s'il existe un
(/-module W et un G-homomoφhisme injectif φ de V dans W tel que
φ*[θ] = 0.
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Nous ferons plus loin usage d'une variante du theoreme suivant.
Theoreme (d'effacement) 2.3.1 (Hochschild-Iwasawa). Si G est un

groupe resoluble alors toute classe de cohomologie de G a coefficients dans
un G-module est ejfaςable.

Soit G un groupe de Lie, supposons que V soit un G-module con-
tinu, cela veut dire que la structure de G-module est definie par un ho-
momorphisme continu Θ de G dans GL(F). On designe alors par
ΩP(G, V) Γespace des /?-formes equivariantes definies dans G a valeurs
dans V. En fait Faction de G dans lui-meme par les translations a
gauche se releve en une action de G dans /\* TG oύ Λ^ TG est le fibre
des tenseurs antisymetriques de type (p,0) (i.e., p fois covariant). On
considere le fibre vectoriel trivial G x V de base G. Puisque V est
un G-module, les translations a gauche induisent une action de G dans
G x V alors Ω^(G, V) n'est pas autre chose que Γensemble des applica-
tions lineaires G-equivariantesde /\p T G dans la fibre {^}xF de GxV .
Soit 0 Γalgebre de Lie de G, un element a e ΩP(G, V) est determine
par la donnee de a\AP# et reciproquement; autrement dit Ω#(G, V) est
determine par Ω^(G, V).

Soit θ la differentielle en l'element neutre e e G de Θ; alors Ω#(G, V)
est cohomologiquement equivalent au complexe de Chevalley-Eilenberg
C£(β, V). L'application de la notion d'efFacement rappelee ci-dessus se
fera pour les classes de complexe analogue a Ω (G, V). Une utilisation
efficace des outils de ce §11 necessite des presentations particulieres des
groupes de Lie nilpotents. Le §111 est consacre a ces presentations.

III. Presentations des algebres de Lie nilpotentes et probleme d9extension

3.1. Presentation des algebres de Lie nilpotentes. Soit & unealgebrede
Lie nilpotente de dimension AZ+1 , n > 0. On va rappeler les presentations
de 0 qui sont utilisees dans la suite (voir aussi [5]). Soit 0O une sous-
algebre de Lie de dimension n dans (5. On identifie 0 avec le produit
d'espace vectoriels β o x l . La structure de crochet de 0 est alors definie
par la donnee d'une derivation nilpotente D de 0O telle que pour tout
((X, JC) , (Y, y)) dans (<80 x l ) x ( ? o x l ) ~ β x 0 on a

( r , ) [(X, x),(Y, y)] = (I* , Y ] + D ( χ Y - y X ) , 0 ) .

Dans la suite on ecrira 0 = (0 O , D) pour signifier que Γespace vectoriel
0 est le produit 0O x R et que le crochet de 0 est donne par la formule

( r , )
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Considerons maintenant un ideal de dimension 1 dans 0 et notons
a Γalgebre de Lie quotient de 0 par cet ideal. L'espace vectoriel 0
s'identifie canoniquement avec l'espace produit R x a . La loi de cro-
chet dans 0 est determinee par la donnee d'un 2-cocycle scalaire Ω e
Z (a, E) le crochet dans 0 ~ R x a est alors donnee par la formule
suivante

( r 2 ) [(*, X)',(y, Y)] = (Ω(X, Y),[X, Y\).

On ecrira <S = (Ω, a) pour signifier que le crochet dans 0 est determine
par le cocycle Ω suivant la formule ( r 2 ) .

Soit 0 une algebre de Lie nilpotente de dimension n + 29 n > 0. II
existe un triplet (Ω, a , D) forme d'une algebre de Lie nilpotente a de
dimension n, d'un 2-cocycle scalaire Ω e Z 2 ( a , R) et d'une derivation
nilpotente D de Γalgebre de Lie a , ces donnees etant liees par les condi-
tions suivantes:

(i) La 2-cocycle DΩ{X, Y) = -Ω(DX, Y) - Ω(X, DY) est cohomo-
logue a zero; autrement dit il existe une 1-cochaine scalaire α telle que
DΩ = δa.

(ii) Conformement aux presentations (r { ) et (r 2 ) il existe une injection
canonique de (Ω, a) dans 0 et une projection canonique de 0 dans
(a, D) qui rendent commutatif le diagramme suivant:

(Ω, a) • 0

a • (a, D)

Remarque 3.1.1. Les donnees etant celles ci-dessus, les assertions suiv-
antes sont equivalentes (i) DΩ ~ 0 (cohomologue a zero), (ii) il existe un
2-cocycle scalaire Ω e Z 2 ( ( a , D), R) tel que Ω = Ω| a (iii) il existe une
derivation nilpotente D de (Ω, a) telle que 0 = ((Ω, a ) , D). Le plus
souvent on ecrira a Ω pour (Ω, a) et a D pour (a, D). La presentation
0 = (Ω, a , D) signifiera que Γalgebre de Lie 0 est determinee par le
triplet (Ω, a , D) suivant le diagramme ( r 3 ) .

Remarque 3.1.2. Les presentations (a,Z)) et (Ω,a) peut etre rem-
placees par (a, D1) et (Ω', a) respectivement si [Ω] = [Ω'] E // 2 (a, R)
et si [D] = [Df] eHι(β,e). Autrement dit si [D] = [Df] et [Ω] = [Ω;]
les algebres de Lie a D et aD# (resp. a Ω et aΩ/) sont canoniquement
isomorphes; cette observation sera utilisee implicitement dans la suite.

3.2. Probleme d'extension des KV-structures. Soit 0 une algebre de
Lie (nilpotente ou non) de dimension n munie d'une KV-structure ( 0 , p).
Soit D une derivation de Γalgebre de Lie 0 .
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Conformement aux notations du numero 3.1 soit ®D Γalgebre de Lie
de dimension n + 1 determinee par le couple ( 0 , D).

Probleme d'extension. Existe-t-il dans <δD une KV-structure (<δD , pD)
telle que Γhomomorphisme inclusion 0 —• <&D soit un homomorphisme
de KV-structure ?

Lorsqu'il existe une KV-structure (<δD, pD) satisfaisant a la condition
requise on dit que ( 0 , p) a la propriete de Z)-extension.

Exemple 3.2.1. Soit 0 une algebre de Lie commutative de dimension
n, munie de sa KV-structure triviale ( 0 , σ) i.e., σ(X) Y = 0. Quelle
que soit la derivation D de 0 ( 0 , σ) a la propriete de D-extension; il
suffit pour cela de definir ( 0 D , σD) en posant

Example 3.2.2. Soit # 3 Γalgebre de Heisenberg. On fixe une base
{eχ, e2, <?3) de ή 3 telle que [e2, e3] = ex, [eχ, ^2] = [eχ, e3] = 0. On
munit ή 3 de la KV-structure:

ρ(x{, x 2 , x 3 ) (y 1 , y 2 , y3) = ( x 2 y 3 , 0 , 0 ) .

Soit D la derivation de ή 3 definie par:

D{xx, x 2 , x3) = {x2 +x3,x3, 0).

La KV-structure ci-dessus n'a pas la propriete de Z)-extension.
3 . 3 . O b s t r u c t i o n s a Γ e x t e n s i o n d'une KV-structure. S o i t ( © , / > ) u n e

KV-structure definie dans une algebre de Lie quelconque 0 . L'obstruction
a Γextension de ( 0 , p) dans une extension 0 D est une sequence de
classes de cohomologie (non independantes) definies dans H*(<ΰ, End(0))

et dans Hι

p{Φ, 0) respectivement. Soit Hι{&, 0) Γalgebre de Lie des
derivations exterieures de Γalgebre de Lie 0 . On a deja observe que p
induit une application lineaire p{ de Hι(ΰ,ΰ) dans / / ] ( 0 , End(0)).
Notons Der(0) Γalgebre de Lie de toutes les derivations de Γalgebre de
Lie 0 . On a le lemme suivant.

Lemma 3.3.1. Soit D e Der(0), pour que p ait la propriete de D-
extension ilfaut que la classe pι[D] e //J(0, End(β)) soit nulle.

Preuve. Supposons qu'il existe une D-extension ( 0 D , pD) de (0 , p).
On identifie 0O avec le produit 0 x R, de sorte qu Γon a pour tout X
dans 0 [(0, 1), {X, 0)] = {DX, 0). Soient X et Y dans 0 , on a

pD(0, l)pD(X, 0) (Y, 0) - p(pD(0, 1) • (X, 0))(Y, 0)

= p(X)pD(0, l)(Y, 0) - p(pD(X, 0) (0,
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Ce qui donne la condition suivante:

[pD(0,l)\*,p(X)] = p(DX).

Cela prouve que la classe de cohomologie pl[D] est nulle. Lorsque la
premiere obstruction pl[D] est nulle la seconde habite Γespace de coho-
mologie Hι

p(β, 0 ) .

Lemma 3.3.2. Les notations etant celles qui precedent on suppose que
p\[D}) = 0. Soit -A e End(0) une primitive de pl(D), i.e., [A, p(X)] =
p(DX), Xe& alorsona dp{A2 + D2 -2AD) = 0.

Preuve. II s'agit de verifier que pour tout couple (X, Y) d'elements de
0 on a

0 = p(X)(A2 + D2 - 2AD) Y - p{Y){A2 + D2 - 2AD) X

-{A2 +D2 -ZAD)[X, Y].

Cela decoule immediatement des relations [A, p(X)] = p{DX) et
D[X, Y] = [DX, Y] + [X,DY].

En combinant le Lemma 3.3.1 et le Lemma 3.3.2 on a la condition
necessaire et suffisante pour la Z)-extension de (&, p) dans <5n . Nous
pouvons enoncer ces conditions sous la forme suivante:

Theoreme 3.3.1 [3]. Soit ( 0 , p) une KV-structure. Pour toute deriva-
tion D E Der(β) les assertions suivante sont equivalentes.

(i) II existe une D-extension (<δD, pD) de p dans β 0 .
(ii) // existe un couple (AD, UD) e End(0) x 0 qui verifie les conditions

suivantes: (a) [A, p(X)] = p{DX), l E β ; (b) (A2 4- D2 - 2AD)X =
P(X)UD, Xe*.

Lorsqu'il existe un couple (AD, UD) satisfaisant la condition (ii) du
Theoreme 3.3.1 la D-extension pD associee a (AD, UD) est definie par la
formule suivante: soient (X, x) et (Y, y) des elements de 0 x R ~ <δD ,
on pose

pD(X,x)-(Y,y) = ((p(X) + xAD)Y + y((AD - D)X + xUD), 0).

Dans [4] on a montre que les KV-structures normales des groupes nilpo-
tents ont la propriete de relevement dans des extensions centrales de codi-
mension 1. Dans ce travail on va decrire et etablir Γexistence d'une
classe de KV-structures normales qui possedent d'excellentes proprietes
d'extension.

Disons quelques mots pour terminer ce numero du probleme de releve-
ment des structures affines. Soit G un groupe de Lie quelconque muni
d'une structure affine (G, V). Soit Γ x G une extension centrale de G
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par un groupe de Lie Γ de dimension 1. Le probleme de relevement
consiste comme deja vu a la recherche dans Γ x G d'une structure affine
qui rend affine Γhomomorphisme canonique de Γ x G sur G. On observe
que si (G, V) est complete alors tout relevement de (G, V) dans Γ x G
qui induit la structure affine triviale de Γ sera aussi complete.

Si 0 est Γalgebre de Lie de G, Γalgebre de Lie de Γ x G est determinee

par un cocycle scalaire Ω e Z 2 (G, R). Autrement dit Γalgebre de Lie de

Γ x G a une presentation ( r 2 ) . Soit ( 0 , p) la KV-structure associee

a (G, V) et soit dι Γhomomorphisme de Hι(6, 0*) dans H2(G, R)

decrit au §2.2 ci-dessus. Soit H2 Γespace quotient de H2(G,R) par

d{(Hι

p(&, 0*)) designons par [Ω]^ Γimage de la classe [Ω] e H2(G, R)

dans H2 on a alors

Theoreme 3.3.2 ( Theoreme de relevement). Les assertions suivantes
sont equivalentes.

(a,) [Ω], = 0,
(a2) (G, V) a la propriete de relevement dans Γ x G .

Demonstration. Supposons que Γon ait [Ω] = 0; il existe alors un

cocycle Φ e Z ( 0 , (ί5*) qui verifie la condition suivante dΦ = Ω; en
d'autres termes si on pose Φ(X, Y) = (Φ{X), Y) on a pour X, Y, Z
dans 0

Φ(X, p(Y)Z) - Φ(Y, p(X)Z) - Φ([X, Y],Z) = 0.

On munit alors R x & de la multiplication suivante

X.Y = (x,X). (y, Y) = (Φ(X, Y),p(X)Y).

On pose pa(x, X) • (y, Y) = (x, X) (y, Y)\ le couple (R x (3, pn)
determine dans Γ x G une structure affine ayant les proprietes requises.
On a done (a^ => (a 2 ).

Supposons maintenant qu'il existe dans R x 0 une KV-structure (R x
0 , p) qui induit la structure triviale dans R x {0} et set projette en
(β, p). II existe alors une forme bilineaire Φ definie dans 0 telle que
Γon ait

Notons encore Φ Γapplication X —• φ(X, -) de 0 dans 0*. On a
dΦ = Ω et dpΦ = 0. Cela prove que (a2) => (a^ .

3.4. KV-structures homotopies a zero. Soit ( 0 , p) une KV-structure;
soit 2[p) une sous-algebre de Lie de Γalgebre de Lie des derivations de
0 .
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Definition 3.4.1. On dira que la KV-structure ( 0 , p) est

tope a zero (p ~ ^ ( 0 ) 0) si Γimage de 3{fi) par pι est le sous-espace nul

dans 77^(0, End(0)).
Exemple 3.4.1. La KV-structure triviale de toute algebre de Lie com-

mutative 0 est Der(0)-homotope a zero.
3.4.2. Soit £)3 Γalgebre de Heisenberg de dimension 3. Soit (ex, e2, e3)

une basse de S)3 telle que [e2, e3] = eχ, [eχ 9e2] = 0, [ex, β3

/? la KV-structure de £j3 deίinie par la formule suivante:

p(x{, x 2 , x3)(y!, y2, y3) = ^(x2y3 - x3y2) , 0 , 0 ) .

x, e2

= 0. Soit

Soit le sous-espace de End(£)3) constitue des elements dont les

matrices dans la base (ex sont de la forme:

D =
Γ0

0
0

a 12

0
0

a 13

" 2 3

0

Σ)/Γ(i33) est une sous-algebre de Lie de Der(ί)3). La KV-structure definite

ci-dessus est ©^(i^j-homotope a zero. En efFet soit D un element de

Σ)^(ί)3); on associe a D Γendomorphisme AD dont la matrice dans la

base (ex, e2, e3) est
•0 uX2

0 0

_0 0

On a [AD, p(X)] = p(DX) pour tout X dans S)3.
Remarque 3.4.1. On sait que p induit un homomorphisme du com-

plexe

" 1 3

α 2 3

0

Cp+{{<5,<5)

dans le complexe

- > C j ( 0 , E n d ( 0 ) ) - + C j + 1 ( 0

Dire que p est Der(0)-homotope a zero signifie (qu'au moins au niveau
p = l) p* est homotope a zero au sens de Γalgebre homologique.

IV. KV-structures normales de type central

4.1. Dans tout ce paragraphe les algebres de Lie considerees sont nilpo-
tentes. Soit 0 une algebre de Lie nilpotente et soit D une derivation
nilpotente de 0 . II existe un drapeau normal de type central

. c ek c C 0 ,



880 NGUIFFO B. BOYOM

qui verifie la condition D(<δk) c Φk pour tout k . En effet D preserve la
suite centrale descendante. On considere Γalgebre de Lie nilpotente 0D

elle possede un drapeau normal de type central F(&D) qui induit dans 0
un drapeau normal de type central.

Definition 4.1.1. Soit (0,/?) une KV-structure. On dira que (0,/?)
est normal de type central si les conditions suivantes sont verifiέes:

(i) p preserve un drapeau normal de type central F(ΰ).
(ii) Pour tout couple d'entiers naturels (/, k) avec 0 < k < I on a

Exemple 4.1.1. La KV-structure normale triviale de toute algebre de
Lie commutative 0 est de type central.

Exemple 4.1.2. La KV-structure (fi3, p) de ΓExemple 3.4.2 est nor-
male de type central.

On observe que les KV-structures normales de type central sont com-
pletes.

4.2. Proprietes 3°F des KV-structures. Sauf mention expresse du con-
traire les KV-structures dont il sera question dans ce numero sont normales
de type central. II existe une action naturelle de Γalgebre de Lie Hι ( 0 , 0)
dansΓespace vectoriel // 2(©, R) soit {[D], [Ω]) e Hι((5, <S)xH2(Φ, R),
Faction de Hι(&, (5) dans H2(<δ, R) est obtenue en posant [D] [Ω] =
[DΩ], avec Ω e [Ω], D e [£>] il est evident que la classe [DΩ] e
H2(<5, R) depend uniquement de [D] et de [Ω].

Soit (©, p) une KV-structure normale de type central; soit F(β) un
drapeau normal de type preserve par p. Pour la suite on adopte les nota-
tions suivantes:

(a) E^(&) est Γespace vectoriel des endomorphismes nilpotents de
Γespace vectoriel (5 qui preservent F(<5).

(b) 3ff((ΰ) est le sous-espace de 1?£(<8) constitue des elements qui sont
des derivations de Γalgebre de Lie 0 .

Proprietes £PF. Les notations sont celles ci-dessus. On dira que la
KV-structure ( 0 , p) a les proprietes 3?F si les condition suivantes sont
verifiees.

(Pj) p est D^(0)-homotope a zero.

(p2) II existe une application lineaire D —> (AD, UD) de &?{&) dans

EF(<δ) x <δ telle que (a) -AD est une primitive de pι(D), (b) UD est une

primitive de AD-D relativement au complexe C*(0, 0 ) .

(p3) Soit Ω e dιZ{

p(<δ, 0*), il existe Φ Ω e d~ι(Ω) tel que pour tout

D e 3fp{fi) la nullite de [DΩ] = [D] [Ω] entraine la nullite de [ψΩD] e
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7/j(0,0*) ou X -> ψΩD(X) est defini par la formule ΨςiD(X)Y =

(p4)Posons [τ)°F((ΰ)] = {[D]eH\(d,0)\De^((δ)}. Soient [D] et
[£>'] dans [^°(0)] et soit [Ω] e i / 2 ( 0 , R) tels que [D] [Ω] = [D'][Ω] =

0. On suppose qu'il existe D e [£>]α®£(0), £>' G [ Z ) ' ] n ^ ( 0 ) , Ω € [Ω],

a et α' dans 0* tels que les relations suivantes sont verifiees

(a) DΩ = δa, Z)Ώ = <5α'

(b) D α ; - D ; α = OL*{ADUD, - AD,UD)
#oϋ Ω# est Γapplication lineaire X -> iχΩ de 0 dans 0*. Alors les

formes lineaires aD et aD> qui sont definies par aD(X) = a(X) +
ΦQ{X, UD) et aDt(X) = α;(Jf) + Φ Ω ( ^ ? t^O sont liees par la formule

ADaD' ~ AD'aD = ΦΩ(ADUD' ~ AD'UD)'

Commentaire 4.2.1. Chacune des conditions des proprietes ^F a des
significations soit geometriques soit topologiques en rapport etroit avec le
probleme d'extension des structures affines des groupes de Lie nilpotents;
ce premier commentaire a pour but soit d'en donner soit d'en souligner
quelques unes.

Signalons pour commencer que si 0 est une algebre dee Lie de dimen-
sion n + 2 sa structure est determinee par un quadruplet (a , Dχ, D2, ξn)
oϋ

(i) % est une algebre de Lie de dimension n ,
(ii) D{ et D2 sont des derivations nilpotentes de a ,

(iii) ξn est un element de 21 satisfaisant a la condition [D{, D2] =
a d ί l 2 '

(iv) en identifiant G5 avec Γespace vectoriel produit 21 x R la loi de
crochet dans 6 est donnee par la formule suivante

= ([X, Y] + (x,Z>, + x2D2)Y - {yχDχ + y2D2)X + (xχy2 -x2y^n,0, 0).

Compte tenu de la presentation ( r , ) decrite au §111, on a le diagramme
commutatif d'algebres de Lie:

(21, D2)

/ \

21 (<Ά,Dι,D2,ζn).

\ /

(»,Λ)
Supposons maintenant que 21 possede une KV-structure normale complete
(21, p), soit F(2t) = 21, c 2l2 c 21 un drapeau normal preserve par p
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soit 21 Γalgebre quotient 21/^lj, Γalgebre de Lie (8/Slj est alors determinee
par le quadruplet (2Ϊ, Z)j, 2) 2, £ 1 2 ) . On a alors le cube commutatif
d'homomorphismes d'algebres de Lie:

Conformement a la presentation (r 2 ) on a 21 = (21, Ω) avec Ω e Z2(2Ϊ, E).
La KV-structure (21, p) se projette en une KV-structure (21, ~p) qui est
encore normale et complete.

Supposons maintenant que (2Ϊ,7>) jouisse des proprietes ^ . (SΪ) , les
conditions (p j), ( p 2 ) , ( p 3 ) et ( p 4 ) ont alors des significations geomet-
riques.

(i) (p j) et (p 2 ) assurent que (21, ~p) a la propriete d'extension dans

(21, Dχ) et dans (21, D2) respectivement. On munira des lors (21, Dλ)

(resp. (21, D2)) de Γextension admissible determinee par le couple

(UD , AD) (resp. (UD ,AD)), voir le Theoreme 3.3.1.

(ii) Lorsque (p { ) et (p 2 ) sont vέrifiees, la condition (p 3 ) assure Γexis-

tence dans (21, D{) (resp. dans (21, D2)) d'une extension de (21, p) qui

se projette dans (2Ϊ, 2)j) (resp. dans (2Ϊ, D 2 )) en Γextension admissible

(21^ , ~pD ) (resp. (2tD ,~pD)) decrite dans (i) ci-dessus.

(iii) La condition (p 4 ) signifie que des que les extensions admissibles

(2lβ ,/>/>) e t (2l/> >~PB))
 o n t u n e extension admissible commune dans

(21, Z>j, D 2 , f 12) alors cette derniere possede un relevement dans (21, Dχ,

Z)2, ξι2) qui induit dans (21, Dχ) et dans (21, D2) respectivement les KV-

structurers obtenues au (ii) ci-dessus.

Voila une interpretation geometrique de 3°F . Nous verrons au §4.2.E
que les proprietes ^ F ont έgalement une signification topologique.

4.2.E. Probleme d'extension et probleme d'effacement des classes de
cohomologie. Dans ce numero on se propose de montrer que pour cer-
taines families de structures affines des groupes de Lie nilpotents, le prob-
leme d'extension est Γequivalent geometrique de probleme d'effacement de
certains espaces de cohomologie de groupe a coefficients dans des modules.
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Les proprietes ^ F permettent entre autres de rendre ce lien apparent. En
fait soit (G, V) une structure localement plate invariante a gauche dans
un groupe de Lie nilpotent G. Nous supposons que G est connexe et sim-
plement connexe et que (G, V) est complete. Soit ( 0 , p) la KV-structure
determinee par (G, V) dans Γalgebre de Lie 0 de G Γapplication

X-+{X,p{X))

est un homomorphisme injectif de Γalgebre de Lie 0 dans Γalgebre de
Lie 0 x End(0) des endomorphismes affines de Γespace vectoriel 0 . Soit
(q, f) Γhomomorphisme continu du groupe de Lie G dans 0 x GL(0)
dont la differentielle en Γelement neutre est Γhomomorphisme

On equipe maintenant 0 de sa structure de G-module definie par la repre-
sentation adjόinte et on munit 0 x End(0) de la structure de G-module
definie par la relation suivante. Pour (v, a) e 0 x GL(0) et g e G on
pose

(g) -(v,a) = (q(g), f(g)) (υ , a) • (-f(g~')q(g), / ( * " ' ) ) .

L'application lineaire φ: X —> (X, p(X)) devient un G-homomoφhisme
injectif du G-module 0 dans le G-module 0 x E n d ( 0 ) . La cohomologie
de G a coefficients dans ce G-module dont il sera question est celle du
complexe Ω*(G, 0 x End(0)). L'application φ(X) = (X, p(X)) induit
l'application lineaire derivee φ* de H*(G, 0) dans H*(G, 0 x E n d ( 0 ) ) .
Puisque G est connexe on a //*(G, 0) = J/*d(<8, 0) et H^(G, 0 x

;
9

Les proprietes &F possedent des significations topologiques que le con-
texte dέcrit ci-dessus permet de rendre transparentes. Plus explicitement
on a

Theoreme 4.2.Ej (theoreme d'effacement). Soit (G, V) comme ci-
dessus; les assertions suivantes sont equivalentes.

(a j ) ( 0 , p) verifie la condition (p 2 ) des proprietes ^F .

( a 2 ) Pour tout D e ^ ( 0 ) le G-homomorphisme φ(X) = (X, p{X))

efface la classe de cohomologie [D] e ί f a d (0, 0 ) .

Demonstration. Le Theoreme 4.2.E j resulte directement du theoreme
d'extension. En effet supposons que pour tout D e <S^(0) il existe
(UD ,AD)e<3x End(0) tel que (AD - D)(X) = φ(X)UD et [AD, φ(X)]

= φ{DX) ces deux relations equivalent a Γunique relation suivante
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cela signifie que le cocycle φoD e Z^d ( 0 , 0 xEnd(0)) est cohomologue

a zero. On a done (p 2 ) => (a 2 ). Reciproquement supposons que pour tout

D G .3^(0), Γhomomorphisme φ efface la classe [D] e H*ά(Φ, 0 ) , alors

il existe une application D-+ (UD, AD) de ^ ( 0 ) dans 0 x End(0) telle

que Γon a

pour tout Λf dans 0 . Cela signifie que ( 0 , p) verifie ( p 2 ) . Le theoreme
4.2.E j est demontre.

Voici une consequence importante du theoreme d'effacement.
Corollaire 4.2.E 2 . Les notations sont celles du Theoreme 4.2.E { . Alors

toute structure affine (G, V) qui verifie Γassertion (?L2) du Theoreme 4.2.E j
a la propriete de 3ί®(<δ)-extension.

Preuve. La preuve est constructive. Supposons que (G, V) verifie
Γassertion (a 2 ) du Theoreme 4.2.E { . Soit D e i^°(0), la KV-structure de
0 D est definie comme il suit. On identifie 0^ avec Γespace vectoriel 0 x
R. Soit (C/Z ),^Z ))G©xEnd(0) telque φ(DX) = [{UD, AD), (X,
oϋ ( 0 , p) est la KV-structure determinee par (G, V). On pose

, χ)(Y, y) = ((/7(X) + ^ D ) r + y ( P W + ^Id β )£/ 0 , 0).

On obtient ainsi une extension admissible de (0 , p) dans 0 D .
Commentaire 4.2.E 3 . Le Corollaire 4.2.E 2 montre que les structures

affines qui verifient le theoreme d'effacement a la Hochschild-Iwasawa-
Koszul pour 2F ont la propriete de 2ίF-extension. Soit maintenant
GD un groupe de Lie dont Γalgebre de Lie est <&D et qui contient G
comme sous-groupe normal. On munit GD de la structure affine associee
a (t/p, AD). On se pose la question suivante: la /^-extension admissi-
ble ( 0 D , pD) fournie par le Corollaire 4.2.E2 verifie-t-elle de nouveau le
theoreme d'effacement pour 2fp(ϋD) ? La reponse a cette question est en
general negative, en voici un contre-exemple.

Exemple 4.2.E4 . G est le groupe de Heisenberg de dimension 3; fj3

est Γalgebre de Lie de G. Soient (x{, x2, x3) des coordonnees dans f)3

dans lesquelles le crochet est donne par la formule

[ ( x { , x 2 , ΛΓ 3 ) , { y { , y 2 , y3)] = ( x 2 y 3 - x 3 y 2 , 0 , 0 ) .

Considerons dans G le sous-groupe connexe H associe a Γideal {(x{,
x2, 0)} . Ce sous-groupe abelien est muni de la structure triviale. Si 9) est
Γideal {(x{, x2, 0)} la structure de fi3 est define par la derivation de S)
definie par D(x{,x2, 0) = [(0, 0, 1), (x{9x2, 0)] = (-x2, 0, 0). Con-
formement aux notations adoptees Γapplication φ((xι, x2, 0)) =



LES STRUCTURES HOMOTOPES A ZERO 885

((x{9x2, 0), 0) de So dans S) x End(£) efface [D]. En effet il suffit
de prendre pour (UD, AD) le couple C/p = (0, 1, 0), AD(x{, x2, 0) =
( - j t 2 , 0 , 0 ) . II en resulte une extension admissible pD(x{, x2, x3)
()Ί 9 y-i 9 y$) = (- X3>;2 > X3> 3̂> 0) Nous allons montrer que Γextension
admissible (ϋ)3, />#) ainsi construite ne verifie pas le theoreme d'effacement.
Considerons Δ e 2$F($)3) definiepar A(x{, x2 , x3) = (ax2+βx3, γx3, 0).
Soit AA G End(0) qui verifie la condition [AA, pD{xι, x2, x3)] =
pD(A(x{, x2, x3)). On a alors necessairement AA(x{, x2, x3) = (vx3,
wx3, 0) avec (v9w) E M2. Cherchons maintenant un element UA =
(a,b9c)eS)3 tel que (AA - A){x{, x2, x3) = pD(x{, x 2 , x3)f/Δ quel que
soit (x{, x2, x3) e $)3; cela donne le systeme suivant

-ax2 + (υ + b - β)x3 = 0, (w - c - y)x3 = 0

quels que soient x2 et x3. Cela est impossible si a Φ 0.
LΈxemple 4.2.E 4 nous permet de revenir sur la signification topologique

de &F. En effet le theoreme d'effacement n'interprete que la condi-
tion ( ρ 2 ) . On peut ajouter que les conditions ( p 3 ) et ( p 4 ) permettent
de montrer que si ( 0 , p) verifie le theoreme d'effacement, alors pour
(Ω, D) e Z2(G, Έ)x3fp((δ) on peut construire dans 0 Ω (resp. dans <&D )
un relevement admissible (resp. une extension admissible) qui verifie de
nouveau le theoreme d'effacement. Les commentaires ci-dessus donnent
tout son sens geometrique au Theoreme 4.2.1 enonce plus bas.

Nous allons traiter en detail deux examples qui jouent des roles impor-
tants dans la suite.

Exemple 4.2.1. Soit © une algebre de Lie commutative munie de sa
KA-structure triviale ( 0 , σ). Soit F(<δ) un drapeau quelconque dans 0 .
On a H2(<δ, R) = Λ2 <S* et «S^(0) = E°F{<5). La KV-structure ( 0 , σ) a
les proprietes &>F .

(p j ) Que ( 0 , σ) soit homotope a zero est immediat.

( p 2 ) Considέrons Γapplication lineaire D —• (D, 0) de E°F(<3) dans

^ x 0 le couple (£>, 0) verifie les proprietes (a) et (b) de ( p 2 ) .

( p 3 ) Soit Ω G Λ 2 ®*; posons Φ Ω = ^Ω # , on a dΦφ = Ω. Soit

D G E°F(&) il est clair que DΩ = 0 entraine Φ φ D = 0.

(p 4 ) Soient D, D1 dans E°F{<&), Ω G Λ2 ©* tels que DΩ = D'Ω. = 0.
Soient a et a dans 0* tels que Da - D'a = 0 d'apres la definition de
aD — a et de aD< = a on a

D'ADaD, - AD,aD = Da - D'a = ^Ω#(0) = 0.
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Exemple 4.2.2. Soit fj3 Γalgebre de Heisenberg munie de la KV-struc-
ture de ΓExemple 3.4.2.

ρ(xι, x 2 , χ3){yx, y 2 , y 3 ) = {{{x2y3 - x 3 y 2 ) , 0 , 0 ) .

Considerons le drapeau F(Sj3) engendre par la base {ex, e2, e3) avec
[e2, e3] = ex, [e,, e2] = [eι, e3] = 0 . (fi3, p) a les proprietes &F .

(p ,) On a deja vu que cette structure est S^-homotope a zero.
(p 2 ) Soit D -* (AD, UD) Γapplication lineaire qui associe a

Γendomorphisme

D =

AD =

ι2

0 a
0 0
0 0

ΓO
0
0

0
0

*13
Z 2 3

2*13

3
0

et le vecteur UD des composantes UD = (0, aι3, -aι2). On a les relations
suivantes

[Ap, p(X)] = p(DX), (AD - D){X) = p(X)UD.

(p 3 ) Calculons Hx

p(fy3, fi\). Soit Φ e Cι

p(f)3, Sj*3). Nous identifions
Φ avec sa matrice ecrite dans la base (e,, e2, e3)

Les cocycles Φ e Zι

p(S!)3, fi*3) sont definis par les equations suivantes:

Φ u = 0 , 2Φ 1 2 + Φ 2 1 = 0 , 2Φ 1 3 + Φ 3 1 = 0 .

Soit λ = (Aj, λ2, λ3) e f)\ on a
31

De sorte que la matrice de d λ est

ΓO 0 0
0 0 -\λ
0 ±λ, 0

On peut identifier Hp(fi3, ή 3 ) avec le sous-espace des matrices carres de
la forme suivante:

0 θ η
φ = -2Θ Φ11 0

-2// 0 Φ33 J
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On a done d ιHι

p (ί33, ί)3) = i / 2 ( # 3 , R). On observe que (p 3 ) est automa-

tiquement verifie si [D] = 0 ou si [Ω] = 0. Soit done D e
[D] φ 0. On a alors

ΓO a x

avec

D = 0 0
0 0

*12 α i 3

3

0
Φ 0.

Soit Ω = (ΩΓ) e Z 2 ( # 3 , R ) avec [Ω] Φ 0. Les conditions <z23 φ 0
- 1 ,

et DΩ ~ 0 entrainent Ω1 2 = 0. Soit Φ Ω un element de d (Ω). La

condition [ΦQD] = 0 e H}($)3 , S)*3) entraϊne les conditions suivantes:

Φ 2 2 = 0, Φ 2 3 + Φ 3 2 = 0.

Par consequent, compte tenu des equations de Z{

p($)3, j53) on voit que si
Φ Ω verifie (p 3 ) on aura

0
0

0
0

Ω,

Φ Ω ne depend que de Ω, et pour D e ϋ ^ ( ϋ
entraine ψΆD ~ 0.

( p 4 ) Soient Z> et D' dans ^ ° ( ή 3 ) et Ω e Z 2 (ί3 3 , R).

On suppose qu'il existe a et a dans fι3 tels que

DΩ. = δa, DO. = δd

on voit que £>Ω ~ 0

On suppose que [D] et [£>'] ne sont pas tous nuls. On a done Ω 1 2 = 0.

Posons α = (α,, α 2 , α3) et α' = (α',, a2, α 3 ) . Les conditions DΩ = 5α

et D'Ω = δa entrainent

a = (α, 2 Ω 1 3 , a2 , a3), a = (α'1 2Ω1 3, a2, a'}).

Posons ξDD, = ADUD, -AD,UD = (ana\3-a\2aι3, ana'23-ana2J, 0). On

deduit de l'hypothese Da - D'a = Ω*(ξDD>) Γegalite

(0, 0(al2al3 - αί 2 a 1 3 )Ω 1 3 + α 2 α 2 3 - a23)

- ( 0 , 0 , (21 2αί3 - α'12tf 1 3 )Ω 1 3 + (α 1 2α 2 3 - α',2α2 3)Ω2 3).

On a done a2d23 - a'2a23 = (aι2a23 - #'12^23)̂ 23 D'apres la definition de
aD et de aD, on a

a(X, UD), aD,(X) = a , UD,).
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c'est-a-dire

aD = (f α i 2 Ω 1 3 > <*2 - 5 α i 2 Ω 2 3 > α 3 "

et Pexpression analogue pour aD>. Compte tenu de ces expressions on a

ADaD' - AD'UD = (°> °> ^(^12^13 ~ Λ12^13)Ω13 + α2^23 " α 2 Λ 23)

-±(al2a23-al2a23)

= ( 0 , 0 , £(α12fl'13 - α 1 2 α 1 3)Ω 1 3 + £ Ω 2 3 ( α 1 2 4 - fl'12fl23)).

D'un autre cote on a

Φ Ω ( W ) = (°> °> iΩ13(Λ12Λ13 - f l/12 f l13) + 2Ω23(fl12fl23 " ^12^23»

ce qui prouve que Γon a finalement

ADaD' - ΛD'aD = Φ Ω ( < W )

On va mettre en evidence quelques proprietes supplementaires des KV-
structures normales de type central qui vέrifient 9*F. Soit (<9, p) une
KV-structure qui a les proprietes £PF . Fixons une application (D, Ω) —•

(AD, UD, ΦΩ) de ^ ( © ) x Z2(<5, R) dans jEj(β) x β x Z j f β , 0*) qui

verifie les proprietes (p t ) , ( p 2 ) , ( ρ 3 ) et ( p 4 ) . A chaque D e «@̂

(resp. a chaque Ω e dZι(&, 0*)) on associe la D-extension (©D

(resp. le Ω-relevement (gΩ, p Ω )) definie par la formule suivante:

pour (X9x) et (Y, y) dans 0 x I - β D ; ( 0 Ω , /?Ω) est defini par

pour (JC , X) et (y, Y) dans E x (5 = Φ Ω . Dans la suite les KV-structures
{ΦD, pD) (resp. (©Ω,/?Ω)) associees a une application (D,Ω) —•
(^4D, i7D, ΦΩ) seront appelees D-extension admissible (resp. relevement
admissible) de (©, p) associees a (D, Ω) —• (ΛD, ί7D, Φ Ω ) .

Lemme 4.2.1. Soit (G, p) une KV-structure normale de type central.

Soit F(β) un drapeau normal de type central preserve par p. On suppose

que (&, p) a les proprietes &>F. Pour tout Ω e dιZι

p{&,®*) le Ω-

relevement admissible associe a Φ Ω est &F(&Ω)-homotope a zero.

Demonstration. Soit (D, Ω) -> (ylD, t/^, ΦΩ) 6 £ I ^(0)x0xZJ(0, 0*)
une application qui verifie les proprietes 3°%-. On fixe une base (^) qui
engendre F(β) et on complete (^) par e0 = (1, 0) € β Ω pour obtenir
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une base de 0 Ω , on note F(<ΰΩ) le drapeau de 0 Ω engendre par la base
(eQ, e{, ) la matrice de pΩ dans la base (e ) est

Soit ΐ> e ϋ ^ ( 0 Ω ) represente dans la base {et) par la matrice

0 Q
D ~ ι 0 D \ '

oϋ α D e 0* et Z) e S ^ (<5) verifient la condition DΩ, = δaD. En vertu de
(p 3 ) il existe une forme lineaire a € <S* telle que -ί/«<3 = (^ΩD c'est-a-dire

= ΦΩ(DX, Y) + ΦΩ(X, AD, Y).

Soit (X,Y)€<δx& et soit αD € 0* defini comme dans (p4 ) par

Calculons

(a - aD)([X, Y]) = ΦΩ(DX, Y) + ΦΩ(X, ADY) - ΦQ(DY, X)

- Φ Ω ( y , ADX) - aD[x, r ] - ΦΩ([^r, y j , uD).

Puisque DΩ = δaD et dΦa = Ω on a

(a - aD)([X, 7]) = (DΩ)(X, Γ) - Jα(X, 7) = 0.

Puisque ((5, /?) est normale on a [ 0 , 0 ] = />(β)0 par consequent pour
tout (X, Y) dans β x β on aura

ΦΩ(ZλY, Y) + ΦΩ(X,ADY) = aD(p(X)Y).

En d'autres termes la forme linέaire -aD est une primitive de ψΩD.
Posons maintenant

A--\° a
D [0 Λ

Uendomorphisme A^ E EF(<δΩ) ainsi obtenu verifie la condition

Ce qui prouve le Lemme 4.2.1.
Corollaire 4.2.2. Si ( 0 , p) a lesproprietes &F . Soit Ω e d(Zι

p(0, 0*)).
Alors tout Ω-relevement admissible ( 0 Ω , pΩ) verifie les condition (p { ) et
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Preuve. D'apres le Lemma 4.2.1 ( 0 Ω , pQ) verifie (p j) . Soit D e

^ ( 0 Ω ) represente par la matrice

0 D

avec D E &F(<6) et DΩ. = ί α ^ . Considerons un element de <3D de la
forme Uύ = (uD, £/D). On a visiblement

(Aΰ - D)(x, X) = ((flD - α)(JΓ), (AD - /))*)

= (Φa(X, UD),p(X)UD) = pQ(x,X)Uΰ,

oύ Aΰ est Γendomorphisme obtenu comme dans le Lemme 4.2.1. en
posant

0 aD

Cela prouve que ( 0 Ω , pe) verifie (p 2 ).

Corollaire 4.2.3. Soient ( 0 , p) et JF(<8) comme dans le Lemme 4.2.1.

Si dιHι

p(<δ, 0*) = // 2 (0 , R) α/or̂  powr tout D e &*{&) et pour D-

extension admissible (&D, pD) de ( 0 , p) on a aussi dιGι ( 0 D , 0^) =

H2(<ΰD,R).
Demonstration. Ce resultat est une consequence immediate du Corol-

laire 4.2.2. En fait soit D e S£(0) et soit (<δD, ρD) une extension admis-
sible de ( 0 , p). Soit F(<ΰD) = F(<δ) c 0 D . Dans une base qui engendre
F(βD) on a:

pD{X,x)= [o

Soit Ω E Z 2 ( 0 D , R) posons ώ = Ω | 0 soit 0 ώ Γideal de 0 D Ω qui se

projette sur 0 , il existe un unique D e i5^(0ώ) tel que 0 D Ω = <5ώί),
a

Ό aD

0 Z)

avec Dώ = δaD. Soit ( 0 ώ , pώ) le relevement admissible de ( 0 , p)

associe a Φ ώ . En vertu du Corollaire 4.2.2 il existe une Z>-extension de

( 0 ώ , pώ) qui se projette en la KV-structure ( 0 D , pD) ce qui prouve que

Ω E dZι

pD(βD, e*D) le Corollaire 4.2.3 est demontre.

Le resultat que nous voulons etablir est Γextension (resp. le relevement)
des proprietes &F des KV-structures normales de type central a leurs
extensions admissibles (resp. a leurs relevements admissibles).
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Theoreme 4.2.1. Soit (6,/?) une KV-structure normale de type central.
Soit F(<ΰ) un drapeau normal de type central preserve par p. On suppose
que p a les proprietes 3?F . Soit (D, Ω) —• (AD, UD, ΦΩ) une application
de 2F(<δ) x dZι

p(e, <£>*) dans D°F(<5) x (3 x Zι

p{β, ©*) qui verifie les
conditions (p z )» 1 < / < 4. So/ί (Z>, Ω) w« couple tel que DΩ ~ 0. On
munit <&D et <SΩ respectivement de la D-extension admissible (&D, pD)
et du Ω-reΓevement admissible (GΩ, pΩ) associes a (AD, UD, Φ Ω ) . On
suppose que (<δD, pD) et (&Ω, pΩ) ont les proprietes 3°F . Alors il existe
une extension admissible (© Ω ^, />Ω#) de (®Ω, /?Ω) ώ/?5 (Ω, <$, D) <̂w/
.se projette en la D-extension admissible (<δD, pD) et qui a les proprietes

Demonstration. On considere le carre commutatif suivant:

On fixe dans 0 Ω , <ΰD et Φ Ω D les drapeaux qui sont obtenus naturelle-

ment a partir de F(<ΰ). Notons D Γelement de «3^((5Ω) tel que <δΩD =

( 0 Ω , D). On a
Ό a

D=\
[0 D

avec DΩ = δaD . Soit aD € 0* defini par

On sait que Γon obtient une primitive - ^ de /?Ω(5) enposant A^x, X)
= (flD(JΓ), ^ D W ) pour tout (x9X)eβΩ. Soit t/β = (MD , UD) E ΘΩ

les corollaires du Lemme 4.2.1 montrent que U^ est une primitive de
Afi- D. On va munir (Ω, <&, D) de la KV-structure associee au couple
{Aΰ, Uΰ). On a done pour tout ( I , j c ) e β Ω x l - ( Ω , 0 , / ) ) :

X) - y 0 0 J .

On va montrer que (β Ω Z > , /?ΩZ)) a les proprietes ^ . En fait il resulte du
Corollaire 4.2.2 que (<SΩZ), P^/)) verifie les conditions (p χ ) et (p 2 ) .

(p 3 ) Soit Ω G ̂ Z^D((5Ω Z ), 0 Ω D ) c Z 2 ( 0 Ω Z ) , E). Posons ώ = Cl\^

on a Z)ώ ~ 0. Puisque (<8Ω, /?Ω) a les proprietes &F, soit Φ ώ G

ZJ ( β Ω , 0 Ω ) qui verifie ( p 3 ) . Soit D e ^ ° ( β Ω ^ ) Qui se projette en la
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derivation D e S)^(Ω). En posant <&QDt) = (D, βΩ Z )) on a le diagramme
commutatif d'homomorphismes d'algebre de Lie:

On munit (5Ω ώ du ώ-relevement admissible pΩώ associe a Φ ώ . En vertu

du Corollaire 4.2.2 la KV-structure ( © Ω ώ , />Ωώ) verifie les conditions (p j )

et ( p 2 ) . Soit (Afi, Ufi) un couple dans ^ ( © Ω ^ ) x © Ω ώ Qui verifie les

conditions suivantes

[Aΰ, Pθώ(X)] = ^ ( ΰ X ) , (Aύ - D)(X) = PaCo(X)Uΰ

pour tout X dans <5Ωώ on choisit (^^, Uβ) qui se projette dans £"^((SΩ) x

0 Ω sur le couple (A^, U^). On munit alors <5ΩZ)Ω de la Z>-extension

admissible associee au couple (A^, C/̂ ) le diagramme decrit ci-dessus

devient un diagramme commutatif des KV-structures. Considerons main-

tenant A e ^ ° ( © Ω D ) tel que ΔΩ - 0. Soit a e 0 Ω D tel que ΔΩ = δa.

Notons Δ la projection de A dans 3fp(ΦD), Δo = Δ | 0 et Ao = Δ\0 .

Soit ά 0 = ά | 0 on a alors

Aoώ = ί α 0 .

II existe une derivation A = ^ ( β Ω Z ) β ) defini par

pour (JC , X) dans R x (5Ω D . Si on pose

a 0 = (<5Ω, Δ o ), soit 5l0 Γideal de a

qui se projette sur 2l0 on obtient le diagramme commutatif d'algebre de
Lie suivant:

5>
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Conformement aux notations anterieures on a

Δ=Γ l D\ p[o Δ J ' ^ " [ O D

La commutativite du cube ci-dessus implique les relations suivantes:

(a) Dώ = δaύ , AQώ = δάQ ,

(b) Aoaΰ-Dάo = Ω*(AλUΰ-AΰUλ),

(c) [A0,ΰ] = ad{AιUΰ-AΰUi),
Puisque ( 0 Ω , pQ) a les proprietes &F , les egalites (a) et (b) ci-dessus

entrainent la suivante:
(d) Aκaΰ-Aύaλ = Φώ(AλUύ-AύUκ).

Par ailleurs (c) et (b) equivalent a Γexistence dans 21 d'une KV-structure
(21, /?Ω A) qui se projette en la A-extension admissible du pQD associee au
couple {Aκ, U^) et qui induit ( β Ω Z ) Ω , /?ΩZ)Q) . Le cube ci-dessus est done

un diagramme commutatif des KV-structures. Soit Φ Ω e Zι (<£>QD', ®QD)
defini par pΩDU(x ,X) (y,Y) = (Φp(X, Y), pclD(X)Y), pour (x, X) et

(y, Y) dans i? x 0 Ω Z ) . Puisque (a, /?Ω^) est un relevement admissible
de la Δ-extension admissible de ( β Ω D , paD) associe au couple (A^, U^)
il existe une forme lineaire a^ e ®ΩZ) tel que pour X et Y dans <SΩD on
a

Le cocycle Φ Ω etant independant de A e -S£(<8) on voit que la KV-
structure (^ Ω D , pQD) verifie la condition (p 3 ) .

( p 4 ) II reste a montrer que (<SΩZ), pΩD) verifie la propriete (p 4 ). On

commence par observer qu'en vertu du Corollaire 4.2.2 les proprietes (p 1 ) ,

(p 2 ) et (p 3 ) de ( β Ω D , pQD) entrainent les proprietes (p χ) et (p 2 ) pour

(SΩDΩ> PQDQ)>
 e n e f f e t s o i t Δ -> {Aκ, Uk) Γapplication de ^ { ( 8 ^ )

dans E°F(&QD) x ©ΩZ) utilisee jusq'ici; la propriete (p 3 ) entraϊne que pour

chaque A la forme lineaire

est une primitive du cocycle y/ΩA. On itere un procede deja utilise en
posant

A - [ Σ ϊ
On a alors les relations (p { ) et (p 2 )
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Considerons maintenant un second element A' G ̂ £(®Ω£>) t e^ Q u e Δ;Ω ~

0. Soit αA/ e <3*ΩD tel que A'Ω = δa f . On suppose que (A, αA) et

(A', αA/) sont lies par les conditions figurant dans Γhypothese de (p 4 ) a
savoir:

Nous voulons prouver que Γegalite suivante est vraie

Pour cela on ecrit les donnees dans une base qui engendre F(<δΩD) =
F ( 6 Ω ) c « Ω D :

" ~ [ Δ 0

oil Δ € ©Ω avec £>ώ = <5Δ

Posons egalement

αA = (α0, λ) G ^ x R , αΔ/ = (α^, λ') G ^ x i

Les hypotheses de (p 4 ) s'expriment sous la forme des systemes suivants

Δ

D'un autre cote Γegalite suivante

Δαo-ΔOΔ =

equivaut au systeme suivant:
Δ o α ό - Δ ό α o = ό)

Ό
On observe maintenant que U^ est de la forme

De sorte que Γon a

AλUλ, - Ak,Uk - [A~AUK - Ak,Uκ , 0).

On deduit des expressions ainsi obtenues les relations suivantes:

A'oώ = δa0,

Δ 0 α 0 " Δ 0 α 0 = ώ (̂ Δn UA' ~ AA' UO'
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Puisque ( 0 Ω , /?Ω) a les proprietes SPF, les dernieres egalites ci-dessus
entraϊnent l'egalite suivante

(4.2.1) AAΰaκ-Aλ,aκ=Φώ(AAU,,-AκUλo)

oϋ les formes a-L et a^ sont definies comme precedemment en posant

aKo(X) = aQ(X) + Φώ(X, U^), a^X) = a'0(X) + Φώ(X, t/A,).

II nous faut donner Fexpression explicite de Φ Ω e <δ*Ω x R. Puisque

Ω > PQDQ)
 e s t u n e ^-extension admissible de (<8Ω ώ, pΩώ), si on pose

o n a u r a

pΩDU(X) X' = [{pQώ(λ, X) + xAΰ} (λf, ^ )

En projetant cette expression sur la direction E x {0} x {0} c Φ Ω Z ) Ω par-

allelement a (SΩ x R on obtient Γexpression de Φ Ω G Z 1 (^^^ , ®*DQ) ,

soit

Φή(ΛΓ, x) - (Φώ(JT) + * * £ , Φ J * , Uύ)+xaΰ(Uΰ)) e 0 Ω x R.

On deduit de cette expression le calcul de la quantite suivante

(4.2.2) Φό(ΛAC/A,-ΛA,ί/A)

= ( φ

ώ ( ^ o ^ - A ^ ) , Φώ(AλUκ - AKU,o, Uΰ)).

Conformement a Γidentification 0 Ω x E ~ 0 Ω Z ) , posons

On obtient

car on a

Δ [ 0 0
On obtient de cette facon

(4.2.3) A-^ - AA,aA = (A^a^ - ΛA;tfAo, κ yκ

A ce stage les relations (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.3) montrent que les quantites

^AaA'^A'aA e t
 Φ Ω ^ Δ ^ Δ ' ~ ^ Δ ' ^ Δ )

 o n t ^a m e m e ©Q-composante dans

Pour terminer il reste done a verifier que ces quantites ont la meme
projection sur le facteur {0} x E pour cela on deduit de l'egalite

Aλ aλ, - Aλ,ak = Φ (Aλ Uk, - Ak, Uk )
Δo Δo Δo Δo ω\ Δo Δo Δo Δ /
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Γegalite suivante

\ \ S\ φύ(\Vκ - AK, Uΰ).

Finalement la relation (4.2.3) signifie done que Γon a

AKah! ~ Ah!ak = φCι(AKUh' ~ AK υύ

Ce qui prouve que (<SΩZ), pnD) verifie la condition ( p 4 ) et le Theoreme
4.2.1 est dέmontre.

Remarque 4.2.1. Au cours de la demonstration de la propriete ( p 3 )

on a utilise implicitement un resultat qui merite d'etre formule en detail.

En effet soit (&, p) une KV-structure normale. Soit F(<8) un drapeau

preserve par p. Soient D et D1 dans 3i%{&) et ξDD> dans <S tels que

[D, Dr] = adξDD,. Soit Θ Γapplication bilineaire alternee definie dans R2

a valeurs dans (3: 0((Xj, x2), (^j, y2)) = (x{y2 - x2y{)ξDD>. Notons D

Γapplication lineaire de E2 dans 3f^(fi) definie par D(xι, x2) = xχD -h

x2D
f. Le couple ( θ , ΰ ) definit une extension de R2 par 0 dont le

crochet est donne par la formule suivante

[(X, x), (XV)] = ([X, Xf] + D(x)X' - D(x)X + θ ( x , y ) , 0),

oϋ {X, x) et (ΛΓ;, JC;) sont dans β x R 2 . Notons &θΰ Γalgebre de Lie
ainsi obtenue; il existe des injections canoniques de <δD et de <δDι dans
(Sθ^ telles que le diagramme suivant soit commutatif

/ \

\ 0D' /

Si ( 0 , p) verifie les conditions (p j ) et (p 2 ) on munira alors &D et <δDD'
des extensions admissibles (<δD, pD) et (<ΰD*, /?D0 Si ξDD> = ADUD, -
ΛD>UD alors les structures ( β ^ , pD) et ( 0 D / , p^i) sont induites par une
KV-structure ( 0 Θ ^ , peί)). On definit pθΐ) en posant

Λ (Y γλ_\p(X) + A(x) (p(X) + A(x))UD (p(X)+A(x))UD,]
Peΰ(x>χ)-[ o 0 0 J '

oύ A(x) = xχAD + x2AD>. Cette formule est un cas particulier d'une
formule d'extension donnee dans [4].

V. Construction des KV-structures normales ayant les proprietes 3°F

A ce stade on a fait des pas decisifs vers la solution du probleme
d'existence des structures affines homotopes a zero dans les groupes de Lie
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nilpotents. En effet le Theoreme 4.2.1 suggere d'adopter une demonstra-
tion (du theoreme d'existence) par recurrence sur la dimension de groupe
de Lie; les proprietes &F fourniront en outre une demonstration con-
structive. Afin de mettre en evidence des proprietes fines des structures
jouissant des proprietes &F , on adoptera une preuve par rέcurrence non
sur la dimension du groupe, mais sur celle de sous-groupe des commuta-
teurs. Cette strategic est legitimee par Γunitite des structures normales des
groupes de Lie commutatifs.

Dans [4] on a prouve que les KV-structures normales ont la propriete de
H2(G, R)-relevement. On sait par contre qu'il existe de KV-structures nor-
males qui n'ont pas la proprietέ d'extension (voir Example 3.1.2). Dans
ce paragraphe on va prouver que tout groupe de Lie nilpotent connexe
G possede une KV-structure normale qui a les proprietes ^F . Une telle
structure a done a la fois la proprietede [i^?(G)]-extensionetde H2(G, R)-
relevement.

Soit 0 une algebre de Lie nilpotente. On commence par fixer un dra-
peau normal de type central F(0) = 0 c ( 5 1 c c β . Soit n = d i m 0 ;
soit m = dim0/[0, 0] on sait que Γideal ®n_m de la filtration F(<5)
coincide avec Γideal derive [0 , 0 ] . Notons %ίn_k = ®/®^ Γalgebre de
Lie & est obtenu a partir de Γalgebre de Lie commutative 2tm par une
cascade de n - m extensions centrales de codimension 1

Nous allons commencer par examiner en detail le cas oύ n - mu = 1.
5.1. Extensions centrales des algebres de Lie commutatives. Soit 0

une algebre de Lie commutative de dimension m. On munit 0 de sa
KV-structure triviale ( 0 , σ).

Soit Ω G Λ2 ®* on munira 0 Ω du Ω-relevement admissible ( 0 Ω , pΩ)

associe a Γapplication lineaire de 3f°(0) x /\2 <δ* dans E°((δ) x 0 x

Z J ( 0 , 0*) definie par (D, Ω) -^ (D, 0, ^Ω # ). Soit 2r le rang de Ω e

/\2 0* . On fixe une base de 0 (e{, , e2r ... e ) qui jouit des deux

proprietes suivantes:
(a) {e2r+ι, ,en) engendre le noyau de Ω

(b) Soit (0 1 , , θn) la base duale de (ex, , en), on a

i=0

Posons e0 = (1, 0) e R x 0 = 0 Ω . Notons F(6Ω) le drapeau de 0 Ω

engendre par la base (e0, ex, , en).



898 NGUIFFO B. BOYOM

D'une faςon generate on dira qu'un drapeau F((5a) est admissible s'il
est engendre par une base (ι;0, vx, 9υn) dont la projection dans ©
verifie les conditions (a) et (b) ci-dessus; le premier resultat qui nous
interesse est le suivant.

Lemme 5.1.1. Les notations etant celles ci-dessus si Ω est une forme
symplectique dans © alors (© Ω , pΩ) a les proprietέs 3?F .

Preuve. Si dim© = 2 alors ©Ω est Γalgebre de Heisenberg et le

resultat est vrai (voir Exemple 4.2.2). Supposons que Γon ait dim® > 2

compte tenu du Corollaire 4.2.2 (© Ω , pΩ) verifie les conditions (p j ) et

(p 2 )• Π reste done a verifier que (© Ω , /?Ω) verifie (p 3 ) et (p 4 ). Soit Ω e
Z (© Ω , R) dans la base (e{, , e2r) on represente Ω par la matrice

Ω = [ ° Λ

 <Λ

|_-Λ ω

oύ ώ G Λ 2 β * et Λ G ( S * . On a done pour (x, X) et (y, Y) dans
0 Ω = R x ©, Ω((JC ,X),(y, Y)) = ώ{X, Y) + A{xY - yX). II resulte
de la fermeture de Ω, i.e., δCl = 0, que Λ Λ Ω = 0. Puisque Ω est
de rang maximal et que 2r > 2 la condition Λ Λ Ω = 0 entraϊne Λ =
0. Considέrons la cochaine Φ Ω e C 1 (<SΩ, ©Ω) defini par la formule
suivante:

On a evidemment <9ΦΩ = Ω et dp Φ Ω = 0. Cela prouve que dH (©Ω, ©Ω)

= // 2 (© Ω , R). Soit maintenant D e^(©Ω) dans la base (e0, -- , e2r)
on a

D = [ 0 Do

oύ DQ G 3fp(ϋ). Notons Ab Γendomorphisme de ©Ω defini par Aΰ(x, X)
DnX). On a

pour I e β Ω . Soit Va Γunique element de © tel que a = Ω# (FJ

et posons ί^ = (v, K ), on a alors {A^ - D){X) = pΩ{X)Uί) pour tout
X e<3Ω. Pour montrer qu'il existe a e ©Ω tel que

posons

D=
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L'element
Γ0 αl = ΓO Ω(F)1

Ό Q [O oj [O O J
est une derivation interieure de <SΩ . On associe a θ α le couple {ρa{Va),

Φ ή ( [ K a ,X],Y) + Φύ(X

Pour montrer que (<5Ω, pQ) verifie (p 3 ) il suffit de la faire pour les deriva-
tions de la forme

D=\°
ί

avec DΩ. ~ 0. Conformement aux notations adoptees on associe a D
Γendomoφhisme

"0 0

D'apres Γhypothese DΩ —̂  0 il existe une constante reelle K telle que
pour (x, X) et (y, 7) dans (SΩ on a

DQώ(X, Y) = KΩ{X, 7).

On a done

:,X)9(y, 7)) + Φ Ω ( (JC, X), Aύ(y, 7))

, 7 ) = KΩ(X, 7 ) = θ°(pΩ(x ,X)>(y, 7 ) ) ,

oύ θ° est la forme lineaire definie dans (5Ω par Θ°(JC, X) = jX. La
KV-structure ( 0 Ω , /?Ω) verifie ( p 3 ) .

( p 4 ) Soient D et ^ dans ^ ( β Ω ) soient β et ^ ' dans (3Ω tels que

= δβ, D'Cl = δβ' et Dβ' - ΰβ = Cf(AΰUΰ> - Aΰ,UD). Posons

= (K,β0), β' = (Kf, β'o) (on identifie 0 Ω avec R x 0*). On a alors

, X), (y, 7)) = KΩ(X, 7 ) , # Ω ( ( * , JΓ), (y, 7)) = ^Ω(JΓ, 7).

Conformement aux definitions anterieures on considere les primitives aΰ

et a ft de ψ^ et de ψ^i respectivement qui sont definis par:

aΰ(x ,X) = Kx + βo(X) + {ώ(X, Vn),

(on rappelle que Γon a
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On a done

Par consequent

Abab> - Ab,ab = ί 0, K^ - κ!\ + βoD'o - β'0D0

+ l-ω

#(Val)oD0-^ω*(Va)o

Puisque

Uβ'-£>; β = (0, Ka'-K'a + β'0D0-β0D
f

0) = (0, ώ*(D0Va,-D'0Va)).

On voit que Koί - K'a + βQD'o - β'0D0 = ω#(DQF / - D'0VJ . II en resulte
que Γon a

Abab, - Ab,ab = (0, Koί - K'a + βoD'o - β'0D0 - {ώ*(D0Va, - D'QVn))

= (0,\ω#(D0V,-D'0Va))

et Φή(AbUb, - Ab,Ub) = (0, \ώ*(D0Va, - D'QVa)). On deduit de ces
egalites la condition requise

Ce qui acheve la preuve du Lemme 5.1.1.
En combinant le Theoreme 4.2.1 et le Lemme 5.1.1 on a le resultat plus

general suivant:
Theoreme 5.1.1. Soit & une algebre de Lie commutative munie de sa

KV-structure normale triviale (&, σ). Soit Ω G A ^ * On considere le
relevement admissible ( 0 Ω , pΩ) de ((5, σ) dans Φ Ω . Soit F(0) un dra-
peau normal admissible dans 0 Ω qui est preserve par pΩ;alors (ΦΩ,/>Ω)
a les proprietέs £PF .

Demonstration. Soit 2r le rang de Ω. Fixons une base admissible

(e0, e{, , en) de 0 Ω telle que (e{, , en) verifie les conditions (a) et

(b); autrement dit si (θ°, θι, , θ") est la base duale de (eQ, , en)

on a entre autres Ω = Σ/Γo ^ + 1 Λ ^ 2 + 2 ^ a restriction de Ω au sous-
espace de 0 engendre par (ex, , e2r) est symplectique. En vertu du
Lemme 5.1.1 la KV-structure induite par /?Ω dans Γideal de 0 Ω engendre
par (eQ, ex, ••- , e2r) a les proprietes £Pf . D'un autre cote les structures
normales des sous-espaces du drapeau F(<ΰ) (engendre par (ex, ,en))
ont les proprietes &F . En appliquant n - 2r fois le Theoreme 4.2.1 aux
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ideaux de 0 Ω engendres par (eQ, e{, , e2r+ι), 1 < / < n - 2r, on voit
que (5Ω a les proprietes &F , d'oύ le Theoreme 5.1.1.

Nous allons dέduire des Theoremes 4.2.1 et 5.1.1 le thέoreme de releve-
ment des proprietes £PF dans les relevements admissibles.

Theoreme 5.1.2. Soit ( 0 , σ) une algebre de Lie commutative munie de

sa KV-structure triviale. Soit Ω e / \ (5* etsoit F(<δΩ) un drapeau normal

admissible engendre par une base (e0, , e2r, 9en) oύ 2r = rangΩ.

Λ a dιHι

pςi(&Q, e*Q) = ^ 2 ( 6 Ω , R) et pour tout Ω e Z 2 ( 0 Ω , R)

Cl-relevement admissible (<SΩ Ω, /?ΩΩ) fife ( ® Ω ' ^ Ω ) α ^ 5 proprietes

&" /?Ω ^<2ft/ /^ Ω-relevement admissible de ((5, cr) associe a Φ Ω = ^Ω # .
Demonstration. Le point de depart de la demonstration est la remar-

que suivante: si Ω = 0 le theoreme est trivialement vrai; sinon Γideal
de <5Ω engendre par (eQ9 e{, e2) est Γalgebre de Heisenberg fi3. Soit
F((5Ω Ω) le drapeau de ® Ω Ω obtenu en prenant Γimage reciproque de
F ( 0 Ω ) par la projection canonique 0 Ω Ω —• 0 Ω . On a le diagramme
commutatif deduit de la projection π:

En vertu du Theoreme 5.1.1 les KV-structures de la seconde ligne ont

les proprietes &F . D'un autre cote la KV-structure de fi3 est celle de

lΈxemple 3.4.2 et on a dHι

pCl(f)3, ^ ) = //2(i33, R). On observe alors que

si (<5ΩΩ)3 est commutative alors la KV-structure herites de ( β Ω Ω , /?ΩΩ)

est triviale, sinon (© Ω Ω ) 3 est Γalgebre ϋj3 munie de sa KV-structure de

lΈxemple 3.4.2. II en decoule que dans tous les cas de figure, le Theoreme

4.2.1 s'applique et assure que (<SΩΩ)4 possede une KV-structure ayant les

proprietes &F et se projetant sur (j53, pΩ^ ) . En vertu du Corollaire

4.2.3 on voit que

En iterrant Γapplication du Theoreme 4.2.1 et du Corollaire 4.2.3 on con-
clut que dHι

p^(UΩ, ®Ω) = H2(&Ω, E) et que (<8Ω, pQ) a les proprietes
&F . Cela acheve la dέmonstration du Theoreme 5.1.2.

5.2. Extensions et relevements des proprietes ^ F . Soit S): 0 —• 21 un
homomoφhisme surjectif de Γalgebre de Lie 0 dans Γalgebre de Lie 21
f) envoie la suite centrale descendante de (5 sur celle de 21. Supposons
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que 0 soit un algebre de Lie nilpotente de dimension n + k oύ k —
dim[0, 0 ] . Si F(<8) est un drapeau normal de type central alors on
a <5k = [0 , 0 ] . Posons comme indique au numero precedent an+ι =

k-ι a v e c 0 < I < k. Le drapeau F(<8) se projette dans chacun des
+ n + / en un drapeau normal de type central F(2lrt+/) d'autre part

e s t u n e extension centrale de codimension 1 de a π + / on a done

+ + = (Ω/> 2tπ + /); Γalgebre de Lie a π est commutative. Pour tout
nombre entier naturel p avec n + I > p > I on notera 2tπ+/ p Γidέal
®p+ι/®ι ̂ e 2ln+/ l'image de ^ ( 0 ) par la projection canonique de 0 sur
2ίn+/ n'est pas autre chose que la filtration de aΛ + / par les 2lw+/ p . II est
clair aussi que tout drapeau de Qίn se releve en un drapeau normal de type
central dans chacune des extensions centrales R —• 2ly|+/+1 —• Qίn+ι.

Dans la suite on fixe un drapeau normal de type central Fa(ΰ) qui se
projette en un drapeau normal admissible pour Γextension

En d'autres termes Fn(&) est engendre par une base (en+k, 9e29ex)
de 0 qui a les proprietes suivantes:

(a) pour tout / < k - 1, (en+ι, , en , , ^ ) engendre
n ^

(b) soient 2r le range de Ω o e /\2 a* et ( θ " + / : , , (91) la base duale

de (en+k , , e , ) , on a Ω o = Σ''* θn~2i Aθn~ι~2i. On a necessairement

Par ailleurs on designera par Dpl Γelέment de i ^ ? ( a Λ + / , p) tel que Γon
a

de sorte que le carre suivant est commutitif

n+l,p * n+l,p+\

ce diagramme est deduit de la projection canonique F(9Ln+ι+ι) -
Nous voici devant la derniere porte vers le theoreme d'existence des struc-
tures affines homotopes a zero dans les groupes de Lie nilpotents. La
demonstration aura lieu localement, c'est-a-dire au niveau des KV-struc-
tures des algebrers de Lie. Le theoreme enonce dans Γintroduction est un
corollaire du Theoreme 5.2.1 suivant.

Theoreme 5.2.1. Soit 0 une algebre de Lie nilpotente de dimension
n + k oil k = dim[0, 0 ] . On fixe un drapeau normal de type central



LES STRUCTURES HOMOTOPES A ZERO 903

et admissible Fa(<6) comme dέcrit ci-dessus. Soit (Ω / ? 9ίn+ι) la cascade

de k extensions centrales qui determine 0 a partir de Γalgebre de Lie

commutative A:=Qίn. Λlors 0 possede KV-une structure normale ( 0 , p)

qui satisfait aux conditions suivantes:

(i) p preserve Fa(<6).

(ii) Pour tout couple (p, /) de nombres entiers naturels avec n + I >

p > I la KV-structure (2lπ+/ p, ppl) induite par la KV-structure quotient

de ( 0 , p) par la projection canonique 0 —> Qίn+ι, a les proprietes 9°F .

(iii) Pour tout (/?,/) comme ci-dessus ( α w + / + 1 p + ι , pp+ι ι+ι) (resp.

(^n+i p+\' Pp+\ /)) e s t u n refevement admissible (resp. est une Dpl-exten-

sion admissible) de (^n+ί p, ppl).

(iv) Pour tout D 6 <®F(2tΛ+/) // existe une D-extension admissible de

( α

r t + / ' Pi) dans (\+ι, D) qui a les proprietes 3PF .

(v) Pour tout ideal <δp de Fa{&) et tout Ω e Z2{<δp, R) // existe une

Cl-relevement admissible de la KV-structure de <ΰp induite par (<d,p) qui

a les proprietes £PF .

Demonstration. Nous allons proceder par recurrence sur la dimension
k du premier ideal derive [0, 0 ] , ou si Ton veut, sur la longueur k de
la cascade d'extensions centrales

Etape 1. On suppose que k = 1 Γalgebre de Lie 0 est une extension
centrale de codimension 1 de Γalgebre de Lie commutative 21 = 0/[0, 0]
soit Ω e f\2 21* tel que 0 = 2lΩ. On munit alors 0 du Ω-relevement
admissible pa de la structure triviale (21, σ) qui est determine par Φ Ω =
^Ω# e ZJ(2l, 21*). En vertu du Theoreme 5.1.2 les assertions (i), (ii), (iii)
et (v) sont vraies. Pour etablir la veracite de Γassertion (iv) on considere
D € 3fp{&) et on munit <δD d'une D-extension admissible ( 0 D , pD)
de ( 0 , pΩ); 0 D est filtre par le drapeau FJfiD) = F(0) c 0 D . Soit
s/ = 0 D / [ 0 D , 0 D ] . L'algebre de Lie 0^ est determinee par une cascade
d'extensions centrales de codimension 1 ( θ / , J ^ ) avec sί^—sί. Notons
3Sι Γimage de 0 dans stfι par la projection canonique de &D sur srf{.
On a done a chaque niveau / le carre commutatif suivant:

•*/•! > *M

1 I
On observe maintenant que les KV-structures quotients de pD (done de
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pΩ ) dans les 3Sι ont toutes les proprietes &F d'une part, et que le quo-
tient de pD dans s/ έtant la KV-structure triviale (s/, σ) celle-ci a les
proprietes &>F.

Par consequent si on considere le carre commutatif

I 1
le Theoreme 4.2.1 assure que la KV-structure quotient de ( 0 D , pD) dans
s/χ a les proprietes £PF . En iterant Γapplication du Theoreme 4.2.1 et en
tenant compte du fait ( 0 , /?Ω) a les proprietes 3°F on voit que ( 0 D , pD)
a les proprietes 3?F .

Etape 2. On suppose que les assertions (i) a (v) du Theoreme 5.2.1
sont vraies pour les algebres de Lie nilpotentes 0 avec dim[0, 0] < ko .
Soit 0 une algebre de Lie nilpotente de dimension n + k0 + 1 avec
dim([0, 0]) = k0 + 1. On fixe un drapeau normal de type central ad-
missible Fa((ΰ) on conserve les notations precedentes; on obtient 0 par
une cascade de k + 1 extensions Slπ+/+1 = (Ω7, δtΛ+/) a partir de Γalgebre
de Lie abelienne a n . Posons

II existe p € N avec kQ + 1 < p < « + A:o -f 1 tel que

d im[0 p , 0 p ]< / : o .

On peut done munir <3p d'une KV-structure (0 , /ι ) qui verifie le Theo-
reme 5.2.1. Nous considerons le diagramme commutatif d'homo-
morphismes d'algebre de Lie suivant:

ί I' i
"T" T" ϊ

n+kQ
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Dans le diagramme ci-dessus les lignes sont les applications inclusion des
drapeaux Fa($ln+ι) et les colonnes sont les homomorphismes canoniques
deduits des extensions centrales

Of > Oί
n+l+\ ,p+\ n

En fait la KV-structure de <δp est obtenue par une cascade de relevements

admissibles a partir de la structure triviale de 2ln k _{ . Considerons

Γavant derniere ligne

91 —+91 __• .. . _ + Oί
^n+\,p-k0 ^«+l,/?-A:0+l ^n+l'

On va la munir de la suite de relevements admissibles des structures
normales triviales (%ln p_k +ι, 0) qui sont induites par les relevements

(2^+19 Pςi) associes aux Φ Ω = ^Ω*; en vertu du Theoreme 5.1.1 les
structures ainsi obtenues ont les proprietes &F . Puisque les structures
de la colonne au-dessus de %ln p_k _{ ont les propriέtes &F , on applique
- 1 + /cπ fois le Theoreme 4.2.1 a la colonne au-dessus de 2L n . a par-
tir de $ln+2 p_k+2 ^ n m u n i t a i n s i ®p+\ d'une extension admissible de
la KV-structure (βp, pp) qui verifie les assertions (i), (ii), (iii). II suffit
maintenant de recommencer la meme demarche pour les autres colonnes
au-dessus des %n p_k + / , / = 1, 2, , p - kQ on construit ainsi dans (5
une KV-structure ( 0 , p) qui verifie (i), (ii), et (iii).

Etape 3. II reste a montrer que la structure ((5, p) obtenue ci-dessus

verifie les assertions (iv) et (v). Soit D e «2^(<S). Notons Dι la projection

de D dans 3rF($ln+l). Considerons une D-extension admissible {<ΰD, pD)

de ( 0 , p). Soit [(\+ι, Dt), pD ] le quotient de (<δD, pD) par la projec-

tion canonique <δD —> (2tΛ_|_/,/)/); alors /?D est une ^-extension admis-

sible de (2lπ+/, PQ) - En vertu des resultats de ΓEtape 1, la Dχ -extension

admissible [{%+x ,D{),pD] de ( a Λ + 1 , /?ΩQ) a les proprietes ^ . On ap-

plique le Theoreme 4.2.1 pour montrer que les /^-extensions admissibles

[(2lA?+/, Dt), pD ] ont les proprietes &F . En effectuant cette operation

pour chacun des (Stπ+/, /?Ω ) on voit que ( 0 , p) verifie la condition (iv).

Pour terminer considerons Ω e Z2(<δ, R) et soit (5Ω Γextension cen-

trale (Ω, 0) soit ^ ( ® Q ) le drapeau de 0 Ω obtenu par Γimage inverse

n~x(Fa(&)) oil π est la projection canonique de (5Ω sur 0 . Considerons
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le diagramme commutatif suivant:

0 p > 0 p + 1 , > 0

En vertu de Γhypothese de recurrence on a dHι

p(<δp, 0*) = H2(<ΰp, R)
et tout relevement admissible de (&p, /?p) dans <&& p+{ a les proprietes
&F . On applique π + kQ -f 1 — p fois le Theoreme 4.2.1 aux extraits du
diagramme ci-dessus est on obtient un Ω-relevement admissible ( 0 ^ , p^)
qui a les proprietes &F . Cela acheve la preuve du Theoreme 5.2.1.

VI. Retour a la geometrie differentielle

L'objet de ce paragraphe est de mentionner brievement quelques ap-
plications du Theoreme 5.2.1. On limitera cet esquisse a deux directions
suggerees respectivement par [18], [3] et [6], [25].

6.1. Plongements lagrangiens des groupes de Lie nilpotents. Soit G un
groupe de Lie nilpotent connexe de dimension n . On note 0 Γalgebre de
Lie des champs de vecteurs invariants a gauche dans G et 0* Γespace vec-
toriel dual de 0 0* est Γespace des 1-formes differentielles invariantes a
gauche dans G. D'apres [6] chaque structure localement plate invariante
a gauche (G, V) definit une structure de groupe de Lie symplectique dans
le fibre contangent T*G (G etant le revetement universel de G). En effet
soit (G, V) une structure localement plate invariante a gauche dans G,
la connexion lineaire V definit une KV-structure ( 0 , p) conformement
a la formule

Soit 0*#0 le produit semi-direct de 0 par 0* associe a la representation
duale p*: 0 —> End(0*) le crochet dans 0*#0 est donne par la formule
suivante

[(θ, X), (θ', X1)] = {p\X)θf - p*{X')θ, [X, X']).

Soit G# le groupe de Lie connexe et simplement connexe dont Γalgebre
de Lie est 0* # ©. Si G est le revetement universel de G il est facile
de voir que si (G, V) est complete alors G# est nilpotent; s'il existe un
produit semi-direct 0* # G tel que le diagramme suivant soit commutatif
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1
0*

alors le groupe de Lie G

1
: • <δ* # G •

possede un polongement

G

1
G

lagrangien dans G* # G
muni de la forme symplectique ω definie par

En effet on a δω = 0 et rang ω = 2dimG. De sorte que (0* # G, ω) est
une variete symplectique. On a montre dans [6] qu'il existe une scission
G —• 0* # G de la suite 0* —• 0* # G —• G qui est un plongement
lagrangien de G dans (5* # G. L'image de la scission ci-dessus coincide
avec une feuille du feuilletage de 0* # G par les classes a droite modulo
G, feuilletage qui est lagrangien. On deduit done du Theoreme 5.2.1 le
resultat suivant.

Theoreme 6.1.1. Tout groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe G possede un plongement comme feuille lagrangienne dans un
groupe de Lie nilpotent connexe G# muni d'une structure symplectique
invariante a gauche (G#, ω). Deplus G# possede une structure localement
plate invariante a gauche (G , V ) telle que V ω = 0.

Demonstration. On considere dans G# = 0* # G la structure lo-
calement plate invariante associee a la KV-structure de 0* # 0 suivante:
soient (θ, X) et (θf, X1) dans 0* # 0 , on pose

On deduit de la que la forme symplectique ω((0, X), (0 ;, X1)) = θ(Xf) -
θ'(X) est un invariant pour p en effet considerons des elements (θ, X),
(0', X') et (0", X") dans 0* # 0 on a

= -ω((p*(X)θ',p(X)X/)Λθ\x"))

= -θ\p{X)X") - θ'\p{X)X') + θ\p{X)X") + fl"

= 0.

On deduit de ce resultat le corollaire suivant:
Theoreme 6.1.2. Tout groupe de Lie nilpotent connexe et simplement

connexe de dimension n peut etre realise comme sous-groupe affine du
groupe affine symplectique R2n x Sp{2n).
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Si on se place dans Γesprit de [6] on a le corollaire suivant
Corollaire 6.1.3. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simple-

ment connexe de dimension n // existe une loi dyoperation affine symplec-
tique de G dans R2n dont les orbites sont des sous-espaces affines lagrang-
iens.

On a montre dans [5] qu'etant donne une loi d'action affine de G dans
R2" la condition d'existence d'orbite affine etait regie par un theoreme de
nullite de la classe de la translation de Faction affine.

Le Theoreme 6.1.2 donne une reponse partielle au probleme de reduc-
tion posέ dans [18].

6.2. Varietes affines. Une application des plus interessantes du Theo-
reme 5.2.1 est qu'il permet de construire de nombreux exemples de varietes
affines a partir des structures affines des groupes de Lie, c'est-a-dire en fait,
a partir des structures localement plates invariantes a gauche.

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe. Soit (G, V) une structure
localement plate invariante a gauche dans G. Soit 0 Γalgebre de Lie de
G et soit ( 0 , p) la KV-structure associee a (G, V). Soit K le noyau de
Γassociateur de ( 0 , p)

K = {ξe <δ/p(X)p(Y)ξ = p(p(X)Y)ξ, VX G Θ, v r G 0}.

Lemme 6.2.1. K est une sous-algebre de Koszul-Vinberg de ( 0 , p).
Preuve. Soient ζ et ζf des elements de K pour X et Y dans 0

on a:

p(X)p(Y)p(ξ)ξf = p(X)(p(Y)p(ξ)ξ/)

= p(X)p(p(Y)ξ)ξ' = p(p(X)p(Y)ξ)ξ/

= p(p(p(X)Y)ξ)ξ' = p(p(X)Y)p(ξ)ξ'

ce qui montre que p{K)K c K.
Soit Si le sous-groupe de Lie connexe de G associe a la sous-algebre

de Lie K.
Lemme 6.2.2. J? est un sous-groupe de Lie ferme dans G.
Preuve. En fait si un element u de G appartient a Jz? alors la trans-

lation a droite par u: υ —• vu est une transformation affine de (G, V)
3£ est done la composante neutre du stabilisateur de V sous Faction de
G (dans G) par les automorphismes interieurs.

On deduit du lemme ci-dessus le rέsultat suivant:
Proposition 6.2.1. Soit (G, V) une structure localement plate invari-

ante a gauche; soit J? le sous-groupe de Lie connexe associe au noyau de
Γassociateur de la KV-structure dέfinie par V alors G/Jf est une variete
affine.
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Cette proposition permet de construire des exemples de variete ho-
mogenes a partie de KV-structures.

Exemple 6.2.1. Soit G un groupe de Lie dont Γalgebre de Lie est en-
gendree par la base (Z , X, Y, T) telle que

[X, Y] = Z, [Z,X] = [Z,Y] = [Z,T] = 0,

[T,X] = Y, [T,Y] = Z.

Soit ( 0 , p) la KV-structure definie par la formule suivante

p(z,x, t)(z , x , y , t') = ({x+ήy'-utt', yytz+t'z-υtt', -t'{x+t), 0)

oύ u et υ sont des constantes reeles fixees. Le noyau de Γassociateur est
defini par le systeme y = t = 0.

Exemple 6.2.2. Soit © Γalgebre de Lie de dimension 4 engendre par
Z , X, Y, T suivant la loi de crochet suivante:

[X9Y] =

[T,Z] = 2Z, [T,Y] = Y.

On munit 0 de la KV-structure definie par la representation lineaire suiv-
ante:

~2t 2t x x'

r Λ 0 t 0 0
p(z,x,y,t)= 0 0 t t

.0 0 0 0.

Le noyau de Γassociateur est defini par le systeme suivant

Exemple 6.2.3. Soit G = GL+(2, R) et β = gl(2, E) soit X, Y, H, T
la base de 01(2, E) telle que:

h + t x

y -h + t

Considerons Γapplication lineaire de 0 dans End(0) definie par

p(x,y,h,ή =
2x

- 1

2y

x_

\y

3y y
t h

2h t



910 NGUIFFO B. BOYOM

On veriήe sans difficulte les egalites suivante (voir [18])

p(ξ)ξf - p{ξ')ξ = [ξ, ξf], [p(ξ), p(ξ')] = p[ξ, ξ'l

Le noyau de Γassociateur de p est de dimension 1 de sorte que le sous-
groupe de Lie GL+(2, R) forme des elements tels que Γautomorphisme
interieur Ad(s) laisse p stable est un sous-groupe a un parametre.
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