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UNE OBSTRUCTION GEOMETRIQUE
A LΈXISTENCE DE FEUILLETAGES DE

CODIMENSION 1 TOTALEMENT GEODESIQUES
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1. Introduction

Soit Wn+λ une variete riemannienne compacte, connexe et sans bord sur

laquelle est defini un feuilletage transversalement oriente ίFde codimension 1.

D. Asimov [1] a demontre que pour W a courbure sectionnelle constante c on a

0 si n est impair,

1

vo\(W) jκ = , si n est pair.

Soit main tenant une variete W de dimension 3. S'il existe des constantes

λ, K2 telles que Kλ < c(x, Q2) < K2, VxEW,\/Q2C TXW. On a

l—- ί K^^3)V
oύ K: W -> R, designe la courbure de Lipschitz-Killing (de Gauss si n — 2) de

la feuille qui passe par x au point x avec la metrique induite par celle de W, et

c(x, Q2) la courbure sectionnelle en x dans la direction du 2-plan Q2 C TXW.

D'autre part, R. Langevin, H. Rosenberg et Γauteur demontrent dans [2] que

1 f I ck/1 sinetk sont pairs,

vol(»F)V* X ' ]

L 0 dans les autres cas,

pour W de courbure constante c, et ηk designant la A>ieme fonction symetrique

de courbure extrinseque de la feuille qui passe par x au point x. Suivant [2], les

fonctions ηk sont definies par

i=\
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I etant Γendomorphisme identite, et Ax: TXMX -> TXMX etant defini par AX(Y)
— Vy(Λ )̂, ou Mx est la feuille qui passe par x, et N, V le vecteur normal a <$
et la connexion riemannienne de W respectivement.

II est aussi possible de definir des fonctions intrinseques de courbure yk,
k = 2α, a = 1,2, , Λ/2, SUΓ les feuilles de f.

On les appellera courbure λ -scalaire [2] et elles mesurent, en chaque point de
la feuille, la moyenne des courbures /c-sectionnelles. Dans ce cas, pour n pair
on a

Ur)
On annonce ici des generalisations de ces resultats de meme qu'une obstruction
geometrique a Γexistence de feuilletages totalement geodesiques.

Dans les assertions ci-dessous, la variete riemannienne Wn+λ sera toujours
compacte, connexe, sans bord et de dimension impaire.

Avec les memes notations utilisees jusqu'a maintenant on a
(i) Si n + 1 > 3 et s'il existe des constantes Kλ, K2 telles que

alors

oύ dλ, d2 ne dependent que de Kλ9 K2 et de la dimension n.
En outre, si W est une variete dΈinstein (courbure de Ricci constante), alors

Γintegrale j w γ2 ne depend pas du feuilletage.
Observation. γ2 est la courbure scalaire usuelle des feuilles de W.
(ϋ) S'il existe un entier q, I <2q^ n — 1, tetlle que les courbures 2q-

sectionnelles de W ne s'annulent pas, alors W n'admet pas de feuilletages
totalement geodesiques de codimension 1. En particulier les espaces a courbure
non nulle (sectionnelle) ont cette propriete.

(iii) II existe des (n + l)-formes globales Θ2A:, 0 < 2k < n, qui dependent et
la variation du champ de vecteurs N normal a S7, mais dont les integrales sur
W ne dependent pas du feuilletage. En outre

oύ c2k est la courbure 2λ>scalaire de W. Done Γintegrale de gauche ne depend
que de la metrique de W.
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Remarque. W est orientee et ®j est transversalement orientable.

2. Notation

Soit x G Wn+\ U B x un ouvert de W, {ex,- -9en+ι} un repere orthonor-
mal adapte sur U:

(ei9ej)=δiJ9 K i j < π + 1 ; N = en+ι±<$.

Le corepere, les formes de connexion et de courbures associees sont donnes par

k=\

( , ) et V denotent respectivement le produit scalaire et la connexion
riemannienne associes k(W9( ». Les formules de structure sont

n+\ rt+1

dθ. = ^ "ik Λ h> d»ij = Σ «, * Λ «Λy + Ω o

Et Γidentite de Bianchi prend la forme

d®ij= Σ "ikA®kJ-®ikA<»kj
k=\

3. Les formes ΨΛ J 2/,Λ » Φ*,2/,«» 2̂r,w e^ u n lemme combinatoire

Avec les notations introduites au §2 on peut definir des «-formes ψΛ>2/,/i

et des (« + l)-formes φΛf2/fΠ

0 < f c < Λ - l , 0 < 2 / < A 2 - 2 , k + 2Kn-2l

sur un ouvert U C W. Ces formes sont directement associees au feuilletage ίFet
sont definies a Γaide d'un repere orthonormal adapte (e,, ,^π+i} par

Ψ Λ , 2 / , « = Σ S δ n ( σ ) ω σ ( l ) , n + 1 Λ * * * Λ ω σ ( Λ ) , / i + l Λ Ω σ ( ^ + l)σ(Λ + 2) Λ ' * *

Λ ^σ(A: + 2/+l) Λ

,n = Σ S S n ( σ ) Ω σ ( l ) , « + l Λ ωσ(2),n+\ A '" Aωσ(k+\),n+\ A

σ<ΞSn

Λ A Ω σ ( A : + 2/)σ(A: + 2 / + 1 ) Λ

oύ Sπ denote le groupe symetrique des permutations a w-elements.
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3.1. Lemme. Les formes ψ^t2/,π» Φk,2i,nsont globales.

Demonstration. Soit (e, -9en+l] un autre repere orthonormal adapte a <5.

On a

n

det(fl/7) = 1, (α / 7) est une matrice orthogonale. On a aussi

n

«, ,π+i == Σ βz7ω/,«+i>

Ω/y= Σ aUrajβr%s9 1 <ij<n,

2,\,i+i = Σ β/7

Ωy,«+i
7 = 1

Alors

ΨΪfĉ /,1. = Σ Sgn(σ) 2 aa0),^r,n+\ Λ • Λ 2 βα(*)A«+l
σG5π \r=l / \ r= 1

Λ Σ ao(k+\),raσ(k + 2)βr,s Λ Σ βσ(^ + 3),rα

\ /
n

Λ Λ 2 aa(k + 2l-\),rao(k + 2l),s®r,s Λ Σ a

\r,s=\ I \r=\

A I Σ aσik+2l+2)jή Λ ... Λ | Σ flσooΛ)-

La symetrie de 5^ nous donne immediatement

Ψ ,̂2/,w = Σ Σ sgn(σ)sgn(τ)α σ ( 1 ) τ ( 1 ) ω τ ( 1 ) ϊ l l + 1 Λ

)τ(k+ \)aσ(k + 2)τ(k + 2)^τ(k+ \)τ(k + 2)

Λ A α σ ( A : + 2 / _ 1 ) τ ( A ; + 2 / _ 1 ) f l σ ( A : + 2 / ) τ ( A : + 2 / ) Ω τ ( A : + 2 / _ 1 ) τ ( A : + 2 / )

Λ *• * A<to(n)τ(n)θτ(n)

Le fait que det(α^) = 1 fournit ψ = ψ. Par un processus entierement analogue

on demontre que φ = φ.
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3.2. Lemme fundamental.

dΨk,2l,n = k<t>k-l,2l,n + 2lΦk + 1,2(/- \),n ~ (" ~ k ~ 2l)Ψk+\,2l,n Λ θn+\

Demonstration. d^klln — A + B + C, oύ

A = /c 2 sgn(σ)dωσ ( 1 ) 5 / ί + 1 Λ ω σ ( 2 ) / ί + 1 Λ Λω σ ( Λ ) f l l + 1

B = (-1)^/ 2 s g n ( σ ) ω σ ( l w l A coσ ( 2 ),π + 1 Λ Λω σ ( Λ ) f l I + 1

Λ Ω

Λ

C = (-l)*(π -k-2l) 2 s g n ( σ ) ω σ ( 1 M + 1 Λ ω σ ( 2 ) > w + 1 Λ Λω σ ( Λ ) f # l + 1

Λ θσ(k + 2l+2) A ' " Aθσ(n)'

Mais

, φ Λ u / f Λ

»+! \

Σ ωσ(l),7

 Λ « y f Λ + l Λ ωσ(2),«+l Λ

y = l /

Λ AM(J(jc + 2l- \)σ

Et

Ax — An + Λ t 2 , ou

n = (-l)λ + 12/A: Σ sgn(σ)ωσ ( 1 ) f Π + I Λ • Λω σ ( Λ ) f l l + 1 Λ

Σ sgn(σ)coσ ( 1 ) ? w + 1 Λ Λ«σ ( Λ ) f
l I + 1

AΩσ(*+i),σ(*+2) A AΩ σ ( A . + 2 / _ 1 ) σ ( A : + 2 / )

l) Λ θσ(l) Λ ^ σ ( A : + 2/+2) Λ
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D'autre part

B = -An + Bx + 2lφk+U2(l_l)n, ou

Bλ = ~2l(-\)k(n - k - 21) 2 sgn(σ)ωσ(1)f l l+1 Λ Λωσ(Λ)>l l+1

Pour C nous avons

C=-Al2-Bx-(n-k- 2/)ψΛ+lί2/fΠ Λ

Done

<%2/w = ̂  + B + C = * φ * _ l 2 / l I

3.3. Definition. On associe au feuilletage ^des (n + l)-formes Γ2r n sur W
pour r = 0,1, ,w/2, definies par Γequation

~ 3) 5.3

SI

oΰ

^Ψ2 r-2,2,n - 2 4 " Ψ2r-4,4,

2 4 . . . ( 2 r _ 6 ) ( 2 r _ 4 ) Ψ 4 > 2 r - 4 , n

+ ( υ 2.4 • (2r - 6)(2r - 4)(2r - 2)

3.4. Corollaire. Les formes T2r n sont exactes.
Demonstration. II suffit de prendre

- / _ 2 r ~ l I M (2r ~ l ) ( 2 r " 3 ) f
T2t-\,n ~ Y2r-\,0,n 2 X*/2r-3,2,n ~*~ 2 4 T2r-5,4,«

+ ( n - 2 ( 2 r - l ) ( 2 r - 3 ) 7.5
V U 2.4 (2r - 6)(2r - 4)(2r - 2) ψ 2 2 r - 2 «'

et appliquer le lemme fondamental pour obtenir

dτ2k-\,n = Γ2r,«
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4. Les resultats

4.1. Theoreme. Si les courbures sectionnelles de W sont bornees par Kx et

2 , c.ά.d., Kx < c(x, Q2) < K2Vx E W^Q2 C T^W, α/or.?,

1 c n

En outre, si W est une variέtέ d 'Einstein on a

1

vo

oύ p est la courbure de Ricci de W.

Demonstration. D'apres le lemme fundamental on a

( ! ) ^Ψl,0,/ι = Φθ,O,* — (n— !)Ψ2,0,/ι Λ θn+\'

L'expression de la courbure scalaire de la feuille sera donnee a Γaide d'un

repere orthonormal adapte par:

γ2" = 4 Σ
n!

ou les Ω/y sont les formes de courbure de la feuille vue comme sous-variete

reguliere de WnJrλ munie de la metrique induite par Γinclusion de la feuille et v

la (n + l)-forme volume de W. Explicitement

ou

λ: Mx -+ W, Γinclusion de la feuille qui passe par x.

Done, on aura

1
~Ίiv = ^y Σ sgn(σ)(ω; ( 1 ) f # f + 1 Λ ω * + l σ ( 2 ) + Ω*(1)

w =-ίί Λ Λ ^σ(3) Λ

σ£5n

+ Λ Σ sgn(σ)Ωo(I),o(2) Λ θa(3) Λ

-1

Λ

Λ 0 σ ( π ) Λ
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oύ Cij est la courbure sectionnelle de W dans la direction du 2-plan determine

par {ei9 ej).

Le theoreme de Stokes applique a (1) fournit

w

Λ θn+\ - n
w

Mais

o,o,*= Σ sgn(σ)Oσ ( 1 ) f l I + 1Λfl f f ( 2 )Λ . . Λ ί σ ( l l ) Λ f l l l

σ(ΞSn

+ 1

p.

Done

7 = 1

(3)

Integrant les deux membres de Γegalite (2) on obtient

w w
»! ' Σ^Λ-

( 2 )

V.

Maintenant, Γinegalite Kx < c/y < ίΓ2, 1 < /', y < n + 1, entraϊne

ί ^ n τs

J \A/ n — 1

Si, en outre, ^Γest une variete, dΈinstein, Γequation (3) nous donne

1 r 1

vol(PΓ) V 2 Λ - 1 P '

puisque ΣJ = 1 cJn+ι = p et Σ ^ < 2 ς 7 = ±(Λ - l)p.

4.2. Theoreme. 5'// existe un entierpairp, 2 <p < n, tel que les courbures

p-sectionnelles de W soient partout non nulles, alors W n'admet pas de feuille-

tages totalement gέodέsiques de codimension 1. En particulier, sur une υariete

riemannienne a courbure sectionnelle (2-sectionnelle) non nulle il n'y a pas de

feuilletages totalement geodέsiques de codimension 1.

Demonstration. Supposons par Γabsurde qu'il y ait un feuilletage totale-

ment geodesique ®j sur W. Alors les formes ΨΛ>2/,Λ Λ ^ - 1 s o n t nulles. Done

d'apres definition 3.3

Γ = ( i
2.4.6
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Mais Tp n est exacte. Done

Par contre

(5) =(_]Y/2-](n- ])\(n-n^

u c/, / _,n+i e s t ^ a s courbure /?-sectionnelle dans la direction du plan
idetermine par {ei]9- ,e, ι9en+x}. Pour une definition des courbures/?-section-

nelles voir [4].

Done (4), (5) fournissent

(p- l)(p-3) •••7.5.3

k>'-fJ5i?fr%7?T)i>-W'->+»
(6) • 2 «<,-ι,-,.+ ι

l^/,< <ip_^n

= 0,

ce qui contredit le fait que ct έ _ n+} ¥=0 avec la connexite de W.

4.3. Theoreme. Soit θ2k, 0 ^ 2k ^ n, la (n + 1)-forme sur Wdefiniepar

- 3 ) 5.3,

Alors

r

oύ a est un coefficient combinatoire qui ne depend que de k et de n, et oύ c2k

designe la courbure Ik-scalaire de W.

Demonstration.

Ψo,2k,n Λ θn+\ = Σ sgn(σ)Ωσ ( 1 ),σ ( 2 ) Λ /\tiσ(2k_l)M2k) Λ θσ(2k+l)

Λθσ(2k+2)Λ -Λθσ{n)ΛΘH+ι.

Done il est evident que

V.

Maintenant on applique la formule (6) du theoreme 4.2 et la demonstration est

achevee.
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5. Conclusion

Soit H*(W,R) la cohomologie de deRham de W9 et ε ( ^ ) G H"(W,R) la

classe dΈuler de <&. Alors, si on se donne un repere orthonormal adapte local,

s'exprime par

ou

β.. = (Oy π + 1 Λ ωn+ι + Ω, (voir ( M ) ) .

Done

= Vy^1^2 ^ S δ n ( σ )( ω σ(l), W +l Λ ω*+l,σ<2) + fi

σES n

Λ (ωσ(3),n+l Λ ω*+l,σ(4) + Ωσ(3),σ(4)) Λ

Le theoreme d'Asimov (voir [1, th. 1]) peut s'enoncer de la maniere suivante:

Si Wn+λ a une courbure sectionnelle constante, alors; ε ( f ) Λ ί n + 1 G

Hn+ \W, R), ne depend pas dufeuilletage.

Ce qu'on vient de faire dans le theoreme 4.3 correspond, pour le cas ou

2k = «, a definir une combinaison lineaire standard θn des formes ^2r,n-2r,n^

coefficients rationnels qui satisfait

ne depend pas du feuilletage.

Cependant, les formes ΘM ne sont pas fermees en general.
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