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ESPACES DE NULLITE DU TENSEUR DE
COURBURE SUR LES FIBRES PRINCIPAUX

TONG VAN DUC

1. Homomorphisme caracteristique generalisé
d’aprés F. Kamber et Ph. Tondeur

Pour plus de details, on se renvoie a [3].

Dans toute la suite (P, G, M) désigne un fibré principal de base M de
groupe structural G dont l'algébre de Lie est noteé g. On désigne par A(P)
(resp. A(M)) I'algebre des formes différentielles sur P (resp. sur M).

Definition. Une connexion partielle sur (P, G, M) est un sous-fibré
vectoriel H de TP tel que:

(1) H,n VP, = {0} Vu € P, Ou VP désigne le fibré vertical,

2 H,=(R),H, Yu € P, ou R, est la translation a droite définie par
I’élement a de G. H se projette ainsi en un sous-fibré vectoriel L de TM. On
notera J I'idéal des formes différentielles sur M qui s’annulent sur les sections
de L.

Definition. Une connexion sur (P, G, M) est dite adaptée a une connex-
ion partielle si ’espace horizontal de la connexion contient le sous-espace de
la connexion partielle en chaque point de P.

Definition. Un fibré principal (P, G, M) est dite feuilletée s’il est muni
d’une connexion partielle intégrable. Alors la projection de la connexion
partielle sur M est aussi intégrable.

Definition. Une connexion adaptée w sur un fibré principal feuilleté est
dite basique si 8,0 = 0 quel que soit le champ partiellement horizontal 4, 6,
désignant la dérivée de Lie par rapport a 4. Cette condition est équivalente a
i,2 = 0, ou £ est la forme de courbure de w.

Proposition 1. Soit (P, G, M) un fibré principal feuillete. Alors pour toute
connexion adaptée w de courbure @ et pour tout a € g*, on a a2 € p*I N\
A(P). De plus, w est basique si et seulement si a2 € p* AXX A A(P), p étant
la projection de P sur M.
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Dans tout le reste du paragraphe, on considére un fibré principal feuilleté
(P, G, M). Soit W(g) = /\ g* ® Sg* lalgébre de Weil de g. Il est muni d’une
filtration décroissante définie par

F*W(g) = @ N\ g*® S/g*.

Jj>r

De méme A(P) posséde une filtration définie par F'A(P)=p* A" A
A(P).
Soit K, 'homomorphisme de Weil de W(g) dans 4(P) défini par
K (a) = aw Ya € N'g*
K (&) =aQ VaeS'g*
K, est un homomorphisme de G-algebres différentielles graduées. De la
proposition 1, on déduit
Théoréeme 1. L’homomorphisme de Weil préserve les filtrations, i.e.,
K, : F¥W(g) - F'A(P).
De plus, si w est basique.

K, : F*W(g) > F¥A(P).

Soit ¢ la codimension de L, on a K (F?*'W(g)) = 0 et dans le cas d’une
connexion basique, K, (FA/2*1(g)) = 0. Par suite, si I'on désigne par
W), = W(g)/ F*X*DW/(g), alors K, induit un homomorphisme:

K, : H(W(g),) > H(P),
et dans le cas basique, un homomorphisme:
K, : H(W(g)ig/2)) > H(P).

Enfin, soit H un sus-groupe de G et W(g, H) = W(g)y les éléments H
basiques de W(g). Alors Vk > 0,0n a

W(g, H), = W(g, H)/ F***YW(g, H) = (W(g)&)n-

Soit d’autre part, (P’, H, M) une H-réduction de (P, G, M) définie par une
section s : M — P/H. K, induit un homomorphisme (K,), : W(g, H), -
(A(P))y = A(P/H). La composition de (K_), avec s* : A(P/H)— A(M)
donne un homomorphisme

0=S8*(K,)y: W H)—> AM).
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D’ou le théoréme suivant di 4 F. Kamber et Ph. Tondeur:

Théoréme 2. Soit (P, G, M) un fibré principal feuilleté et soit une H-réduc-
tion de ce fibré. Alors il existe un homomorphisme A,, appelé homomorphisme
caractéristique généralisé de (P, G, M), de H(W(g, H)) dans H(M). Cet
homomorphisme ne dépend pas de la connexion adaptée choisie dans (P, G, M),
mais si cette connexion est basique, alors

A, : H(W(g, H))g/z—> H(M).

2. Espaces de nullite du tenseur de courbure

Soit (P, G, M) un fibré principal muni d’une connexion w de courbure Q.
Soitu € Pet N, = {A € T,P tel que (A4, B)=0VB € T,P}. Soit p(u) =
dim N,. p(u) s’appelle I'indice de nullit¢ de @ au point u. Puisque Q est
différentiable, la fonction p est semicontinue inférieurement sur P et I’ensem-
ble des points ou p atteint son minimum est un ouvert de P. Comme d’autre
part R*Q = Ad(a™)®, on a N, = R, N, Va € G et p est constante de long
des fibres. Par suite si ’on suppose p constante sur un ouvert O de P, la
restriction de P 4 U = p(0O) est un fibré principal muni d’une connexion
partielle définie par la distribution: ¥ - N, N H, ou u — H, est la distribu-
tion horizontale qui détermine la connexion w.

Théoréme 3. On suppose . constante sur P. Alors la distribution: u — N,
est complétement intégrable. En particulier le fibré principal (P, G, M) est
Seuilleté.

Preuve. Soient A, B € N. Si A et B sont verticaux, alors [4, B]E N
puisque £ est semi-basique. Si A et B sont horizontaux, alors quel que soit le
champ horizontal C, on a, d’aprés ’identité de Bianchi:

0= D4, B, C) = dw(4, B, C) = S{A%B, C) — ([ 4, B], C)}
ou S désigne la somme cyclique. Cette relation se réduit a
0= —Q([A, B], C).
Donc [4, Bl € N.

Si A = A* est un champ fondamental et si B est horizontal, alors quel que
soit le champ horizontal C, on a

0 =B, C) = dw(B, C) +[w(B), &(C)] = —«([ B, C]).
Donc [B, C] est horizontal, ce qui implique
dU(A*, B, C) = (ddw + }d[w, w])(4*, B, C)
= S{A4*[w(B), w(C)] —[w([4*, B]), «(C)]} = O.
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D’autre part,
d(A4*, B, C) = S{A*Q(B, C) — Q([ 4*, B], C)} = -@([4*, B], C)

ce qui montre que [4*, B] € N.
Enfin, si 4 est vertical et B horizontal, on peut écrire 4 = X, f.4*. Alors

2[4, B], C) = f[4r B].C) - Q(Z(Bf,.)A,.‘, c) =0,
et on a encore [4, B] € N.

On revient au cas général et on désigne par »(u) la dimension de
N, N H, et on pose v, = min, . p »(u). Soit (P’, H, M) une H-réduction de
(P, G, M). On va montrer quil existe un homomorphisme d’algebres
A, : HW(a, H))n—»g/2—> H(M) ot m est la dimension de M. D’aprés ce
qui a été rappelé a propos des théorémes 1 et 2, il suffit de montrer que

K (FXm=/ 2D p(g)) = 0

et pour cela il suffit de vérifier que
m — Vo

2

et quels que soient les &, - - - ,& de S'g*. Par définition de », on a
2r >m — v(u), Vu € P. Soit u € P et x = p(u). Soit d’autre part, L, la
projection de N, sur M. Soient Xy, * * -, X,y Xon—pay+10* * * » X UDE
base de T, M telle que X, _,,,,1," - * , X,, soient dans L,. Leurs relévements
horizontaux X}, - - - , X et les vecteurs fondamentaux en u constituent une
base de T, P. Soit (#°) la base duale. Puisque  est semi-basique, Va € S 'g*,
a2 =3, v 39;0° N\ 0. 11 en résulte que K (d,,- - -,&)=0si r>
[(m — »y)/2]. On obtient ainsi le

Théoréme 4. Soit (P, G, M) un fibré principal muni d’une connexion w et
s0it vy le minimum des dimensions des espaces de nullité horizontaux de . Soit
d’autre part (P', H, M) une H-réduction de (P, G, M), alors il existe un
homomorphisme A, : H(W(8, H))n— /2 —> H(M).

La démonstration du théoréme précédent nous fournit en méme temps le

Théoréme S. Soit (P, G, M) un fibré principal muni d’une connexion w.
Alors les classes de Pontrjagin de P sont nulles en dimension supérieure a
m — v,

Comme application de ce théoréme, on considére une variété riemannienne
compacte (M, g) de dimenson m. Soit (R, O(m), M) le fibré principal des
repéres orthonormés de (M, g) muni de sa connexion riemannienne w dont on
désigne par 2 et R la forme et le tenseur de courbure. On a [3]

(R(X, Y)Z)(x) = u(Q,(X, V)*(u"'2)),

Kw(&l---&,)=OVr>[ +1]
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ou x = p(u), u”'Z est la G-fonction sur R, correspondant a Z, et X et ¥ sont
des champs projetables sur @, ayant pour projection X et Y. Cette formule
montre que ’espace de nullit¢ de £ au point u se projette sur 1’espace de
nullit¢ de R au point x = p(u). D’aprés Chern et Kuiper [1], si I'indice de
nullité »(x) > k en tout point x de M, alors la variété (M, g) ne peut étre
isométriquement immergée dans R”**~!, On a donc le

Théoréme 6. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension

m. Alors les classes de Pontrjagin non nulles en dimenson supérieure a m — k
sont des obstructions @ une immersion isométrique de (M, g) dans R™+*~1,

3. Cas du fibre des reperes
Soit M une variété différentiable de dimension m, munie d’une connexion
linéaire w de courbure £. Soit (R, GI(m, R), M) le fibré principal des repéres
de M. La donnée de w est équivalence a celle d’une forme vectorielle T sur R}
telle que R,, o I'=T o R,,, Va € GL(m, R). Dans [2], on a introduit une
autre forme de courbure qui est une 2-forme vectorielle sur 4R, et on a
montré que

&= -[rT],

ou [T, T] est le crochet de 2-formes vectorielles. Soient X et Y € ¥(M), et X*
et Y* leurs relévements horizontaux. On a [2]

) [ X% Y*] =[X, Y]" + Q(x*, ¥%).
Entre Q et &, il existe la relation suivante:
Q=wol.

Il en résulte que les espaces de nullité de Q et Q en chaque point de R
coincident puisque la restriction de w a chaque espace vertical est un
isomorphisme.

Toujours dans [2], on a montré que I induit une connexion linéaire T sur le
fibré vertical ¥R, connexion caractérisée par

By = T([ B, 4]),

ol B est un champ horizontal, et 4 un champ vertical. D’autre part, la
restriction de p, & H® est un morphisme de fibrés vectoriels qui est un
isomorphisme sur les fibrés; Pana.’ HS% — TM. Par suite, la connexion
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linéaire V sur M induit une connexion linéaire T sur H®R . Comme TR =
VR @ H®R, il existe sur la variété R une connexion linéaire I' caractérisée
par

Dy Y* = DyuY* = (V,Y)" VX, Y € (M),
DyrA* = Dyud* =[ X", 4*] = 0,
D, X" = D,.Xu=0,

ou A* est un champ fondamental.
Soient T et R les tenseurs de torsion et de courbure de I', T et R ceux de V.
En tenant compte de (1), on trouve

T(x*, Y*) = (T(X, Y))" + Q(x*, Y*),
T(X", 4%) =0,

R(Xx*, Y"z" = (R(X, Y)Z)",

R(X", Y*)A* = Dg(xr yiyA*.

@

D’autre part, entre T et R il existe des relations suivantes, connues sous le
nom d’identités de Bianchi [5]:

S{R(4, B)C} = S{T(1(4, B), C) + D,T(B, C)},
&) S{B,R(B, C) + R(f(4, B), C)} =0,

ou A4, B, C € X(R). :
Proposition 2. Quels que soient les champs horizontaux A, B, C sur R, on a

s{Q((4, B), C) + DB, C)} =0.

Preuve. 1l suffit de faire la démonstration pour 4 = X*, B= Y% C =
Z*. A partir de la relation:

T(x*, Y") = (T(X, Y))" + Q(x*, Y*)
on obtient
@ T(T(x*, v*), z") = (T(T(X, Y), Z)* + Q(T(X, Y))", Z2*))
DT(X*h, Y*) = Du(T(X%, Y*) — (D", Y*) — T(X*, DuY"))
=V(T(X, Y))"
5 + D (X", Y = T((V)h, Y*) = T(X*, (V7))
= (V,T(X, Y))" + DQ(x*", "),

et la formule a établir découle alors de (2), (4), (5) et des identités de Bianchi
3).
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Théoréme 7. On suppose !’indice de nullité constant sur R.. Alors chaque
Seuille du feuilletage défini par la distribution: u — N, est totalement géodésique.

Preuve. On sait quune sous-variété d’une variété munie d’une connexion
linéaire est totalement géodésique si cette sous-variété est auto-paralléle. Pour
montrer feuille soit totalement géodésique, il suffit de montrer que b B EN,
VA,B € N.

Si B est vertical, quel que sit de champ de vecteurs 4: D,B = D,B est
vertical, donc D B € N. Si B est horizontal et 4 est vertical, on a d’aprés (2):
f(A, B) = 0. Par suite, quel que sit C:

Q(D,B, C) = Q(D,4, C) + 2[4, B], C) =0,
puisque [4, B] € N. Donc D~AB EN.
Enfin si 4 et B horizontaux et C quelconque, de la relation:
| Dy(@(4, €)) =0,
on tire
D4, C) = -Q(Dg4, C),
soit
Dyf)(4, C) = -Q(T(B, 4), C) - ¥D,B, C) — &([ B, C], 4).
Par suite,
D84, C) + Q(T(B, 4, C) = (D, B, C)).
D’aprés la proposition 2, il vient
s{&(D,B,C) =0,

relation qui se réduit en fait a Q(ﬁA B, C) = 0. Ainsi D,B € N.

Remarque. Dans le cas général d’un fibré principal (P, G, M) muni d’une
connexion w, si la base M est elle-méme pourvue d’une connexion linéaire ¥,
alors w et V induisent sur la variété P une connexion linéaire ¥V qui possédent
les mémes propriétés que la connexion D sur la variété des repéres R [2]. Il
en résulte que les feuilles tangentes aux espaces de nullité de @ sont encore
totalement géodésiques par rapport i v.

4. Espaces de nullite horizontaux sur un espace symetrique
Soit (G, H, ¢) un espace symétrique; autrement dit, on a un groupe de Lie
connexe G, un sous-groups fermé H de G et ¢ un automorphisme involutif de
G tel que H soit compris entre le sous-groupe H® des éléments de G
invariants par ¢ et la composante neutre de H°. Soit m le sous-espaces
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vectoriel de g constitué par des vecteurs propres correspondant a la valeur
propre —1 de o,.. On a les relations suivantes:

g=h&m, Hhnm={0},
[,5] cbh Ad(H)mCm,
[b,m] cm, [m,m]cCH.

Par suite (G, H) est un couple réductif, et il existe donc sur le fibré
principal (G, H, G/H) une connexion, appelée connexion canonique, in-
variante par les translations a gauche et dont la forme de courbure est donnée
par

4,B)=-[4,B] V4,Bem.

11 en résulte que la dimension des espaces de nullité de £ est constante sur G.
On s’intéresse en particulier aux espaces de nullité horizontaux. Au cours de
la démonstration du théoréme 3, on a vu que la distribution définie par les
espaces de nullité horizontaux est aussi intégrable.

Soit n = N, N m ou e est ’élément neutre de G. Sid Enet BEm,on a
[4, B] = 0. Ainsi
(6) [n,m]=0.

Par conséquent, n est une sous-algébre de Lie abélienne de g. On va
montrer que n est en fait un idéal de g. Il suffit pour cela de montrer que
[A,BleEnsid €EnetB ). SoitC Em,ona

Q([4,B],C) =-[[4,B],C] =[[B,C],4] +[[C.4],B] =0.
Donc [4, B] € n puisque [h, m] C m.

n est le plus grand idéal abélien de g contenu dans m et vérifiant (6). En
effet, si n; est un idéal abélien de g contenu dans m et tel que [n;, m] = 0, on
aura, VA €En, et VB € m,

(4, B)=-[4,B] =0,
donc 4 € n.

Proposition 3. Soit F la feuille du feuilletage défini par n qui passe par
I’élément neutre. Alors F est un sous-groupe distingué, abélien et Jermé de G.

Preuve. 1l reste 4 montrer que F est fermé dans G. Soient F 'adhérence
de F, et f son algébre de Lie. F est un sus-groupe distingué, abélien, connexe
de G. Donc f est un idéal abélien de g et f O n. D’autre part,

0,(4)=-4 VA en
Comme F est connexe, on a

6(a)=a?! Va€eF.
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Puisque F est 'adhérence de F:

o(a)=a' Va€eF
Il en résulte que
o0,(4)=-4 VA €],

donc f C m et par suite f C n. Ainsi F=F
La distribution définie par les espaces de nullit¢ horizontaux étant in-
variante par les translations a gauche, on a le

Théoréme 8. Les feuilles tangentes aux espaces de nullité horizontaux sont
des fermés.
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