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ESPACES DE NULLΓΓE DU TENSEUR DE
COURBURE SUR LES FIBRES PRINCIPAUX

TONG VAN DUC

1. Homomorphisme caracteristique generalise

d'apres F. Kamber et Ph. Tondeur

Pour plus de details, on se renvoie a [3].
Dans toute la suite (P, G, M) designe un fibre principal de base M de

groupe structural G dont Γalgebre de Lie est notee g. On designe par A(P)
(resp. A(M)) Γalgebre des formes differentielles sur P (resp. sur M).

Definition. Une connexion partielle sur (P, G, M) est un sous-fibre
vectoriel H de TP tel que:

(1) Hu n VPU = {0} Vw G P, Oύ VP designe le fibre vertical,
(2) Hua = (Ra)*Hu \/u G P, oύ Ra est la translation a droite definie par

Γelement a de G. H se projette ainsi en un sous-fibre vectoriel L de TM. On
notera $ Γideal des formes differentielles sur M qui s'annulent sur les sections
deL.

Definition. Une connexion sur (P, G, M) est dite adaptee a une connex-
ion partielle si Γespace horizontal de la connexion contient le sous-espace de
la connexion partielle en chaque point de P.

Definition. Un fibre principal (P, G, M) est dite feuilletee s'il est muni
d'une connexion partielle integrable. Alors la projection de la connexion
partielle sur M est aussi integrable.

Definition. Une connexion adaptee ω sur un fibre principal feuillete est
dite basique si θAω = 0 quel que soit le champ partiellement horizontal A9 ΘA

designant la derivee de Lie par rapport a A. Cette condition est equivalente a
iAΩ = 0, oύ Ω est la forme de courbure de ω.

Proposition 1. Soit (P, G, M) un fibre principal feuillete. Alors pour toute
connexion adaptee ω de courbure Ω et pour tout a G g*, on a αΩ G p*% Λ
A(P). De plus, ω est basique si et seulement si αΩ G p* Λ 2 ^ Λ ^ ( P ) , / ? etant
la projection de P sur M.
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Dans tout le reste du paragraphe, on considere un fibre principal feuillete
(P, G, M). Soit W(q) = Λ 9* ® SQ* lalgebre de Weil de g. II est muni d'une
filtration decroissante definie par

F2rW(Q) = θ Λ 9*
j

De meme A(P) possede une filtration definie par FrA(P) = p* ΛΓ 3 Λ
Λ(P).

Soit Kω Γhomomorphisme de Weil de W(Q) dans A(P) defini par

Kω(a) = aω Va EΞ Λ V ,

Γ̂ω est un homomorphisme de G-algebres differentielles graduees. De la
proposition 1, on deduit

Theoreme 1. Vhomomorphisme de Weil preserve les filtrations, i.e.,
Kω:F2rW(Q)^FrA(P).
Deplus, si ω est basique.

Soit q la codimension de L, on a Kω(Fq+ιW(o)) = 0 et dans le cas d'une
connexion basique, ^ω(F2 [ ( ή r / 2 ) + 1 1fr(g)) = 0. Par suite, si Γon designe par
W(Ά)k = ^(0)/^ 2 (*+ 1 )^(9)> alors Kω induit un homomorphisme:

et dans le cas basique, un homomoφhisme:

Enfin, soit H un sus-groupe de G et W(& H) = W(Q)H les elements H
basiques de W(Q). Alors Vk > 0, on a

, H)k = W(Q, H)/F*K+»W(Q, H) m (W(Q)k)H.

Soit d'autre part, (P\ H, M) une /ί-reduction de (P, G, M) definie par une
section s : Af-> P/H. Kω induit un homomorphisme (Kω)H : W(Q9H)q->
(A(P))H ^A(P/H). La composition de (KJH avec s* : A(P/H)^A(M)
donne un homomoφhisme

8 = 5* o (KJH : JF(g, if) -+A{M).
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D'oύ le theoreme suivant dύ a F. Kamber et Ph. Tondeur:
Theoreme 2. Soit (P, G, M) un fibre principal feuillete et soit une H-reduc-

tion de ce fibre. Alors il existe un homomorphisme Δ^, appelέ homomorphisme

caracteristique generalise de (P, G, Λf), de H(W(& H)) dans H(M). Cet

homomorphisme ne depend pas de la connexion adaptέe choisie dans (P, G9 A/),

mais si cette connexion est basique, alors

2. Espaces de nullite du tenseur de courbure

Soit (P, G, M) un fibre principal muni d'une connexion ω de courbure Ω.
Soit i / 6 ? e t ^ = μ G TUP tel que Ω(Λ, B) = 0\fB G TUP). Soit μ(u) =
dim Nu. μ(u) s'appelle Γindice de nullite de Ω au point u. Puisque Ω est
differentiate, la fonction μ est semicontinue inferieurement sur P et l'ensem-
ble des points oύ μ atteint son minimum est un ouvert de P. Comme d'autre
part Λ*Ω = AdίύΓ^Ω, on a N^ = RamNu \fa e G et μ est constante de long
des fibres. Par suite si Ton suppose μ constante sur un ouvert O de P, la
restriction de P a U = p(O) est un fibre principal muni d'une connexion
partielle definie par la distribution: u -+ Nu n Hu oύ u -» Hu est la distribu-
tion horizontale qui determine la connexion ω.

Theoreme 3. On suppose μ constante sur P. Alors la distribution: w —> Nu

est completement integrable. En particulier le fibre principal (P, G, M) est

feuillete.

Preuυe. Soient A, B E N. Si A et B sont verticaux, alors [A, B] e N
puisque Ω est semi-basique. Si A et B sont horizontaux, alors quel que soit le
champ horizontal C, on a, d'apres Γidentite de Bianchi:

0 = DQ(A, B, C) = dω(A, B, C) = S{Ati(B, C) - Q([A, B], C)}

oύ S designe la somme cyclique. Cette relation se reduit a

0 = -Ω(μ, B], C).

Όonc[A,B](Ξ N.
Si A * A * est un champ fundamental et si B est horizontal, alors quel que

soit le champ horizontal C, on a

0 = Ω(£, C) = dω(B9 C) +[«(Λ), ω(C)] = -ω([B9 C]).

Done [B, C] est horizontal, ce qui implique

dΩ(A*, B, C) = (ddω + \d[ω, ω])(A*9 B, C)

= S{A [ω(B)MC)] -[O([A:B])MC)]} = 0.
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D'autre part,

dQ(A*9 B, C) = S{A*Ώ(B, C) - Q([A*9 B]9 C)} = -Q([A*9 B]9 C)

ce qui montre que [A*, B] G N.
Enfin, si A est vertical et B horizontal, on peut ecrire A = Σ, /^4*. Alors

Ω(μ, B]9 c) = 0 ( 2 fi[Ar, B]9 c) - Ω ( Σ ( * / M * > C) - o,

et on a encore [A, B] e N.
On revient au cas general et on designe par v{u) la dimension de

Nu n Hu et on pose v0 = minM€Ξi> v(u). Soit {/>', if, Λf) une /^-reduction de
(P9 G, M). On va montrer qu'il existe un homomoφhisme d'algebres
Δ,,, : H(W(q, H)\{m_vώ/2] -» H(M) oύ m est la dimension de Λf. D'apres ce
qui a ete rappele a propos des theoremes 1 et 2, il suffit de montrer que

et pour cela il suf fit de verifier que

et quels que soient les άl9 , άr de 5 ^ * . Par definition de *Ό, on a
2r > m - v(u), \tu e P. Soit M 6 ? et x = /?(«). Soit d'autre part, Lx la
projection de iVM sur M. Soient Λ ,̂ , Xm-p(u), Xm-^+x* - - - 9 Xm une
base de TXM telle que Xm-v^+i9 - - - , Xm soient dans Lx. Leurs relevements
horizontaux Xf, , X% et les vecteurs fondamentaux en u constituent vine
base de TUP. Soit (01) la base duale. Puisque Ω est semi-basique, Vά e SιQ*9

άΩ = Σ I J < m _ K M ) \aifi1 Λ θj. II en resulte que Kω(άl9 , άΓ) - 0 si r >
[(m - *Ό)/2]. On obtient ainsi le

Theoreme 4. Soit (P, G, Λf) MΛ //fere principal muni d'une connexion ω et

soit vQ le minimum des dimensions des espaces de nullite horizontaux de Ω. Soit

d'autre part (P'9 H9 M) une H-reduction de (P, G, M), alors il existe un

homomorphisme Δ* : H(W(& H)\m_Vo)/2] -> H(M).

La demonstration du theoreme precedent nous fournit en meme temps le
Theoreme 5. Soit (P, G, M) un fibre principal muni d*une connexion ω.

Alors les classes de Pontrjagin de P sont nulles en dimension superieure a

m - v0.

Comme application de ce theoreme, on considere une variete riemannienne
compacte (M, g) de dimenson m. Soit (%, O(m\ M) le fibre principal des
reperes orthonormes de (M, g) muni de sa connexion riemannienne ω dont on
designe par Ω et R la forme et le tenseur de courbure. On a [3]

(R(X9 Y)Z)(x) = u(Qu(X, Ϋ)*(u-ιZ))9
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oύ x = p(u), u~ιZ est la G-fonction sur %> correspondant a Z, et X et Ϋ sont
des champs projetables sur 9lo ayant pour projection X et Y. Cette foπnule
montre que Γespace de nullite de Ω au point u se projette sur Γespace de
nullite de R au point x = p(u). D'apres Chern et Kuiper [1], si Γindice de
nullite v(x) > k en tout point x de Λf, alors la variete (Λf, g) ne peut etre
isometriquement immergee dans Rm+Ac~1. On a done le

Theoreme 6. Soit (M9 g) une υariete riemannienne conφacte de dimension

m. Alors les classes de Pontrjagin non nulles en dimenson supeήeure a m — k

sont des obstructions a une immersion isometrique de (M, g) dans

3. Cas du fibre des reperes

Soit M une variete differentiate de dimension m, munie d'une connexion
lineaire ω de courbure Ω. Soit (<3l, Gl(m, R), M) le fibre principal des reperes
de M. La donnee de ω est equivalence a celle d'une forme vectorielle Γ sur ί̂l
telle que i? β $ °Γ = Γo Ram9 \fa E GL(m, R). Dans [2], on a introduit une
autre forme de courbure Ω qui est une 2-forme vectorielle sur 91, et on a
montre que

oύ [Γ, Γ] est le crochet de 2-formes vectorielles. Soient X et Y G 3E(M), et Xh

et Yh leurs relevements horizontaux. On a [2]

(1) [Xh, Yh] =[X, Y]h + U(X\ Yh).

Entre Ω et Ω, il existe la relation suivante:

Ω = ω © Ω.

II en resulte que les espaces de nullite de Ω et Ω en chaque point de 91
coincident puisque la restriction de ω a chaque espace vertical est un
isomorphisme.

Toujours dans [2], on a montre que Γ induit une connexion lineaire Γ sur le
fibre vertical V$l, connexion caracterisee par

oύ B est un champ horizontal, et A un champ vertical. D'autre part, la
restriction de p+ a if 91 est un morphisme de fibres vectoriels qui est un
isomoφhisme sur les fibres; p^H<3ί, H$ί -+ TM. Par suite, la connexion
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lineaire V sur M induit une connexion lineaire Γ sur H$l. Comme ΓSl =
Vtfl θ H<31, il existe sur la variete 31 une connexion lineaire f caracterisee
par

DχhY
h = DχhY

h = (VΛΓ7)Λ V*, Y

^ [XA,^*] =0,

(2) _
R(X\ Yh)Zh (R(X Y)Z)\

oύA* est un champ fondamental.
Soient f et R les tenseurs de torsion et de courbure de Γ, TctR ceux de V.

En tenant compte de (1), on trouve

f(Xh, Yh) = (T(X, Y))h + U(Xh

9 Y
h),

f(Xh,A*) =0,

Yh)Zh = (R(X, Y)Z)\

R{X\ Yh)A* = Dfn^nyA*.

D'autre part, entre f et R il existe des relations suivantes, connues sous le
nom d'identites de Bianchi [5]:

S{R(A, B)C) = S{f(f(A, B\ C) + DAf(B, C)},
( 3 ) S{DAR(B9 C) + R(f(A, B), C)} = 0,

oύA,B,C 6ί(βl).
Proposition 2. Quels que soient les champs horizontaux A, B, C sur ^yon a

S{Ώ(f(A, B), C) + DA(l(B, C)} = 0.

Preuve. II suffit de faire la demonstration pour A = Xh, B = yΛ, C =
Z Λ . A partir de la relation:

f(Xh, Yh) = (r(X, Y)f + Ω(ΛrΛ, yA)

on obtient

(4) f(f(xh, γh\ zh) = (τ(τ(x, Y), zf + δ((7χjr, r))Λ, zΛ))

δzh(f(x\ YH) - f(βzhχ\ γh) - f(x\ DZ*YH))

Vz(T(X,Y))h

(5) +Dzh(ύ{xh, γh) - f((vz,)A, yA) - f(x\ (vzy)Λ))

= (vzτ(x, γ))h + 5zΔ{xh, Yh\
et la foπnule a etablir decoule alors de (2), (4), (5) et des identites de Bianchi
(3).
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Theoreme 7. On suppose Γindice de nullite constant sur 51. Alors chaque
feuille du feuilletage definipar la distribution: w -» Nu est totalement geodesique.

Preuve. On sait qu'une sous-variete d'une variete munie d'une connexion
lineaire est totalement geodesique si cette sous-variete est auto-parallele. Pour
montrer feuille soit totalement geodesique, il suffit de montrer que DAB G N,
VA, B <E N.

Si B est vertical, quel que sit de champ de vecteurs A: DAB = DAB est
vertical, done DAB e N. Si B est horizontal et A est vertical, on a d'apres (2):
f(A, B) = 0. Par suite, quel que sit C:

Ω(DAB, C) = Q(DBA, C) + Ω([Λ, B], C) = 0,

puisque [A,B]£ N. Done DAB e N.

Enfin si A etB horizontaux et C quelconque, de la relation:

DB(Ώ(A, C)) = 0,

on tire

DBΏ(A, C) = -Q(DBA, C),

soit

DBQ(A, C) = -£l(f(B, A), C) - &(DAB, C) - Ω([5, C], A).

Par suite,

DBΩ(A, C) + Ω(f(5, A, C) = - Ω ( ^ 5 , C)).

D'apres la proposition 2, il vient

relation qui se reduit en fait a U(DAB, C) = 0. Ainsi DAB G N.
Remarque. Dans le cas general d'un fibre principal (P, G, M) muni d'une

connexion ω, si la base M est elle-meme pourvue d'une connexion lineaire V,
alors ω et V induisent sur la variete P une connexion lineaire V qui possedent
les memes proprietes que la connexion D sur la variete des reperes 51 [2]. II
en resulte que les feuilles tangentes aux espaces de nullite de Ω sont encore
totalement geodesiques par rapport a V.

4. Espaces de nullite horizontaux sur un espace symetrique

Soit (G, H, σ) un espace symetrique; autrement dit, on a un groupe de Lie
connexe G, un sous-groups ferine H de G et σ un automorphisme involutif de
G tel que H soit compris entre le sous-groupe H° des elements de G
invariants par σ et la composante neutre de Hσ. Soit m le sous-espaces
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vectoriel de g constitue par des vecteurs propres correspondant a la valeur

propre -1 de σ+. On a les relations suivantes:

β = ΐ>θm, bnm= {0},

[ή, £)] Cί), Ad(i/)mcm,

[ή, m] c m, [m, m] c ί>.

Par suite (G, H) est un couple reductif, et il existe done sur le fibre
principal (G, H, G/H) une connexion, appelee connexion canonique, in-
variante par les translations a gauche et dont la forme de courbure est donnee
par

Ω(Λ, B) = -[A, B] VA, J?Gm.

II en resulte que la dimension des espaces de nullite de Ω est constante sur G.
On s'interesse en particulier aux espaces de nullite horizontaux. Au cours de
la demonstration du theoreme 3, on a vu que la distribution definie par les
espaces de nullite horizontaux est aussi integrable.

Soit n = Ne π m oύ e est Γelement neutre de G. Si A G n et B E m, on a
[A9B] = 0. Ainsi

(6) [π, m] - 0.

Par consequent, it est une sous-algebre de Lie abelienne de g. On va
montrer que π est en fait un ideal de g. II suffit pour cela de montrer que
[A, B] e n si A E n et B e ϊ). Soit C E m, on a

Done [A, B] E n puisque [ί), m] c m.
π est le plus grand ideal abelien de Q contenu dans m et verifiant (6). En

effet, si Πj est un ideal abelien de Q contenu dans m et tel que [nl5 m] = 0, on
aura, VA E n, et \/B E m,

Q(A, B) =-[A, B] = 0 ,

done A E n.
Proposition 3. Soit F la feuille du feuilletage defini par n qui passe par

Velement neutre. Alors F est un sous-groupe distingue, abelien etfermέ de G.

Preuve. II reste a montrer que F est feπne dans G. Soient F Fadherence
de F, et f son algebre de Lie. F est un sus-groupe distingue, abelien, connexe
de G. Done f est un ideal abelien de Q et f D n. D'autre part,

( -A VA E n.

Comme F est connexe, on a

o{a) = a'1 Va E F.
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Puisque F est Γadherence de F:

σ{a) = a'1 Vα E F.

II en resulte que

= -A V ^ 6 f,

done f c m e t par suite f e n . Ainsi F = F.
La distribution definie par les espaces de nullite horizontaux etant in-

variante par les translations a gauche, on a le
Theoreme 8. Les feuilles tangentes aux espaces de nullite horizontaux sont

des fermes.
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