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SUITES DE JORDAN-HOLDER ET PRINCBPALES
D'UN GROUPE DE LIE

A. KUMPERA

La theorie des groupes de Lie et, plus generalement, celle des pseudo-

groupes de Lie trouve ses origines, au siecle dernier, en des problemes

d'integration d'equations differentielles. Dans trois memoires celebres [15],

[16], [17] Sophus Lie a esquisse une theorie generate d'integration d'equations

differentielles aux derivees partielles fondee sur la structure du groupe ou,

plus generalement, du pseudogroupe des transformations locales laissant

invariante Γequation donnee. Le principe consiste a prendre une suite de

composition du groupe et a remplacer Γequation initiale par un nombre fini

d'equations differentielles invariantes par les quotients successifs de la suite

de telle sorte a obtenir des problemes d'integration equivalents. Lorsque la

suite de composition est une suite de Jordan-Holder, le probleme d'integra-

tion donne est ainsi remplace par un nombre fini de problemes d'integration

a groupes simples. Nous voyons par consequent le role fundamental des suites

de Jordan-Holder dans la theorie de Lie. Notons par ailleurs que le meme

principe peut s'appliquer a l'etude de nombreux problemes de geometrie.

Dans cet article nous etudions la nature des suites de Jordan-Holder d'un

groupe de Lie de dimension finie qui, mis a part son interet dans la theorie de

Lie, a egalement un interet propre car une partie substantielle de la structure

du groupe est decrite par la nature de ses suites de Jordan-Holder.

Le plan du travail est le suivant. Tout d'abord (§§1-4) nous transcrivons

certaines proprietes classiques des algebres de Lie a la lumiere des suites de

Jordan-Holder et des suites principales. Nous indiquons, en particulier, la

nature de telles suites pour certaines classes remarquables d'algebres. Con-

trairement a Γusage, nous incluons dans la definition d'algebre simple les

algebres abeliennes de dimension un ce qui evitera de fastidieuses repetitions.

Compte tenu de son utilisation pour les groupes de Lie de dimension finie,

nous limitons la discussion aux algebres de dimension finie sur un corps K.

Pourtant, il va de soi qu'une partie substantielle de la discussion peut etre

menee en toute generalite.

Received July 30, 1977. Ce travail a ete subventionne en partie par le Conseil de Recherches

du Canada (Octroi A-5604), le Ministere de ΓEducation du Quebec (FCAQ et le Ministerio da

Educacao e Cultura du Portugal.



308 A. KUMPERA

La deuxieme partie (§5-9) est consacree a l'etude des suites de Jordan-

Holder et des suites principales d'un groupe de Lie de dimension finie en

s'appuyant partiellement sur les resultats algebriques precedants ainsi que sur

la correspondance biunivoque entre les sous-algebres et les sous-groupes de

Lie connexes. En vertu de cette correspondance, nous pourrions croire a

premiere vue que les resultats, pour les groupes de Lie, sont aussi complets et

satisfaisants que leur contrepart algebrique. Or, il n'en est pas ainsi, sauf pour

les groupes simplement connexes dans quel cas Γalgebre determine entiere-

ment le groupe. Nous pourrions egalement songer a obtenir les resultats

directement en raisonnant sur les sous-groupes de Lie d'un groupe de Lie

donne et en suivant les etapes habituelles de la demonstration algebrique. Ici

encore on se heurte vite a des difficultes des qu'il est question de considerer

des groupes quotients car ceci presuppose, pour obtenir une topologie

adequate, que le sous-groupe soit ferme. Plus important, le troisieme

theoreme d'isomorphie n'est pas valable en toute generalite. Les theoremes

relatifs aux groupes de Lie sont en fait plus faibles que leur contrepart

algebrique et ceci dύ a la presence d'homotopie non triviale et en general

"mal repartie". Nous montrerons tout d'abord qu'un groupe de Lie admet des

suites de Jordan-Holder et des suites principales dont les termes sont tous des

sous-groupes fermes. L'equivalence au niveau des algebres de Lie entraϊne

alors que deux suites fermees d'un meme groupe sont desormais localement

equivalentes. Nous verrons ensuite, par des exemples, que l'equivalence locale

ne s'etend pas, en general, a une equivalence globale. Pourtant nous

montrerons que dans certains cas, notamment celui des groupes resolubles,

Γextension est toujours possible, autrement dit, deux suites de Jordan-Holder

ou principales fermees sont toujours globalement equivalentes. II est assez

remarquable que Γobstruction, due a Γhomotopie, disparaisse pour les

groupes resolubles. Nous chercherons enfin a etablir certains criteres pour

qu'il en soit ainsi dans des cas plus generaux.

Dans la derniere partie (§10) nous affaiblissons la notion de suite de

Jordan-Holder et principale de telle sorte que l'equivalence est toujours

realisee pour les groupes semi-simples compacts.

Signalons enfin que les resultats presentes dans ce travail ne sont que

partiels, le sujet meritant une etude bien plus approfondie. Nos resultats se

limitent a decrire (que partiellement) le comportement des groupes dont la

decomposition de Levi est un produit direct (au niveau de Γalgebre). Aucun

renseignement n'est obtenu dans le cas general.

L'auteur tient a remercier F. J. Turiel pour de profitables discussions et

pour des contre-exemples.
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1. Suites de Jordan-Holder dune algebre de Lie

Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur un corps K.
Definition 1.1. Une suite de composition de g est une suite finie

g = go => 8ι 3 D gp = 0

de sous-algebres de g tel que gi+x soit un ideal de g, pour tout i.

Les algebres de Lie quotient g//g/+i seront appelees les quotients successifs

de la suite Φ = (a)σ<ι</» L'algebre de Lie produit

P-\

grφg= Π (a/a+i)
1 = 0

sera appelee Γalgebre graduee associee a Φ. Rappelons que la suite Φ est dite
plus fine que la suite Ψ = (hj)0<j<q lorsque Ψ est une suite extraite de Φ,
c'est-a-dire, il existe une application strictement croissante d'intervalles en-
tiers

λ:[0,9]->[<>,/>]

tel que hj = gX(jy De faςon intuitive, la suite Φ s'obtient a partir de Ψ en
intercalant au besoin certains termes supplementaires. Puisque λ ne preserve
pas necessairement les successeurs, une suite extraite d'une suite de composi-
tion n'est pas forcement une suite de composition car gi+s n'est pas suppose
etre un ideal de g, pour s > 1. Nous dirons enfin que les deux suites Φ et Ψ
sont equivalentes lorsque p = q et lorsqu'il existe une permutation σ de
Γintervalle entier [0,p — 1] tel que a / a + i s o ^ isomorphe a Λσ(/)/Λσ(/)+1 pour
tout/ <p.

Les theoremes qui suivent traduisent des proprietes habituelles des suites de
composition et leur demonstration, basee sur les theoremes d'isomorphie, est
analogue a celle qui se trouve dans la plupart des textes d'algebre pour les
groupes a operateurs ou pour les modules. Dans le contexte des algebres de
Lie ces theoremes remontent a Sophus Lie.

Theoreme 1.1 (Schreier). Deux suites de composition quelconques de g

admettent toujours des suites de composition plus fines equivalentes.

Definition 1.2. Une suite de Jordan-Holder d'une algebre de Lie g est une
suite de composition strictement decroissante qui n'admet aucune suite de-
composition strictement plus fine.

Les seules suites de composition plus fines qu'une suite de Jordan-Holder
sont done les suites construites a Γaide des termes de la suite initiale et
admettant d'eventuelles repetitions. II est clair que toute algebre de dimension
finie admet des suites de Jordan-Holder.
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Definition 13. Une algebre g est dite simple lorsqu'elle est differente de 0
et ne possede que les ideaux triviaux 0 et g.

Remarquons que la definition ci-dessus admet des algebres simples
abeliennes notamment les algebres de dimension un.

Proposition 1.1. Une suite de composition est de Jordan-Holder si et settle-

ment si tous les quotients de la suite sont simples. En particulier g est simple si

et seulement si g admet la suite de Jordan-Holder triviale g D 0.

Theoreme 1.2 (Jordan-Holder-Lie). Deux suites de Jordan-Holder quel-

conques d'une meme algebre de Lie sont toujours equivalentes.

Corollaire 1.1. Toute suite de composition strictement decroissante de g

admet une suite de Jordan-Holder plus fine. En particulier, tout ideal i de gpeut

etre insere dans une suite de Jordan-Holder.

Le theoreme 1.2 permet de definir, a isomorphisme pres, le gradue associe a
une algebre de Lie g. C'est Falgebre graduee associee a une suite de Jordan-
Holder quelconque de g et sera notee par gr g.

Definition 1.4. La longueur d'une algebre de Lie g, notee /(g), est le
nombre de quotients successifs de n'importe quelle suite de Jordan-Holder.
On dira que g = 0 est de longueur nulle.

La longueur d'une algebre de Lie est evidemment invariante par isomor-
phisme et les algebres simples sont celles de longueur un. Remarquons
toutefois que deux algebres non isomorphes peuvent admettre des suites de
Jordan-Holder equivalentes. C'est le cas, par exemple, des algebres
abeliennes, nilpotentes et resolubles de meme dimension. Si Falgebre g admet
la suite de Jordan-Holder Φ, cette algebre s'obtient par extensions successives
des quotients de Φ. Ces quotients ne caracterisent done pas, en genέral,
Falgebre g. La fonction longueur verifie certaines identites relatives aux
ideaux et aux quotients; nous en indiquons ci-dessous les plus importantes.
Soit

une suite exacte en algebres de Lie. Alors l(g) = l(h) + l(k). Cette formule
resulte du simple fait suivant. Soient Φ et Ψ des suites de Jordan-Holder de k
et h respectivement. On obtient une suite de Jordan-Holder de g en etendant
la suite Φ par ψ~ι(Ψ). Ce procede permet, en particulier, de construire des
suites de Jordan-Holder de g lorsqu'on en connait pour un ideal i de g et pour
le quotient g/i. En outre, si φ: g -» h est un morphisme, alors

l(g) = /(im φ) + /(ker φ), l(h) = /(im φ) + /(coker φ).

Soit

_ Φθ Ψl Ψn-l Λ

O 0
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un complexe en algebres de Lie (i.e., φ ^ φ , = 0). Supposons en plus que im φ,
soit un ideal de gi+ x pour tout /. Dans ces conditions

Σo(-l)*/(&) = Σo(-l)*/(ker %/im%_,),

oύ, par definition, φ_1 = φn = 0. Cette derniere formule montre que la
fonction longueur verifie la formule d'Euler-Poincare. Le cote droit de la
formule est la caracteristique dΈuler-Poincare du complexe (gk) relative a la
fonction /. En particulier, pour tout complexe acyclique (i.e., exact),

Σo(-l)*/(&)-O.

Si A et A: sont deux ideaux de g, alors

l(g/h) + l(g/k) = l(g/ (A + k)) + l(g/ (A n *)).

Enfin, si A et A: sont deux sous-algebres de g avec A contenu dans le
normalisateur de k, alors

/(A) + l(k) = /(A + k) + /(A n k).

2. Suites principales d'une algebre de Lie

Definition 2.1. Une suite distinguee de g est une suite de composition

(&)o</</» ^ o n t * o u s ^e s elements g, sont des ideaux de g.
Definition 2.2. Une suite principale de g est une suite distinguee stricte-

ment decroissante qui n'admet aucune suite distinguee strictement plus fine.
II est utile de disposer d'un theoreme de Jordan-Holder pour les suites

principales. A cet effet et pour mieux mettre en evidence les structures
supplementaires qui interviennent, nous esquissons les resultats pour les
algebres a operateurs. Rappelons toutefois que ce theoreme peut se demontrer
pour toute categorie de structures satisfaisant aux theoremes d'isomorphie.
Soit End g Γensemble des morphismes lineaires de Γespace vectoriel g.

Definition 23. Une algebre de Lie g munie d'une application

p : Ω —» End g

est appelee une algebre a operateurs dans Ω (nous restreignons la definition
aux algebres de Lie).

Lorsque Γensemble Ω est muni de structures homologues a celles de
Γalgebre associative End g (ou encore a celles de Γalgebre de Lie End g =
gl(g)) nous pouvons supposer en plus que p est une representation de Ω dans
g c'est-a-dire, un morphisme pour les structures en question. Enfin, lorsqu'il
sera utile de bien mettre en evidence les algebres a operateurs, celles-ci seront
notees explicitement par (g, p).
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g etant une algebre a operateurs, la notion de sous-structure est restreinte a
celle de sous-structure stable. Ainsi, un ideal ou une sous-algebre de Γalgebre
a operateurs g est un ideal ou une sous-algebre h de g stable par les
operateurs de Ω c'est-a-dire, p(x)h c h pour tout x E Ω. Une telle sous-struc-
ture est elle-meme une algebre a operateurs dans Ω. Si i est un ideal stable, le
quotient g/i est egalement une algebre a operateurs dans Ω car chaque p(x)
passe au quotient. Un morphisme ψ: g^>h de deux algebres a operateurs
dans Ω est un morphisme d'algebres compatible avec les operateurs c'est-a-
dire,

φ(ρg(χ)-y) = Ph(χ) <p(y)-

Rappelons enfin qiίe la somme et Γintersection de deux sous-structures
stables est encore stable et que les trois theoremes d'isomorphie se tran-
scrivent dans le cas stable. Toutes les definitions et les resultats du §1 peuvent
se recopier dans le contexte des algebres a operateurs. En particulier, les
quotients successifs ainsi que le gradue associe a une suite de composition
stable sont munis canoniquement de structures d'algebres a operateurs dans Ω
et Γequivalence de deux suites stables est definie par Fisomorphisme, a une
permutation pres et au sens des algebres a operateurs, des quotients succes-
sifs. Remarquons enfin que toute suite de composition stable de Γalgebre a
operateurs g est une suite de composition de Γalgebre sans operateurs (au
sens du § 1) et que toute suite de Jordan-Holder stable de g admet une suite
de Jordan-Holder plus fine de Γalgebre sans operateurs.

Revenons maintenant aux suites distinguees. Prenons une algebre de Lie g
et munissons la de la structure d'algebre a operateurs definie par la represen-
tation adjointe

ad: g -> Der g c End g,

ou ad( c) y = [.*,>>]. Les sous-algebres et les ideaux stables de g coincident
tout simplement avec les ideaux i de g (sans operateurs) munis de la
representation adjointe induite

ad i g—»Der /

et les quotients de g par les ideaux stables ne sont autres que les quotients g/i
munis de la representation adjointe quotient

ad g / l :g-* Der g/z.

Plus generalement, les sous-algebres et les ideaux stables de Γideal i
(considere comme algebre a operateurs dans g) sont les ideaux j de g
contenus dans i et munis de la representation adjointe induite, les quotients
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i/j etant des algebres a operateurs munies de la representation quotient

adiy,. g -> Oer i/j.

Les sous-algebres et les ideaux stables de i/j sont les quotients k/j ou k est
un ideal de g verifiant Γinclusion i D k D j et les quotients de i/j par k/j
sont egaux (isomorphes) aux algebres a operateurs i/k. Enfin, la somme et
Γintersection des ideaux stables h/j et k/j de i/j sont egaux aux ideaux
stables (h + k)/j et (A n k)/j respectivement. On voit ainsi que Γensemble
des sous-structures i et des structures quotient i/j d'une algebre a operateurs
fixee g (munie de la representation adjointe) est une categorie close pour les
operations elementaires, ce qui permet de lui appliquer les theoremes d'iso-
morphie. En outre,

Proposition 2.1. Pour que ad//y soit triυiale {representation nulle) iίfaut et il
suffitque[g,i] Cy.

Appliquons ensuite les resultats precedents au cas particulier des algebres a
operateurs definies par la representation adjointe. Tout d'abord, les suites de
composition stables de g sont precisement les suites distinguees de g (sans
operateurs) et les suites de Jordan-Holder stables sont les suites principales.
Les quotients successifs des suites distinguees sont des algebres a operateurs
par rapport aux representations adjointes quotient. Pour qu'une suite dis-
tinguee soit principale il faut et il suffit que les quotients successifs soient des
algebres ad-simples c'est-a-dire, ne continennent aucun ideal stable, par la
representation adjointe quotient, autre que les ideaux triviaux. Remarquons
toutefois que, sauf pour les quotients de la forme g/j, les suites de composi-
tion des algebres a operateurs / et i/j (avec domaine d'operateurs g), oύ i etj
sont des ideaux emboites de g, ne coincident pas forcement avec les suites
distinguees des algebres de Lie sans operateurs / et i/j. En effet, toute suite
de composition est une suite distinguee mais la reciproque est inexacte. Ceci
tient au fait qu'un ideal k de Γalgebre / n'est pas forcement un ideal de g ou,
de faςon plus savante, il y a lieu a distinguer les structures d'algebres a
operateurs de i (resp. i/j) avec domaines d'operateurs g et i (resp. i/j). De
meme, les suites de Jordan-Holder stables des algebres a operateurs i et i/j
ne sont pas en general des suites principales pour les algebres sans operateurs
car elles peuvent admettre des suites distinguees strictement plus fines. Ces
distinctions disparaissent evidemment dans le cas abelien. Elles disparaissent
aussi, comme nous le verrons plus tard, dans le cas reductif et en particulier
dans le cas semi-simple. En outre, si g est soit nilpotent soit resoluble sur un
corps algebriquement clos, toute suite de Jordan-Holder stable des algebres a
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operateurs i et i/j est une suite principale des algebres sans operateurs. Plus
precisement, nous montrerons que ces suites de Jordan-Holder stables ainsi
que les suites principales sont en fait des suites de Jordan-Holder au sens
habituel c'est-a-dire, au sens des algebres sans operateurs.

Dans les theoreme qui suivent, le prefixe ad indique desormais qu'il s'agit
d'algebres a operateurs definies par la representation adjointe.

Theoreme 2.1 (Schreier). Deux suites distinguees quelconques de g admet-

tent toujours des suites distinguees plus fines ad- equivalentes.

Theoreme 2.2 (Jordan-Holder-Lie), Deux suites principales quelconques

d9une meme algebre de Lie g sont toujours did-equiυalentes,

Corollaire 2.1. Toute suite distinguee strictement decroissante de g admet

une suite principale plus fine. En particulier, tout ideal i de g peut etre insere

dans une suite principale.

II est clair que toute algebre de Lie de dimension finie admet des suites
principales. En outre, le theoreme 2.2 montre que le gradue associe a une
suite principale de g est determine a isomorphisme pres. Ce gradue, muni de
la representation adjointe de g sera appele le gradue principal et sera note par
gr.prg.

Definition 2.4. La longueur principale d'une algebre de Lie g, notee lp(g),
est le nombre de quotients successifs de n'importe quelle suite principale.
L'algebre g = 0 est de longueur principale nulle.

La longueur principale est un invariant par isomorphie et les algebres
ad-simples (g considere comme algebre a operateurs dans g) sont celles de
longueur principale un. II est evident, en outre, que g est ad-simple si et
seulement si g est simple au sens habituel, cette propriete n'etant plus valable,
en general, pour les algebres a opeateurs i et i/j (avec domaine d'operateurs
g). Comme dans le cas des suites de Jordan-Holder, les quotients successifs
des suites principales ne caracterisent pas Γalgebre g a isomorphisme pres;
des exemples sont founds par les algebres nilpotentes et abeliennes de meme
dimension.

Toute suite principale admet une suite de Jordan-Holder plus fine par
consequent lp(g) < l(g) Γegalite n'etant valable que lorsque les suites prin-
cipales de g sont egalement des suites de Jordan-Holder ou, de faςon
equivalents lorsque tout quotient ad-simple i/j est une algebre simple. Ces
longueurs sont en general distinctes comme le montrent les algebres resolu-
bles. Pourtant, nous verrons plus tard que lorsque g est nilpotent ou reductif
ou lorsque g est resoluble sur un corps algebriquement clos elles coincident.
Dans le cas reductif, les suites principales sont en fait egales aux suites de
Jordan-Holder.
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Les identites relatives a la fonction longueur introduites au §1 subsistent
pour la longueur au sens des algebres a operateurs dans Ω. Traduites en
termes de longueurs principales elles subsistent moyennant la precaution
suivante: puisque les suites principales des algebres i et i/j sont en general
plus fines (done plus longues) que les suites de Jordan-Holder stables au sens
des algebres a operateurs, on conviendra que la longueur principale d'un ideal
/ et d'un quotient i/j est sa longueur en tant qu'algebre a operateurs dans g.
La longueur principale de Γideal / est done le nombre de quotients d'une suite
strictement decroissante et maximale (non raffinable) d'ideaux de g contenus
dans /. De meme, la longueur principale du quotient i/j est le nombre de
quotients d'une suite strictement decroissante et maximale d'ideaux de g
contenus entre / ety e'est-a-dire, d'une suite maximale

i = I'O D ι"i D D ip = 7

De telles suites se trouvent en correspondance biunivoque avec les suites de
Jordan-Holder stables de i/j au sens des algebres a operateurs. Lorsque i = g
ces distinctions ne sont qu'apparentes. La structure d'algebre a operateurs de
g/j avec domaine g se factorise en la structure avec domaine g/j. Les
remarques precedentes montrent, en outre, que si g est nilpotent ou reductif
ou meme resoluble sur un coφs algebriquement clos la longueur principale de
i et i/j est egale a la longueur principale des algebres i et i/j car les suites de
Jordan-Holder stables, au sens des algebres a operateurs, sont alors des suites
principales.

D'apres le theoreme 2.2, les quotients successifs de deux suites principales
Φ et Ψ d'une meme algebre de Lie g sont isomorphes en tant qu'algebres a
operateurs. En particulier ces quotients sont isomorphes en tant qu'algebres
de Lie done les suites Φ et Ψ sont des suites de composition equivalentes au
sens du §1. II se pose done la question de determiner la nature des algebres de
Lie qui resultent comme quotients successifs des suites principales ou, ce qui
revient au meme, la structure des algebres de Lie quotient ad-simples i/j. II
est evident que tout quotient simple est ad-simple mais la reciproque est
inexacte car les ideaux de i ne sont pas forcement des ideaux de g. Des
exemples se trouvent facilement parmi les algebres resolubles. Un premier
resultat dans cette direction est le suivant.

Proposition 2.2. Soit g une algebre de Lie sur un corps K de caracteristique

zero. Les quotients de toute suite principale de g sont soit abeliens soit semi-sim-

ples.

En effet, soient i et j deux ideaux emboites de g et supposons que le
quotient i/j est ad-simple. Le radical r de i est un ideal caracteristique de i
done un ideal de g. Puisque le quotient i/j est ad-simple, Γideal r +j est
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forcement egal ay ou a /. Dans le premier cas, il resulte que r cj et, puisque
i/r est semi-simple, que le quotient i/j = (i/r)/(j/r) est egalement semi-
simple. Dans le deuxieme cas, Γalgebre a operateurs i/j = ( r + j)/j cz.
r/(r Πj) = h est ad-simple et resoluble. L'ideal [h, h] est caracteris-
tique dans h done stable pour la structure d'algebre a operateurs. Or, la
resolubilite de h entraϊne que h φ [h, h] et la ad-simplicite entraϊne finale-
ment que [h, h] = 0 e'est-a-dire, h est abelien.

On peut egalement demontrer un resultat un peu plus precis en recopiant
essentiellement les arguments de [1, p. 91, exercises 15b, 15c et 17c] oύ Γon
remplacera les automorphismes interieurs du groupe par les automorphismes
exp(ad x), x E g, de Γalgebre de Lie.

Proposition 23 . Soit g une algebre de Lie reelle ou conφlexe ou bien
nilpotente sur un corps K de caracteristique zero. Les quotients de toute suite
principale sont des composes directs de sous-algebres de Lie simples isomorphes
{done abέliens ou semi-simples isotypiques).

Nous n'insistons pas ici sur la demonstration car au §4 nous demontrerons
a Γaide de la proposition 2.2, un resultat bien plus precis a savoir que tous ces
quotients sont soit des algebres abeliennes soit des algebres simples non-
abeliennes.

3. Algebres de Lie nilpotentes et resolubles

Dans ce paragraphe nous donnerons une caracterisation de telles algebres
de Lie moyennant leurs suites de Jordan-Holder Σlnsi que leurs suites prin-
cipales. Ces caracterisations s'appuient sur des theoremes bien connus que le
lecteur trouvera par exemple dans [3] et [10].

Definition 3.1. Un drapeau de g est une suite decroissante ( ^ )0</</,>

n = dim g, de sous-espaces vectoriels de g tel que dim Vi = n — i.
Les quotients successifs d'un drapeau sont tous des espaces vectoriels de

dimension un et cette propriete caracterise les drapeaux.
Definition 3.2. Un drapeau ( V^ de g est dit

(i) resoluble lorsque [Vf_l9 Vt] c Vi9

(ii) principal lorsque[K0, V^ c Vi9

(iii) nilpotent lorsque [ Fo, Vt] c Vi+V

II est clair que nilpotent => principal => resoluble. D'autre part, les drapeaux
resolubles sont tout simplement les suites de Jordan-Holder a quotients de
dimension un (i.e., abeliens simples) et les drapeaux principaux sont les suites
principales a quotients abeliens simples. Les drapeaux nilpotents sont les
suites principales a quotients abeliens simples et dont la representation
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adjointe quotient est triviale (i.e., nulle). Les theoremes de Jordan-Hόlder-Lie

ont pour consequence les corollaires suivants.

Corollaire 3.1. Si g admet un drapeau resoluble, toute suite de

Jordan-Holder de g est un drapeau resoluble,

Corollaire 3.2. Si g admet un drapeau principal (resp. nilpotent), toute suite

principale est un drapeau principal {resp, nilpotent).

Corollaire 3 3 . Si g admet un drapeau principal ou nilpotent, toute suite

principale est de Jordan-Holder et toute suite de Jordan-Holder est un drapeau

resoluble,

Le dernier corollaire n'admet pas de reciproque meme lorsque le corps de

base est algebriquement clos. Une algebre de Lie admettant des drapeaux

principaux ou nilpotents peut admettre egalement des drapeaux resolubles qui

ne sont ni principaux et, a fortiori, ni meme nilpotents.

II est interessant de remarquer que la deuxieme partie du corollaire 3.2 est

une consequence immediate du theoreme dΈngel. En effet, si g admet un

drapeau nilpotent alors la representation ad: g —»Der g est nilpotente et par

consequent les representations quotient ad,: g-^Otr{gt/gi+^), associees a

une suite principale (g, ), sont egalement nilpotentes. Or, un quotient ///est

ad-simple si et seulement si la representation ad,yy est irreductible. Puisque

cette representation est en plus nilpotente, le theoreme dΈngel entraϊne

aussitόt que dim i/j = 1 et que ad,y7 est trivial car le sous-espace engendre

par un vecteur invariant de ad,/, est un ideal stable de Γalgebre a operateurs

i/j. Ceci prouve bien que (g,) est un drapeau nilpotent.

La theoreme dΈngel fournit en meme temps une methode permettant de

construire un drapeau nilpotent plus fin qu'une suite distinguee (g, ) dans une

algebre g admettant un drapeau nilpotent (c'est-a-dire, dans une algebre

nilpotente; cf. theoreme 3.1). En effet, chaque representation nilpotente ad,:

g —> Der( g,/g,+1) se met sous forme strietement triangulaire et ceci revient a

dire que chaque ad, admet un drapeau nilpotent (/*,-,) dans Γespace quotient

Si/Si+ι (i e > *άi(nij) C hiJ+ι). Les elements hv sont alors des ideaux stables

dans les quotients et la suite, obtenue en intercalant dans (g,) les images

reciproques des hijy est un drapeau nilpotent.

Theoreme 3.1. Les conditions suivantes sont equivalentes:

( l ) g est nilpotent.

(2) g admet une suite distinguee

g = £o ̂  Si => " * 3 Sp=0

telle que [g, g,] C g, + 1 autrement dit, les quotients successifs sont Sid-triviaux

(cf. proposition 2.1.).

(3) g admet un drapeau nilpotent.
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(4) Toute suite principale de g est un drapeau nilpotent.

Ces conditions equiυalentes etant verifiees, toute suite distinguee et strictement

decroissante de g admet un drapeau nilpotent plus fin.

Demonstration. Inequivalence (1)ΦΦ(2) est standard (et triviale) la suite
centrale descendante verifiant les conditions de (2). L'implication (2) => (3)
s'obtient tout simplement en prenant un drapeau quelconque plus fin que
(g.), (3)=>(4) n'est autre que le corollaire 3.2 et (4)=>(2) est trivial. La
derniere assertion est consequence du corollaire 2.1. Enfin, les implications
(1)=Φ(3) et (3)=>(4) ainsi que la derniere assertion peuvent egalement etre
envisagees comme des consequences du theoreme dΈngel.

Le caractere nilpotent d'une algebre de Lie est ainsi caracterise par ses
suites principales qui sont des drapeaux nilpotents. Toute suite de
Jordan-Holder est alors un drapeau resoluble, par consequent

ip(g) = Kg) = d i m s
Soit i un ideal de Γalgebre nilpotente g muni de sa structure d'algebre a

operateurs relative a la representation adjointe induite et Φ = (ik) une suite
de Jordan-Holder stable de i au sens des algebres a operateurs. Montrons que
Φ est une suite principale de Γalgebre de Lie / (sans operateur). En effet,
comme Φ est une suite distinguee de g, elle s'etend en un drapeau nilpotent Φ
et, puisque Φ est maximale dans /, on voit aussitόt que les termes de Φ
n'appartenant pas a Φ sont tous des ideaux de g contenant /. On en deduit
que Φ est un drapeau done, a fortiori, une suite principale de /. Par ailleurs, i
etant nilpotent, toute suite principale de i est un drapeau nilpotent qui,
pourtant, n'est pas toujours induit par une suite principale de g (i.e., par un
drapeau nilpotent de g). Les drapeaux nilpotents induits sont precisement les
suites de Jordan-Holder stables de Γalgebre a operateurs /. De meme, les
suites de Jordan-Holder stables de i/j sont des drapeaux nilpotents de
Γalgebre de Lie i/j et ce sont precisement les drapeaux induits, dans i/j, par
les drapeaux nilpotents de g qui contiennent les deux ideaux i et jr. On obtient
ainsi la

Proposition 3.1. Soit g une algebre de Lie nilpotente et i, j deux ideaux

emboites de g. Les suites de Jordan-Holder stables de Valgebre a operateurs i

(resp. i/j) sont les drapeaux (V^ nilpotents par rapport a g c*est-ά-dire>

verifiant le relation [g, Vk] C Kfc+1 {resp. &di/J(g)Vk c Vk+ι). Ce sont, en

particulier, des suites de Jordan-Holder au sens ordinaire.

Le discussion ci-dessus montre egalement que, dans le cas nilpotent, les
longueurs principales de i (resp. i/j), considere comme algebre avec ou sans
operateurs, sont les memes et toujours egales a la dimension. On remarquera,
en outre, que la proposition 3.1 est egalement une consequence directe du
theoreme dΈngel applique aux representations nilpotentes ad, et ad,/,.
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Nous avons deja constate que toute suite principale d'une algebre nilpo-

tente est aussi une suite de Jordan-Holder et que toute suite de

Jordan-Holder est un drapeau resoluble. Pourtant, cette derniere propriete ne

caracterise pas les algebres nilpotentes. Nous verrons a present qu'elle

caracterise les algebres resolubles.

Theoreme 3.2. Les conditions suiυantes sont έquiυalentes:

(1) g est resoluble.

(2) g admet une suite de composition ( g / ) 0 < l < ^ telle que [gi9 &•] C g i + 1

c'est-ά-dire, les quotients successifs sont abeliens.

(3) g admet une suite distinguέe a quotients successifs abeliens.

(4) Les quotients de toute suite de Jordan-Holder de g sont abeliens.

(5) Les quotients de toute suite principale de g sont abeliens.

(6) g admet un drapeau resoluble.

(7) Toute suite de Jordan-Holder de g est un drapeau resoluble.

En outre, ces conditions equiυalentes etant υerifiees, toute suite de composition

strictement decroissante admet un drapeau resoluble plus fin.

Demonstration. Inequivalence des trois premieres proprietes est standard,

la suite des ideaux derives etant une particuliere suite distinguee a quotients

abeliens. La propriete (4) resulte de (2) en remarquant qu'une suite de

composition plus fine qu'une suite a quotients abeliens est aussi a quotients

abeliens. De meme (5) resulte de (3). La propriete (6) est consequence de (4)

car les quotients abeliens sont simples done de dimension un. Enfin, (7)

resulte de (6) en vertu du corollaire 3.1.

Le caractere resoluble d'une algebre de Lie est ainsi caracterise par les

suites de Jordan-Holder ainsi que par les suites principales, ces dernieres

n'etant pas forcement des drapeaux. Pour de telles algebres on a done

Lorsque le corps de base est algebriquement clos, les suites principales

deviennent en fait des drapeaux; ce sont done des suites de Jordan-Holder et

Γinegalite precedente devient une egalite.

Theoreme 3 3 . Soit g une algebre de Lie sur un corps algebriquement clos et

de caracteristique zero. Les conditions suiυantes sont equiυalentes'.

(1) g est resoluble.

(2) g admet un drapeau principal.

(3) Toute suite principale de g est un drapeau principal.

Demonstration. Montrons que (1)=>(2). En effet, le theoreme de Lie

applique a la representation lineaire ad: g -» End g fournit un drapeau de g

stable par ad, e'est-a-dire, un drapeau principal.
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Soient i ety deux ideaux emboites de Γalgebre resoluble g et munissons i et
i/j de leur structure d'algebre a operateurs. Les resultats, obtenus precedem-
ment pour les algebres nilpotentes, sont bases sur le seul fait que toute suite
principale est un drapeau. Par consequent ils se transcrivent entierement pour
les algebres resolubles dont le corps de base est algebriquement clos. Les
suites de Jordan-Holder stables de / (resp. i/j) sont des drapeaux principaux
de Γalgebre de Lie i (resp. i/j) et ce sont precisement les drapeaux induits par
les drapeaux principaux de g.

Proposition 3.2. Soit g une algebre de Lie resoluble sur un corps algebrique-
ment clos de caractέristique zero et i,j deux ideaux emboites de g. Les suites de
Jordan-Holder stables de Γalgebre a operateurs i (resp, i/j) sont les drapeaux
(Vk) principaux par rapport a g c'est-a-dire, verifient les relations [g, Vk] C Vk

(resp. 2iάi/j(g)Vk c Vk). Ce sont enparticulier des suites de Jordan-Holder au
sens ordinaire.

Cette proposition est egalement une consequence directe du theoreme de
Lie applique aux representations lineaires ad, et ad,^. Les longueurs prin-
cipales de i (resp. i/j), considere comme algebre avec ou sans operateurs, sont
dans le cas algebriquement clos toujours egales a la dimension.

Les resultats precedents s'appliquent notamment lorsque K = C. Dans le
cas reel, on peut demontrer que toute representation lineaire de dimension
finie d'une algebre resoluble admet une famille emboitee (F,) de sous-espaces
invariants tels que dim(F)/ Vi+ι) < 2 et la representation induite dans chaque
quotient est irreductible [19, p. 252, exercice 29]. On en deduit que les
quotients successifs de toute suite principale d'une algebre de Lie reelle et
resoluble sont de dimension < 2. Plus generalement (les notations etant celles
de la proposition 3.2), les quotients de toute suite de Jordan-Holder stable des
algebres a operateurs i et i/j sont de dimension < 2.

4. Algebres de l i e reductives et semi-simples

Pour eviter des confusions de terminologie, rappelons qu'une algebre de Lie
g est dite composee directe d'une famille (&)/€Ξ/ de sous-algebres et notee par
g = ® gt lorsque

(i) g est somme directe, au sens lineaire, des gz et

(ϋ) [ Σ *i> Σ Λ J = Σ [xi9 yt] oύ xt, ys G g,.
Dans ces conditions, chaque g, est un ideal de g et les g, commutent entre eux
c'est-a-dire, [g^gj] = 0 pour i ¥=j. Par ailleurs, chacune de ces conditions
caracterise les composes directs parmi les sommes directes lineaires. En outre,
puisque g est suppose de dimension finie, la famille (g,) est a support fini et
par consequent 0 g , ~ Πg/.
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Contrairement a Γusage, nous dirons que g est reductive lorsque cette

algebre est composee directe d'une famille (g,) de sous-algebres simples (ces

sous-algebres etant par consequent des ideaux). Nous dirons qu'elle est

semi-simple lorsque les g, sont tous non-abeliens. Deux decompositions di-

rectes quelconques de g en facteurs simples ont le meme nombre d'elements

(la longueur reductive de g) et il existe une bijection entre les ensembles

d'indices tel que les facteurs d'indices correspondants sont isomorphes. En

plus, les facteurs non-abeliens sont determines de faςon unique (a une

permutation pres des indices) et correspondent precisement a Γensemble des

ideaux simples non-abeliens de g. Ces ideaux seront appeles les composantes

simples non-abeliennes de g. Indiquons par ga la somme des facteurs abeliens

et par gs la somme des facteurs non-abeliens. Alors g — ga® gs, ga est un

ideal abelien somme de toutes les ideaux abeliens de g et gs est un ideal

semi-simple somme de toutes les composantes simples non-abeliennes de g.

En outre, pour que g soit reductif il faut et il suffit que g = A Θ S oύ A est

un ideal abelien et S un ideal semi-simple. Cette decomposition est unique car

A est egal au radical ainsi qu'au centre de g et S = [ g, g]. Dans une algebre

reductive le radical nilpotent est nul et le radical est egal au centre.

Reciproquement, lorsque le corps de base est de caracteristique zero, une

quelconque de ces conditions entraine la reductivite. De meme, si g est

semi-simple son radical est nul et, en caracteristique zero, cette condition

entraine la semi-simplicite.

Soit g = 0 1=ι g; une decomposition de g en facteurs simples. La suite

Φ = (fy)o<./<Λ> hj = 2 f > / g/, est evidemment une suite de Jordan-Holder de g

ainsi qu'une suite principale. Les quotients successifs sont isomorphes aux

facteurs g, , le nombre de quotients abeliens est egal a la dimension done a la

longueur de la partie abelienne ga et les quotients non-abeliens se trouvent en

correspondance biunivoque et isomorphe avec les composantes simples non-

abeliennes de g, leur nombre etant egal a la longueur de gs. On deduit que

g — gτΦ g = gr •• prΦ g

et que lp(g) = /(g) = n = longueur reductive de g. Les quotients abeliens

sont tous ad-triviaux et g est abelien si et seulement si /(g) = dimg. Re-

marquons ensuite que tout ideal de g admet un ideal supplementaire. Ceci

entraine que tout ideal d'un ideal i de g est aussi un ideal de g et que tout

ideal d'un quotient i/j est la forme k/j oύ k est un idέal de g. On voit ainsi

que les ideaux stables pour les structures d'algebres a operateurs de i et i/j

(definies par la representation adjointe) sont tout simplement les ideaux, au

sens ordinaire, de ces algebres. Cette remarque resulte encore du fait suivant.

L'existence d'ideaux supplementaires entraine egalement que la structure

d'algebre a operateurs de i (resp. i/j) avec domaine g est equivalente a la
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structure avec domaine i (resp. i/j). Or les ideaux stables pour cette derniere

structure sont tout simplement les ideaux au sens ordinaire. On en deduit la

Proposition 4.1. Soit g une algebre reductive. Alors

(1) les suites de Jordan-Holder et les suites principales de g coincident,

(2) les suites de Jordan-Holder stables des algebres a opέrateurs i et i/j

coincident avec les suites de Jordan-Holder et principales des algebres sans

opέrateurs.

Theoreme 4.1. Lesproprietes suivantes sont equivalentes:

(1) g est reductif.

(2) g admet une suite de Jordan-Holder Φ tel que g c^. grφ g.

(3) Pour toute suite de Jordan-Holder Φ de g onago^grφ g.

(4) (K de caracteristique zero) g admet une suite principale Φ tel que

g c* gr prφ g.

(5) (K de caracteristique zero) Pour toute suite principale Φ de g on a

g ^ gr prφ g.

En outre, ces conditions equivalentes etant verifiees, toute suite de composition

Ψ est distinguee et grψ g <^ g. Valgebre g est semi-simple si et seulement si les

quotients successifs d9une (done de toute) suite de Jordan-Holder ou principale

sont non-abeliens.

Demonstration. Les implications (4) => (1) et (5) => (1) resultent de la pro-

position 2.2 (d'oύ Γhypothese sur la caracteristique). Toutes les autres

resultent de la discussion precedente et des theoreme de Jordan-Hόlder-Lie.

Disons enfin quelques mots sur les suites de Jordan-Holder et principales

d'une algebre de Lie quelconque.

Proposition 4.2. Soit g une algebre de Lie sur un corps de caracteristique

zero. Le nombre de quotients abέliens de toute suite de Jordan-Holder est egal a

la dimension du radical de g.

Demonstration. Soit r le radical et prenons des suites de Jordan-Holder

(*/)o</</ι ^ e I'algebre semi-simple g/r et (kχ<i<q de Γalgebre resoluble r.

Cette derniere suite est un drapeau done les quotients sont tous abeliens. On

obtient une suite de Jordan-Holder {gι)o<i<p+q de g en posant gt = π~%9

0 < i < p, et gp+i = ki9 0 < / < q, oύ π: g-^g/r est le morphisme

canonique. Les quotients g,/g/+1 ^ hi/hi+x sont non-abeliens tandis que les

gp+i/8p+i+ι sont abeliens.

Theoreme 4.2. Soit g une algebre de Lie sur un corps de caracteristique

zero. Toute suite principale de g a des quotients ou bien abeliens ou bien simples

non-abeliens.

Demonstration. Prenons la suite (g/)o<,<^+ί construite comme precedem-
ment oύ Ton remplace (ki)0<i<q par la suite des ideaux derives de r. Comme
tout element kt est un ideal caracteristique de r il sera egalement un ideal de
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g. De meme, puisque la suite (Λ) 0 < ί < / > est principale (proposition 4.1) les
elements g,, 0 < i < p, seront aussi des ideaux de g. Ceci montre que la suite
(&) est distinguee, les quotients gi/gi+v 0 < i < p, etant non-abeliens sim-
ples tandis que les autres sont tous abeliens. Par raffinement on obtient une
suite principale avec les proprietes voulues.

5. Suites de Jordan-Holder et principales d'un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie reel, connexe de dimension finie et g son algebre
de Lie.

Definition 5.1. Une suite de composition (resp. distinguee) de G est l i e
suite finie G = Go D Gx D D Gp = {e} de sous-groupes de Lie connexes
de G tels que G l + 1 est normal dans G, (resp. dans G) pour tout i'.

Definition 5.2. Une suite de Jordan-Holder (resp. principale) de G est une
suite de composition (resp. distinguee) strictement decroissante qui n'admet
aucune suite de composition (resp. distinguee) strictement plus fine.

La correspondance entre sous-groupes et sous-algebres entraine triviale-
ment le

Theoreme 5.1. // existe une correspondance biuniυoque entre les suites de

Jordan-Holder {resp. principales) de G et celles de Γalgebre g.

Nous dirons qu'une suite est fermee lorsque chaque Gl + 1 est ferme dans G,.
Ceci revient a dire que tous les G, sont fermes dans G. Deux suites de
composition fermees sont equivalentes (resp. localement equivalentes)
lorsqu'elles sont de meme longueur et lorsque les quotients successifs sont, a
une permutation pres des indices, des groupes de Lie deux a deux isomorphes
(resp. localement isomorphes). Prenons maintenant une suite distinguee et
fermee (G,) de G. Chaque terme G, est un sous-groupe normal de G done
invariant par la representation adjointe

Ad : G -+ Aut G,

oύ Adg(x) = gxg~ι. Dans la suite nous identifierons souvent Adg avec
(Ad g)+ e Aut §. En fait, la structure du groupe de Lie Aut G est celle de
{φjφ G Aut G} c Aut § et la structure de Ad G c Aut G est celle de
{(Ad g) J g e G } c Aut §. La representation Ad passe au quotient en

et par consequent chaque quotient GjG^χ est un groupe de Lie a operateurs
dans G. Deux suites distinguees et fermέes sont dites έquivalentes (resp.
localement equivalentes) lorsque les quotients successifs sont, a une permu-
tation pres, deux a deux isomorphes (resp. localement isomorphes) en tant
que groupes de Lie a operateurs dans G. Notons que Γequivalence locale des
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actions du groupe G n'est supposee que pour des elements petits. De faςon

precise, deux quotients H et H' sont dits localement isomorphes en tant que

groupes a operateurs dans G s'il existe un isomoφhisme local φ: U ' - * £ / ' des

groupes de Lie H et H' et un voisinage V de Γelement neutre de G tel que

φ{AάH g(x)) = AάH, g(ψ(x))

pour tout g E V et x E U verifiant Ad# g(x) E U.

Examinons en premier lieu que se passe-t-il lorsque le groupe G est

simplement connexe. Or, dans ce cas, tout sous-groupe de Lie H normal et

connexe est ferme et simplement connexe et tout groupe de Lie quotient G/H

est simplement connexe [4, p. 204], [7, p. 127], [13, p. 135], [19, p. 238]. On en

deduit le

Theoreme 5.2. Soit G un groupe de Lie simplement connexe. Λlors

(i) toute suite de composition ou distinguee de G est fermee et ses termes

ainsi que les quotients successifs sont simplement connexes,

(ii) deux suites de composition {resp. distinguees) de G admettent toujours des

suites de composition {resp. distinguees) plus fines equiυalentes {Schreier),

(iii) deux suites de Jordan-Holder {resp. principales) de G sont toujours

equiυalentes\ toute suite de composition {resp. distinguee) strictement decrois-

sante, en particulier tout sous-groupe de Lie normal et connexe, admet une suite

de Jordan-Holder {resp. principale)plus fine {Jordan-Holder-Lie).

Demonstration. La partie (i) se deduit par recurrence de la remarque

precedente. Quant a (ϋ), prenons des suites plus fines et equivalents au niveau

de Γalgebre de Lie §. Les suites correspondantes, au niveau du groupe G, ont

des quotients simplement connexes dont les algebres de Lie sont deux a deux

isomorphes. II s'en suit que ces groupes quotients sont deux a deux globale-

ment isomorphes. Si en plus les deux suites sont distinguees, les isomor-

phismes entre les algebres de Lie quotient preservent les representations

adjointes quotient. Soit u: H -+ H' un isomorphisme entre deux des quotients

successifs qui correspond a un tel isomorphisme infinitesimal. Le compose

λ: g E G -» u{AdH g)u~x E Isom H'

a pour derivee
1 E Der %'.

Or, puisque u+: % ->%' commute avec ad^ et ad^,, on voit aussitόt que λ*

est egal a la derivee de Ad#, par consequent λ = Ad^. Ceci etablit bien

Γequivalence des actions. La partie (iii) se demontre de faςon analogue; elle

decoule, par ailleurs, trivialement de (ii).

Le lecteur pourra verifier, en utilisant la remarque qui precede la theoreme

5.2, que dans le cas simplement connexe on peut recopier Γargument
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algebrique pour obtenir une demonstration directe des theoremes de Schreier
et de Jordan-Holder. En effet, on demontrera tout d'abord le troisieme
theoreme d'isomorphie (Zassenhaus) en remarquant que le produit H K de
deux sous-groupes normaux, connexes et fermes est encore ferme et ensuite
on constatera que la methode de "raffinement" de Schreier fournit des suites
de composition (resp. distinguees) dont chaque terme est ferme et connexe car
Γintersection H n K est connexe. Ces deux proprietes tombent en defaut
dans le cas general.

Lorsque G n'est pas simplement connexe il peut admettre des suites de
Jordan-Holder et principales qui ne sont pas fermees. Cest le cas par exemple
du tore. Par contre, le cylindre Sι X R n'admet que des sous-groupes a un
parametre fermes (au sens topologique) par consequent ses suites de Jordan-
Holder, egales aux suites principales, sont toutes fermees. A present nous
allons demontrer que tout groupe de Lie admet des suites de Jordan-Holder
et principales fermees ce qui permettra ensuite d'etudier leure equivalence,
notion qui porte sur les quotients successifs. Rappelons tout d'abord le
resultat suivant.

Lemme 5.1. Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie connexe,

normal et ferme. Uapplication q: G —» G/H etablit une correspondence biuni-

υoque entre les sous-groupes de Lie connexes de G contenant H et ceux de

GIΉ. Si q(K) = L alors q: K/ H -» L est un isomorphisme de groupes de Lie

et cette correspondance, preserve les sous-groupes normaux et fermes. La

restriction q: K —> K/Hpreserve en plus les sous-groupes Ad-stables.

Ce lemme montre en particulier qu'une suite de composition (resp. dis-
tinguee) et fermee ((7,) est de Jordan-Holder (resp. principale) si et seulement
si tous les quotients GJGiΛ.x sont des groupes de Lie simples (resp. Ad-sim-
ples).

Lemme 5.2. Si G est un groupe de Lie semi-simple, tout sous-groupe de Lie

connexe et normal est ferme. En particulier, chaque composante simple est

fermee.

Demonstration. Si G est simple il n'y a rien a demontrer. Supposons done
que G = HXH2 - - Hp oύ les Ht sont les composantes simples de G (sous-
groupes de Lie connexes qui correspondent aux composantes simples de § ) et
p > 1. Un sous-groupe de Lie normal, connexe et distinct de G est de la
forme H = H^H^ ifσ(r) avec r <p. Si H n'est pas ferme, son adhere-
nce est egalement un sous-groupe normal, connexe et distinct de H par
consequent H = //σ(1) Hσ{r) Hσ(r+q) avec q > 0. Or, puisque tout
element de H commute avec tous les elements des sous-groupes /ίσ ( r + l ), i > 0,
il en sera de meme pour H. Mais ceci entraine en particulier que chaque
Hσ(r+0 est abelien ce qui est contradictoire.
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Corollaire 5.1. Soit G un groupe de Lie semi-simple. Alors les suites de

composition (resp. de Jordan-Holder) sont egales aux suites distinguees (resp.

principales) et sont toujours fermees.

La construction des suites de Jordan-Holder fermees pour un groupe de Lie

arbitraire est basee sur le lemme suivant.

Lemme 53. Soit G un groupe de Lie et H un element maximal dans

V ensemble des sous-groupes fermes, connexes, normaux et proprement contenus

dans G. Alors H est maximal dans Γensemble de tous les sous-groupes de Lie

connexes, normaux et proprement contenus dans G.

Demonstration. Considerons le groupe quotient G/H et soit R son radi-

cal. Puisque R est connexe, normal et ferme, d'apres le lemme 5.1 deux cas se

presentent.

(a) R = G/H. Le quotient est resoluble et contient par consequent un

sous-groupe abelien, connexe, normal, ferme et non-trivial [13, p. 185] qui par

hypothese doit etre egal a G/H. Or, ce groupe abelien est forcement de

dimension 1 sinon il contiendrait des sous-groupes fermes non-triviaux con-

tredisant les hypotheses.

(b) R = {e}. Dans ce cas le quotient G/H est semi-simple. Or, si le

quotient n'etait pas simple il contiendrait, en vertu du lemme 5.2, des

sous-groupes connexes, normaux et fermes non-triviaux, par exemple les

composantes simples, contredisant ainsi les hypotheses sur H.

Theoreme 53. Tout groupe de Lie G admet des suites de Jordan-Holder

fermees.

Demonstration. En raisonnant par recurrence, on construira a Γaide du

lemme precedent un sous-groupe normal, connexe et ferme Gi+ι de G, qui est

maximal dans Γensemble de tous les sous-groupes de Lie connexes, normaux

et distincts de G,. Puisque G est de dimension finie, la suite termine en {e}

apres un nombre fini d'etapes. La construction meme montre que la suite (G# )

est de Jordan-Holder.

Corollaire 5.2. Un groupe de Lie de dimension > 0 est simple sΊl ne

contient aucun sous-groupe ferme, normal et connexe outre que les sous-groupes

triviaux.

Theoreme 5.4 (Jordan-Holder-Lie). Deux suites de Jordan-Holder fermees

d'un meme groupe de Lie G sont toujours localement equiυalentes.

Demonstration. Comme les suites correspondantes, au niveau de Γalgebre

de Lie §, sont des suites de Jordan-Holder elles sont equivalentes. On deduit

que les quotients successifs des deux suites de G ont, a une permutation pres,

des algebres de Lie deux a deux isomorphes par consequent ce sont des

groupes localement isomorphes.
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Corollaire 5 3 . Toute suite de composition fermέe et strictement dέcroissante

de G admet une suite de Jordan-Holder fermee plus fine. En particulier, tout

sous-groupe normal, ferme et connexe de G peut etre insέre dans une suite de

Jordan-Holder fermee. Deux suites de composition fermees quelconques de G

admettent toujours des suites de composition fermees plus fines et localement

έquiυalentes.

Pour construire des suites principales fermees on procedera de faςon

semblable. En effet, la construction de Gx est la meme que pour les suites de

Jordan-Holder. La construction des autres teπnes de la suite s'appuit sur le

lemme suivant dont le lemme 5.3 est un cas particulier.

Lemme 5.4. Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe normal, connexe et

ferme et K un element maximal dans Γ ensemble des sous-groupes fermes,

connexes, Ad-stables (i.e., normaux dans G) et proprement contenus dans H.

Alors K est maximal dans Vensemble de tous les sous-groupes de Lie connexes,

Ad-stables et proprement contenus dans H.

Demonstration. En vertu du lemme 5.1 il suffit de demontrer que le

groupe quotient H/K muni de la representation adjointe quotient Ad:

G->A\xt(H/K) est Ad-simple c'est-a-dire, ne contient des sous-groupes de

Lie connexes et Ad-stables autres que les triviaux. Son radical R est connexe,

ferme et invariant par tous les automorphismes de H/K done il est Ad-stable

et par consequent, compte tenu des hypotheses et du lemme 5.1, deux cas se

presentent.

(a) R = H/K. Le quotient est resoluble et le dernier teπne non-trivial

DιR = Q de la suite derivee est un sous-groupe de Lie abelien, connexe et

invariant par tous les automorphismes de R done un sous-groupe Ad-stable.

Son adherence Q est un sous-groupe abelien, ferme, connexe et Ad-stable qui

sera, en vertu des hypotheses, egal a R. Si R est un groupe vectoriel il est

forcement Ad-simple car tout sous-groupe connexe est un sous-espace

vectoriel done ferme. De meme, si le tore maximal T de R est non-trivial, ce

tore est un sous-groupe ferme et invariant par tous les automorphismes de R.

On deduit que T est Ad-stable et par consequent R = T. Enfin, puisque le

groupe des automorphismes d'un tore est discret [13, p. 42] et que G est

connexe, la representation Ad: G-» T est triviale c'est-a-dire, Ad(g) = Id

pour tout g. Tout sous-groupe de T est done Ad-stable et ceci entraine,

compte tenu des hypotheses, que dim T = 1. On voit ainsi que T est simple

done, a fortiori, Ad-simple.

(b) R = {e}. Dans ce cas le quotient H/K est semi-simple. Or, tout

sous-groupe connexe et Ad-stable est forcement normal dans H/K done

ferme en vertu du lemme 5.2 et par consequent H/K est Ad-simple.
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Par des raisonnements analogues, on peut demontrer le lemme suivant qui

sera utile dans la demonstration du corollaire 5.4 et qui peut egalement servir

a la demonstration du theoreme 5.5.

Lemme 5.5. Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie Ad-stable et

connexe, K un sous-groupe de H qui est connexe, Ad-stable et ferrnέ dans H.

Indiquons par L = H/K le groupe de Lie quotient muni de la representation

adjointe quotient Ad: G -» Aut L. Alors, tout element maximal dans Γensemble

des sous-groupes fermes, connexes, Ad-stables et proprement contenus dans L

est egalement un element maximal dans V ensemble des sous-groupes de Lie

connexes, Ad-stables et proprement contenus dans L.

Theoreme 5.5. Tout groupe de Lie G admet des suites principales fermees.

On pourra recopier la demonstration du theoreme 5.3 en s'appuyant sur le

lemme 5.4. Plus generalement, on pourra demontrer a Γaide du lemme 5.5 que

tout groupe quotient L = H/K muni de la representation adjointe quotient

admet des suites de Jordan-Holder stables et fermees. Le corollaire 5.2,

transcrit dans ce contexte, affirmera alors que le quotient L est Ad-simple si

et seulement si la Ad-simplicite est verifiee pour les sous-groupes fermes.

Theoreme 5.6 {Jordan-Holder-Lie). Deux suites principales fermees d*un

meme groupe de Lie G sont toujours localement equivalentes.

Demonstration. Prenons deux suites principales fermees Φ et Φ' de G. Les

suites correspondantes, au niveau de Γalgebre de Lie § , sont des suites

principales equivalentes, par consequent les quotients successifs sont (a une

permutation pres des indices) deux a deux isomorphes par des isomorphismes

preservant les representations adjointes quotient ad. Soient H et H' deux

quotients de Φ et Φ' respectivement et soit u: U —> U' un isomorphisme local

de H vers Hf dont la derivee w#: %-+%' commute avec ad^ et<ad<χ>

c'est-a-dire, um[(zd%X)Y] = 3Ld%,X(u+Y) pour tout X e % et tout Y e %.

Indiquons par Ad^: G -»Aut % la representation Ad^ remontέe a Γalgebre

de Lie % c'est-a-dire, Ad%g = (AdH g)+. La derivee de λ: g£G^>

u+(Ad%g)ulι G Aut %' est egale a λ # : J ί £ § ^ uJ,did%X)u~^ = ad^, X G

Der DC' done λ# = ad^, et par consequent u^Ad^gyu'1 = Ad^ g pour tout

g G G. Supposons pour Γinstant que u est global. Dans ce cas u(AdH g)u~ι =

^&H' 8 c a r l e s deux isomorphismes ont la meme derivee. On en deduit la

propriete voulue, autrement dit, on obtient la relation w(Ad# g) = (Ad^, g)u

pour tout g E G . Lorsque u n'est que local, il y a lieu a prendre les

precautions habituelles. Soit Ω c % un domaine d'injectivite de Γex-

ponentielle pour le groupe H. L'application ( g , I ) G G X %-+(Ad%g)X

E. % etant continue, il existe un voisinage ouvert symetrique V de e G G et

un voisinage ouvert etoile % de 0 G % tel que (Ad^ V)6^ c Ω. Puisque

Ad%g est un isomoφhisme lineaire, Γintersection [(Adc^g)^] n °ίi est
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etoilee done connexe. En plus, Γinjectivite de Γexponentielle entraϊne que
[(Ad^ g)exρ %] n exp % = expftAd^ g^l) n %] pour tout g E V, par
consequent cette intersection est connexe. Nous pouvons enfin supposer, en
prenant au besoin des restrictions, que U = exp βίi. Posons W = (Ad# g~ιU)
Π U et W = u(W). Dans ces conditions, Γapplication u(AdH g)u~\ g E F,
est definie dans Fouvert connexe W, est un isomorphisme local et sa derivee
au point e E H' coincide avec la derivee de Ad^, g. On en deduit que
u(AdH g)u~ι = Ad^, g\ w, ou encore que u ° Ad^ g\ w = (Ad^, g) o u\ w. Ceci
montre bien que w[(Ad^ g)x] = (AάH, g)u(x) pour tout g E V et tout x E U
tel que (Ad# g)x E £Λ

Corollaire 5.4. 7bu^ suite distinguee, fermee et strictement decroissante de

G admet une suite principale fermee plus fine. En particulier, tout sous-groupe

normal, ferme et connexe de G peut etre insέre dans une suite principale fermee.

Deux suites distinguees fermees quelconques de G admettent toujours des suites

distinguees fermees plus fines et localement equiυalentes.

La premiere partie se demontre en appliquant le lemme 5.5 aux quotients
successifs de la suite distinguee ou, ce qui revient au meme, en utilisant la
remarque qui suit le theoreme 5.5 concernant le groupe quotient L = H/K.
Les suites de Jordan-Holder stables et fermees ainsi obtenues se remontent, a
Γaide du lemme 5.1, a des sous-groupes connexes, fermes et Ad-stables de G
et fournissent ainsi la suite principale cherchee. Les autres parties sont des
consequences immediates de la premiere et du theoreme 5.6. Par ailleurs, on
peut formuler Γanalogue du theoreme 5.6 et du corollaire 5.4 pour les groupes
quotients L — H/K munis de la representation adjointe quotient en
remplaςant tout simplement les suites principales (resp. distinguees) par les
suites de Jordan-Holder (resp. de composition) Ad-stables.

Nous pouvons maintenant traduire quelques resultats algebriques des para-
graphes 1-4 dans le contexte des groupes. Remarquons tout d'abord qu'un
groupe de Lie est nilpotent ou resoluble (au sens des groupes abstraits) si et
seulement si son algebre de Lie est nilpotente ou resoluble. Les suites
principales d'un groupe nilpotent et les suites de Jordan-Holder d'un groupe
resoluble sont des drapeaux. En plus, les quotients d'une suite principale d'un
groupe resoluble sont tous de dimension < 2. Lorsque G est reductif, les
suites de composition (resp. de Jordan-Holder) coϊcident avec les suites
distinguees (resp. principales). Remarquons pourtant que la caracterisation
des algebres reductives en termes du graduέ associe (theoreme 4.1) ne subsiste
pas pour les groupes. Enfin, lorsque G est compact, les quotients de toute
suite principale sont compacts et la partie (a) de la demonstration du lemme
5.4 montre en plus que les quotients abeliens sont tous de dimension 1. Ce
resultat decoule egalement du fait que tout groupe compact est reductif.
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6. Exemples et contre-exemples

Considerons maintenant le probleme d'etendre Γequivalence locale de deux

suites de Jordan-Holder ou principales a une equivalence globale. Nous avons

vu que cette extension est toujours possible lorsque G est simplement con-

nexe. Par contre elle ne Test pas en general et, grosso modo, ceci tient au fait

que Γhomotopie de G peut induire des homotopies non-equivalentes sur deux

suites distinctes. Cette remarque intuitive sera formalisee ulterieurement. II

est done assez remarquable que Γobstruction disparaisse dans le cas des

groupes resolubles, autrement dit, on obtient toujours pour de tels groupes

des equivalences globales (cf. theoreme 7.1).

Commenςons tout d'abord par expliciter une certaine construction qui sera

utile en plusieurs instances et qui semble etre en plus au noyau des difficultes

d'extension.

Soit G un groupe de Lie connexe et supposons que G = H K oύ H et K

sont des sous-groupes de Lie connexes, normaux et tels que H π K est un

sous-groupe de Lie a topologie discrete (autrement dit, % π % = 0). Si H et

K sont fermes ceci revient a dire que H n K est un sous-groupe discret de G.

L'algebre de Lie β est alors composέe directe de % et de % et les elements

de H commutent avec ceux de K. Indiquons par H et K les revetements

simplement connexes de H et de K et par ZH et Zκ les noyaux respectifs.

L'application π: H X K -^> H K, π(h, k) = h k est alors un morphisme de

groupes de Lie dont la derivee est Γidentite. Par consequent π est un

revetement simplement connexe de G dont on notera par Z le noyau. II est

clair que ZH = Z n H, Zκ = Z π K et Z D ZH X Zκ. Indiquons paτpH et

pκ les projections canoniques de H X K sur ses facteurs. La relation

(6.1) pΰ\pH(Z)) = Z-K=π-\K)

montre que pHZ est ferme si et seulement si K est ferme. En outre, puisque/^

est surjectif et que Z est un sous-groupe central discret de H X K, on deduit

que pHZ est un sous-groupe central de H qui est discret si et seulement si/j^Z

est ferme. Ceci entraine le

Lemme 6.1. Pour que pHZ (resp. pκZ) soit un sous-groupe central discret

de H {resp, K) ilfaut et il suffit que K (resp. H) soit ferme.

Nous pouvons egalement renverser Γordre des constructions ci-dessus. De

faςon explicite, prenons deux groupes simplement connexes H et K et

considerons le produit G = H X K (de faςon equivalente, prenons un groupe

simplement connexe G et supposons que G = H' K avec H et K des

sous-groupes connexes et normaux et H π K a topologie discrete; ceci
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entraϊne que H et K sont fermes et simplement connexes et que H π K =
{e} c'est-a-dire, G est produit direct de H avec K). Prenons ensuite un
sous-groupe central discret Z de G. Alors TΓ: G-» G = G/Z est un revete-
ment, G = H ^ et les sous-groupes # = ττ(//) = H/(H n Z) et K = TT(£)
sont normaux et connexes, Fintersection H π K etant a topologie discrete.
En outre, pour que H (resp. K) soit ferme il faut et il suffit que pκZ (resp.
PHZ) soit ferme.

Lemme 6.2. Sto/ί ^ /α restriction de π ά H. Alors pHZ = π]}{H Π Â ),
H Π K = pHZ/{H π Z) et pHZ est ferme si et settlement si H π K est ferme
dans H. En particulier, les conditions suivantes sont equivalentes:

(1) H et K sont fermes dans G.
(2) H Π K est ferme dans H et dans K.
(3) H n K est ferme dans G.
Lemme 63. Les conditions suivantes sont equivalentes:
(l) z = (£ nz)x(κ n z>.
(2)pHZ = H n Z etpκZ = K n Z.
(3)PHZ = H n z OM/^Z = £ n z.
(4) G est produit direct des sous-groupes H et K c9est-ά-dire, H Π K = {e}.
Supposons maintenant que les groupes H et K sont fermes. Les suites

(6.2) G D H D {*} et G D AT D {<?}

sont distinguees et fermees et les quotients successifs sont respectivement

ί G/H "
\

(6 3)

\HH/(H nz),
oύ ^ represente plus exactement ^ X { e } c ^ X K et K represente {e} X
jf. En effet, on a par exemple G/H ~(ίϊ X K)/(H - Z) = (H X K)/(H X
PKZ) c~ K/pκZ. Si en plus H et K sont des groupes de Lie simples alors les
suites (6.2) sont des suites de Jordan-Holder et principales de G. Nous dirons
que Γequivalence des suites (6.2) est parallele lorsque G/H cz. G/K et H c^
K; nous dirons qu'elle est croisee lorsque G/Hc^K et G/Kc^H. Une
condition necessaire pour Γequivalence parallele est Fisomorphisme des
groupes H et K done, lorsqu'il n'en est pas ainsi, l'equivalence ne peut etre
que croisee. Prenons maintentant deux groupes de Lie simplement connexes
Gj et G2, soient Zx c Gλ et Z 2 C G2 des sous-groupes centraux discrets et
indiquons par Gλ et G2 les quotients correspondants. Tout isomorphisme Φ:
Gι -» G2 se releve en un isomorphisme Φ: G{-+ G2 qui transforme Zx en Z 2

et, reciproquement, un tel isomorphisme Φ induit, par passage au quotient, un
isomorphisme Φ. En particulier, les groupes Zx et Z 2 sont isomorphes. On voit
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ainsi qu'une condition necessaire pour Fequivalence parallele est Fisomor-

phisme depHZ avec/^Z et de H n Z avec K n Z. De meme, Fequivalence

croisee presuppose Γisomoφhisme de ρHZ avec H n Z et de /^Z avec

K n Z. Remarquons que dans ce dernier cas pHZ D H Π Z tipκZ D K n

Z. Par consequent, lorsque ces groupes sont finis, il faut avoir Γegalite et ceci

aura lieu, notamment, lorsque le centre de H (resp. K) est fini. Les conditions

necessaires decrites ci-dessus ne sont pas en general suffisantes car les

isomorphismes en question doivent etre induits par des isomorphismes des

groupes de Lie simplement connexes. Revenons maintenant au lemme 6.3,

Lorsque les conditions equivalentes du lemme sont verifiees, les suites (6.2)

sont trivialement equivalentes, Γequivalence etant croisee. Si en plus H ~ K

Γequivalence est egalement parallele. Nous verrons par des exemples que les

conditions du lemme ne sont pas necessaires a Γequivalence croisee. Pourtant,

Lemme 6.4. Supposons que H (resp. K) a un centre discret. Les conditions

suivantes sont equivalentes:

(1) Les suites (6.2) sont equivalentes par une equivalence croisee.

(2) Les conditions equivalentes du lemme 6.3 sont verifiees.

(3) G/K c~ H (resp. G/H ^ K).

En particulier, si H on K, chacune des deux dernieres conditions est necessaire et

suffisante a V equivalence des suites (6.2). En outre, on peut remplacer dans les

hypotheses H par H (resp. Kpar K). Enfin, si le centre de H (resp. K) est fini,

on peut ajouter aux trois conditions precedentes la condition:

(4) pHZ c^H n Z (resp.pκZ ^ K n Z).

Demonstration. Montrons que (1)=>(2). En effet, Γequivalence croisee

entraϊne Γexistence d'un automorphisme Φ: H -» H tel que Φ(pHZ) — H Π

Z c pHZ. Par restriction au centre % de H on obtient un automorphisme Φ:

2 -+% qui laisse stable le sous-groupe pHZ. Remarquons ensuite que le

centre d'un groupe de Lie connexe est discret si et seulement si il est abelien

de type fini (cf. [13, theoreme 1.2, p. 189] et passer au revetement simplement

connexe du groupe abelien). La propriete H π Z = pHZ sera done une

consequence du lemme algebrique suivant.

Lemme 6.5. Tout automorphisme d'un groupe abelien de type fini induit un

automorphisme sur chaque sous-groupe stable.

Esquissons la demonstration. Remarquons tout d'abord que si le sous-

groupe est de torsion il est fini et le resultat est evient. Le meme argument

montre, plus generalement, que la torsion du sous-groupe est egale a la

torsion de son image, cette torsion etant egale a Γintersection du sous-groupe

avec la torsion du groupe tout entier. On peut done quotienter par le

sous-groupe de torsion en se ramenant ainsi au cas libre. On obtient alors le

resultat en utilisant la structure donnee par les facteurs invariants (cf. [2, p.

88, theoreme 1]).
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Puisque le centre d'un groupe de Lie semi-simple est discret on obtient le

Corollaire 6.1. Si Γun des groupes H ou K est semi-simple, la condition

H n K = {e} est necessaire et suffisante pour Γequivalence croisee. En par-

ticulier, si H oz K, la condition ci-dessus est necessaire et suffisante pour

Γequivalence.

Lemme 6.6. Soient H et K des groupes de Lie abeliens. Alors

(1) la condition necessaire et suffisante pour Γequivalence croisee est Γisomor-

phisme des groupes pκZ et pHZ avec les groupes K π Z et H Π Z respective-

ment.

(2) la condition necessaire et suffisante pour Inequivalence parallele est

Γegalite dim H = dim K et Γ isomorphisme des groupes pκZ et K π Z avec les

groupes pHZ et H n Z respectivement.

Demonstration. Deux groupes abeliens libres de type fini sont isomorphes

si et seulement si leur rang est le meme. D'autre part, il existe toujours un

isomorphisme de Rn qui transforme p vecteurs libres (t>,) en p vecteurs libres

(wD donnes arbitrairement ce qui acheve la demonstration. On pourrait

egalement remarquer que le quotient de Rn par un sous-groupe discret de

rang/? est isomorphe a R " ^ X Tp.

Lorsque la dimension des groupes abeliens H ou K est superieure a 1, les

suites (6.2) ne sont pas toujours equivalentes (voir exemple VII). Pourtant,

Lemme 6.7. Si H et K sont abeliens de dimension 1 (i.e., simples) alors les

suites de Jordan-Holder (6.2) sont toujours equivalentes.

Demonstration. Comme H = K = R, le revetement π: R X R —> G a pour

noyau un sous-groupe discret Z de rang < 2. Examinons les differents cas.

(i) Si rang Z = 0 alors Z = {0}, TΓ est un isomorphisme et les quotients

(6.3) sont tous isomorphes a R.

(ii) Si rang Z = 1 alors Z = Z v ou v est un vecteur non nul de R2. Deux

cas se presentent: (a) L'intersection de Z avec une des composantes de R2,

par exemple R X {0}, est non-triviale. Dans ce cas Z c R X {0} et les

quotients sont donnes par G/Hc^ ^ - R et G/K~ # ~ R / Z c ~ Tι. (b)

L'intersection de Z avec les deux composantes est triviale. Dans ce cas

pHZ ^pκZ CΪZ et les quotients sont donnes par G/H ^ G/K^ T1 et

(iii) Si rang Z = 2 alors Z = Zv + Zw ou v et w sont des vecteurs

lineairement independants. Montrons que dans ce cas l'intersection de Z avec

les deux composantes de R2 est non triviale. En effet, si par exemple

(R X {0}) Π Z = {0} alors le sous-groupe H, image de la droite R X {0}

dans le quotient R 2/Z ^ T2, est partout dense et par consequent n'est pas

ferme. D'autre part, puisque H et K sont fermes, les projections pHZ et pκZ

sont des sous-groupes fermes done discrets. On voit ainsi que tous les

quotients sont isomorphes a Γ1.
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Remarque. La demonstration ci-dessus montre en particulier que Γequiva-
lence des suites (6.2) peut avoir lieu dans les deux sens possibles.

La construction precedente admet le cas particulier suivant. Soient H et K
deux groupes de Lie simplement connexes, Zx c H et Z 2 C K deux sous-
groupes centraux discrets et φ: Zx^> Z2 un morphisme de groupes. Le graphe
de φ

Z = {(*, φ(x))\χ E Z,} C Z, X Z 2

est un sous-groupe central discret de G = H X K et on prend le revetement
IT: G -»G = G/Z. Puisque pHZ = Zx et pκZ = i m φ c Z 2 sont des sous-
groupes fermes de H et K, on deduit que H = π(if ) et K = ττ(J?) sont des
sous-groupes fermes de G. En outre, puisque H π Z = ker φ et £ π Z =
{e}, les quotients (6.3) se reduisent a

ί G/i/ ̂  J^/im φ, ί G/K - J3r/Zlf

On aura par consequent une equivalence croisee si et seulement si im φ = {e}
c'est-a-dire, si φ est trivial et ceci equivaut manifestement, a ce que Z =
graphe φ soit un produit, en Foccurrence le produit trivial Zx X {e}. Lorsque
H on. K ce sera la condition necessaire et suffisante pour Γequivalence. Dans
le cas parallele on trouve la condition necessaire ker φ = {e} qui, outre le cas
abelien, n'est pas toujours suffisante (cf. exemple IV).

Donnons a present quelques exemples et contre-exemples a Γequivalence
globale.

(I) Soit G = R X S3 oύ S3 est la sphere munie de la structure du groupe
des quaternions de norme 1. Prenons Z j = Z c R , Z 2

s = { l , - l } c S ' 3 le
centre de S3 et φ: Zx -* Z2, n ^ ( - l ) Λ . Les suites de Jordan-Holder (6.2) ne
sont pas equivalentes car φ n'est pas trivial. Elles admettent les quotients (oύ
H = R et K = S3)

ί G/H c~ S3/Z2 ^ SO(3), ί G/K - R/Z ̂  T\

l/f^R/2Z— Tι ' l ^ ^ . S ' 3 .

On montre facilement que tout sous-groupe central discret de R X S3 qui
n'est pas un produit (i.e., donne des suites non-equivalentes) est un graphe de
la forme ci-dessus oύ Zx est un sous-groupe discret de rang 1 de R.

(II) Soit G = Sρin(n) X Spin(n + 1), n > 3, Zx = {1,-1} C Sρin(n), Z 2 =
{1, -1} C Spin(/i + 1) et φ = Id: Zx -» Z2. Dans ce cas on n'a pas d'equiva-
lence et

ί G/H c* Spin(« + 1)/Z2 - SO(n + 1), ί G/K ~Spin(n)/Zx ~ SO{n\

\ H - Spin(/i), [ K - Spin(Aϊ + 1).
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(III) Considerons le groupe SO(m), m = An > 8, et son revetement simple-

ment connexe Sρin(m). Le centre 2 du revetement est isomorphe a Z2 X Z2

et le groupe de Poincare mx de SO(m) (noyau du revetement) est un sous-

groupe isomoφhe a Z^ Ecrivons 2 = {1, a, by c}. Le groupe des automor-

phismes de 2 est isomorphe a @3 car chaque automorphisme correspond a

une permutation de {α, b, c}. D'autre part, le groupe des automorphismes de

Spin(m) induit sur 2 un sous-groupe isomorphe a Z2 compose de Γidentite et

d'un automorphisme involutif Φ qui preserve le sous-groupe π,. Nous sup-

poserons desormais que τrx = (c) = {ab\ Φ(α) = b et 2 = (a) (b) ~ Z2 X

Soit G = Sρin(m) X Sρin(m), Zx = Z2 = % et φ: Z2 X Z 2 ^ Z 2 une des

projections, par exemple sur le premier facteur. Puisque φ n'est ni triviale ni

injective on ne peut avoir equivalence. Les quotients sont

ί G/H c± Spin(m)/ (α), ί G/K c* Spin(m)/2: ̂  SO(m)/%9

{ H - Spin(m)/ (b), { K - Spin(w),

oύ % = {Id, -Id} est le centre de SO(m). On remarque que G/H c^ H car Φ

transforme a en b et que les groupes G/H et H ne sont pas isomorphes a

SO{m) ^ Spin(w)/(c). Par contre, si Ton prend le moφhisme ψx: %-+ττx

defini par ψx{ά) = c et ψx(b) = 1, alors G/H et H ne sont pas isomorphes.

Considerons ensuite le sous-groupe Zx = (a) c 2 et les deux morphismes

injectifs <p, φx: Zx-*% definis pas φ(a) = b et φ^α) = c. Ces moφhismes

n'έtant pas triviaux il n'y a pas d'equivalence croisee. D'autre part, puisque φ

est induit par Φ (ou encore, puisque (a) est transforme en (b) par Φ) il y a

equivalence parallele pour <p, tandis qu'il n'y a pas de telle equivalence pour

<Pj. Les quotients s'ecrivent

ί G/H ^ Spin(w)/ (b) (resp. Spin(m)/ (c) ^

\ /f ~ Sρin(w),

/ ( )

[ K ^ Spin(w).

(IV) Soit J? le revetement simplement connexe de ^ ( 2 , R), % ~ Z le

centre de K et TΓJ C^ Z le groupe de Poincare de S'L(2, R) qui en tant que

sous-groupe de % est egal a 2 2 . Soit G = H X J? oύ H = R, et prenons les

sous-groupes discrets Zj = Z c R et Z2 = *πx c ^ . En fixant un generateur

de TΓ!, on peut prendre le moφhisme φ = Id: Zx -^> Z2. L'equivalence n'a pas

lieu et

ί G/H ~K/Z2oί SL(2, R), ί G/K ^ R/Z ~ T\

l
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(V) Soit G = H X K oύ H = K est le revetement simplement connexe de

SL(2, R). Prenons Zx = Z2= πλ <z K et, en fixant des generateurs, soit φ:

Z —» Z Γapplication φ(ri) = 2«. Les quotients sont donnes par

ί G / # ^ £ / 2 Z 2 , ί G/K c~ K/Z2 c* SL(2, R),

II est clair que Γequivalence croisee n'a pas lieu. Montrons qu'il en est de

meme pour Γequivalence parallele. En effet, si une telle equivalence avait lieu,

il existerait un automoφhisme Φ: Z —»Z du centre de K transformant Z 2 en

2Z 2 c'est-a-dire, transformant 2Z en 4Z. Or, ceci est impossible car Z ne

possede que les automorphismes Id et -Id.

(VI) Soit G = H X K comme dans (V). Son centre est egal a ϊ x l ^ Z

X Z. Considerons le sous-groupe Z engendre par {(1, 1), (1, -1)}. Dans ce

cas H n Z = K n Z = 2Z, /j^Z = pκZ = Z et Γequivalence est parallele.

Par contre, si Z est engendre par {(1, 2), (2, -2)} alors H n Z = 4Z9 K n Z

= 6Z, / ^ Z = Z et / J ^ Z = 2Z. Nous trouvons ainsi des groupes discrets tous

distincts bien qur isomorphes. II n'y a pas d'equivalence croisee ou parallele.

Enfin, remarquons que le sous-groupe Z n'est pas un graphe de morphisme

entre sous-groupes de Z.

(VII) Prenons maintenant G = R X R2, et soit Z le sous-groupe discret

engendre par un vecteur dont les composantes sur chaque facteur sont non

nulles. On trouve HnZ = KnZ = {0}, pHZ ̂ pκZ ̂  Z ̂  Z et les quo-

tients sont donnes par

G/H~R2/PκZ~R X T\ G/K~R/pHZ~ T\ HOΪR,K~R2.

Les suites ne sont pas equivalentes. Considerons enfin le groupe G = R2 X R2

et soit Z le sous-groupes discret de rang 2 engendre par un vecteur v dont les

composantes sur chaque facteur sont non nulles et par un vecteur w G R2 X

{0} qui n'est pas colineaire avec la projection de v. Dans ces conditions,

pκZ ~ Z, pHZ ~ Z2, H n Z ~ Z et K n Z = 0. Les quotients sont respec-

tivement

G/H-RX T\ G/K-T2, tf-RxΓ1, ΛΓ~R2,

et il n'y a pas d'equivalence.

7. Groupes de Lie resolubles

Theoreme 7.1. Soit G un groupe de Lie resoluble. Deux suites de

Jordan-Holder fermέes quelconques de G sont toujours globalement equiva-

lent es.
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Demonstration. L'argument procede par induction sur la dimension de G,

le cas des dimensions 0 et 1 etant trivial. Soit done G un groupe de dimension

n > 1 et prenons deux suites de Jordan-Holder fermees (Gi)0<i<p et

(Hj)0<J<q oύ Go = Ho = G. Deux cas se presentent.

(1) Gι n Hx n'est pas discret, autrement dit, d i m ^ Π Hx) > 0. Soit

K = (G! π #i)o la composante connexe de Γunite dans Γintersection.

Puisque Gx et Hx sont des sous-groupes fermees, il en est de meme pour

Γintersection done aussi pour K et dim K > 0. En outre, K est normal dans G

car Gx π # i est normal et la composante connexe de Γunite est caracteris-

tique (invariante par tous les automorphismes du groupe). A Γaide du

corollaire 5.3 nous pouvons inserer le sous-groupe K d'une part en une suite

de Jordan-Holder fermee (Ka)0<a<A avec Kx = Gx et d'autre part en une

suite de Jordan-Holder fermee (Kβ)0<β<B avec K[ = Hx de telle sorte que

K = KaQ = KβQ. On peut supposer en plus que les deux suites coincident a

partir du terme K e'est-a-dire, A — α0 = B — β0 et AΓαo+λ = AΓ ô+λ pour

λ > 0. Par induction, les suites de Jordan-Holder (Gi)ι<i<p et (Ka)ί<a<A de

Gx sont equivalentes et ceci entraϊne que les suites (Gi)0<i<p et {K0)0<a<A

sont aussi equivalentes. De meme, les suites (Hj)0<J<q et (Kβ)0<β<B sont

equivalentes. Pour achever la demonstration il suffit de montrer que

(Ka)0<a<A est equivalente a (Kβ)0<β<B. Or, les deux suites induisent, par

passage au quotient, des suites de Jordan-Holder fermees (£α)o<α<αo

 e t

(L'β}o<β<β?

 d a n s l e g«>upe quotient G/K oύ La = KJK et L'β = K'B) K.

Puisque dim G/K < n, Γhypothese de recurrence entraine que (Lα) est

equivalente a (L'β). Par consequent, compte tenu de la relation La/La+ι^

Ka/Ka + ι ainsi que de la relation analogue pour L'β, les quotients successifs de

(Ka)o<a<ao sont, a une permutation pres, isomorphes a ceux de ( ^ ) o < 0 < £ o

Enfin, puisque A^o+λ = A^o+λ, on trouve bien Γequivalence cherchee.

(2) Gλ n Hx est discret. En ecartant le cas trivial Gλ = {e} qui entraine

forcement Hι = {e} (et qui en fait ne peut se produire sous les hypotheses

dim G > 1 et G resoluble), nous pouvons supposer que les dimensions de Gx

et Hx sont strictement positives. Puisque Gx (et H}) est un sous-groupe

connexe, normal et maximal dans G, on deduit que G = Gx Hx et que les

sous-groupes Gx et Hx sont simples (Gx commute avec Hx et Γintersection est

discrete done pour tout sous-groupe normal, connexe et non trivial G2 de Gx

le sous-groupe G2 Hx est normal, connexe et distinct de G et Hx). Les suites

de Jordan-Holder (G- ) et (//,) se reduisent chacune a trois termes et nous

nous retrouvons dans la situation decrite au paragraphe 6 avec Gx — H et

Hx = K. Utilisons maintenant Γhypothese sur G. Les sous-groupes Gx et Hx

sont resolubles et simples done abeliens de dimension 1. Par consequent

Gχ = Hx = R et Γequivalence des deux suites resulte du lemme 6.7.
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La demonstration ci-dessus peut servir de modele dans Γetude de Γequiva-
lence globale pour d'autres classes de groupes de Lie. La premiere partie de la
demonstration ainsi que le debut de la deuxieme sont valables pour tout
groupe de Lie et ce n'est que la derniere partie qui peut tomber en defaut
comme le montrent les contre-exemples. Cette demonstration redonne en
particulier le resultat pour les groupes simplement connexes. Dans ce cas, le
revetement IT: GX X Hx^ G = Gx Hx est un isomorhisme et par consequent
G est produit direct de Gλ et Hx. II en resultent trivialement les isomor-
phismes G/Gx ^ Hx et G/Hx ^ Gx. Par ailleurs, puisque les sous-groupes
normaux Gx et Hx sont dans ce cas simplement connexes on peut verifier
directement que Gx Π Hλ = {e}.

Theoreme 7.2. Soit G un groupe de Lie resoluble. Deux suites principales

fermees quelconques de G sont toujours equivalentes.

La demonstration suit les memes etapes que celle du theoreme precedent.
En effet, la partie (1) se recopie entierement en utilisant le corollaire 5.4 et en
remarquant que le sous-groupe connexe K est Ad-stable lorsque Gx et Hx le
sont. Ensuite, lorsque Gx n Hx est discret, les memes arguments montrent
que G = Gx- Hx, que Gx et Hx sont Ad-simples et que Gx commute avec Hx.
Cette derniere condition montre que la representation Ad de G dans Gx se
reduit en fait a la representation habituelle avec domaine Gx autrement dit,
Faction par Γelement gh e G = Gx- Hx est la meme que celle par Γelement
g G Gj. De meme la representation de G dans Hx se reduit a Hx. II s'en suite
que les sous-groupes Ad-stables de Gx et Hx ne sont autres que les sous-
groupes normaux et par consequent Gx et Hx sont simples. Ces groupes etant
resolubles, ils sont abeliens de dimension 1. Le groupe G est done abelien de
dimension 2 et la representation Ad opere de faςon triviale sur G ainsi que
sur les quotients. Ceci montre que Γequivalence des suites principales revient
tout simplement a Γequivalence des suites de Jordan-Holder e'est-a-dire, on
retrouve les conditions de la partie (2).

8. Groupes de Lie semi-simples et reductif s

Contrairement aux groupes resolubles, les groupes semi-simples et reductifs
presentent de mauvaises proprietes par rapport a Γequivalence. Les theoremes
qui suivent decrivent certaines des obstructions.

Theoreme 8.1. Soit G un groupe de Lie semi-simple dont les composantes

simples sont toutes non-isomorphes {ce qui est le cas, en particulier, lorsque les

composantes simples de Γalgebre de Lie § sont toutes non-isomorphes). Pour

que deux suites de Jordan-Holder (resp. principales) quelconques de G soient

equivalentes il faut et il suffit que G soit produit direct de ses composantes

simples.
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Demonstration. Le groupe G etant semi-simple, il suffit en vertu du

corollaire 5.1 de faire la demonstration pour les suites de Jordan-Holder. Un

terme quelconque G, d'une suite de Jordan-Holder Φ est un sous-groupe de

Lie connexe et normal dans G done sera le produit d'un certain nombre de

composantes simples. Si en plus G est produit direct de ses composantes

simples, le sous-groupe Gf est egalement un produit direct. Et dans ce cas les

quotients successifs de Φ sont canoniquement isomorphes aux composantes

simples de G. Pour montrer que la condition est necessaire, procedons par

recurrence sur le nombre r des composantes simples de G. Si r = 1, le resultat

est trivial et si r = 2 le resultat est consequence des lemmes 6.3 et 6.4 car

Γequivalence ne peut etre que croisee. Prenons ensuite un groupe semi-simple

G = Hx Hr, r > 2, dont les composantes simples Hi sont toutes non-

isomorphes et supposons que le produit n'est pas direct. Plusieurs cas se

presentent.

(1) II existe des indices i φj tel que Hx; n Hj,Φ {e}. En permutant au

besoin les indices, nous pouvons supposer que / = r — 1 et j = r. Dans ces

conditions, les suites de Jordan-Holder

(A) G = Hx HrD H2 HrD D Hr_xHr D Hr D {e},

(B) G = Hr. HrDH2 HrD D Hr_xHr D Hr_x D {e}

ne sont pas equivalentes. En effet, puisque Hr_x π Hr ψ {e}, les lemmes 6.3

et 6.4 nous disent que les suites Hr_xHr D Hr D {e} et Hr_xHr D Hr_x D

{e} ne sont pas equivalentes. Par consequent, si (A) est equivalent a (B), le

quotient Hr_x/{e] de (B) est forcement isomorphe a un quotient

(Hi_x Hr)/(Hi - - - Hr) de la suite (A) avec i < r. Or ce dernier quotient,

considere comme un quotient de la suite (B), est a son tour isomorphe a un

quotient (Hj_x- Hr)/(Hj Hr) de (A) avecy φ i ety < r. En iterant ce

procede on aboutit finalement a un quotient (Hι_x Ht)/{Hι Hr),

I < r, de la suite (B) qui devra etre d'une part isomorphe a Hr_x/{e) et

d'autre part isomorphe a Γun des quotients (Hr_xHr)/Hr ou Hr/{e}, ce qui

est contradictoire.

(2) Pour tout i φj on a Hi π Hj = {e}. Puisque le produit n'est pas direct,

nous pouvons supposer que Hx n (H2 Hr) φ {e} et par consequent que

(HXH2) n (H3 - - Hr) φ {e}. Distinguons ici deux cas:

(a) Hx n (H3 - Hr) = H2 n ( ^ 3 Hr) = {e} (ce sera toujours le cas

lorsque r — 3). Dans ces conditions, les suites de Jordan-Holder

(A) G = Hλ - HrΏH2- - HrDH3- HrD - - D {e}9

(B) G = Hx- HrD HXH2 > HrΌH3- H,Ώ D {e}

ne sont pas equivalentes. On constate tout d'abord que les suites G D

H 2 - - H r D H 3 - H r e t G D H X H 2 H r D H 3 - H r n e s o n t p a s
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equivalentes car elles induisent des suites de Jordan-Holder non-equivalentes

dans Γ = G/(H3 Hr). En effet, q etant Γapplication quotient, les suites

induites s'ecrivent respectivement par Γ D q{H^) D {e} et Γ D q(Hx) D {e}.

Les hypotheses ci-dessus entrainent que q(Hx) ^ Hx n'est pas isomorphe a

q(H2) en H2 et que q(Hx) n q(H2) ^ {*}• U n arguement semblable a celui

esquisse dans (1) montre enfin que la suite (A) n'est pas equivalente a (B).

(b) Hxn(H3- Hr) φ {e} (ou H2n(H3 # r ) ^ {<?}). Le groupe de

Lie # = HXH3 //Γ n'etant pas un produit direct admet, par Γhypothese

de recurrence, des suites de Jordan-Holder non-equivalentes (Ki)x<i<p et

(KJ)ι<J<p. En posant Ko = KQ = G, on obtient deux suites de Jordan-Holder

de G qui visiblement ne sont pas equivalentes. Ceci acheve la demonstration.

Ce theoreme n'est plus vrai lorsque G admet des composantes simples

isomorphes. II est clair que la condition de produit direct est suffisante a ce

que les suites de Jordan-Holder soient toutes equivalentes. Pourtant elle n'est

pas necessaire car on pourrait avoir des equivalences paralleles. En effet, si

Ton prend dans Γexemple III le morphisme de groupes φ: Zx -» % defini par

φ(a) = b9 on obtient le groupe semi-simple G = H K avec H~ K^

Spin(m), Γintersection H π K est non-triviale (car φ est non-trivial) et les

deux suites de Jordan-Holder possibles sont equivalentes par une equivalence

parallele. De meme, on pourra prendre dans Γexemple V le morphisme

non-trivial φ = Id: Z -+ Z. Le resultat peut neanmoins s'etendre aux groupes

de Lie reductifs. Soit G un tel groupe, R son radical et S sa composante

semi-simple. Le sous-groupe R, egal a la composante connexe de Γunite du

centre de G, est normal et ferme dans G (c'est en fait un sous-groupe

caracteristique). Le sous-groupe S, produit de tous les sous-groupes connexes,

normaux et simples non-abeliens de G, est egal au premier groupe derive ^D!G

(sous-groupe engendre par les commutateurs de G). C'est un sous-groupe

caracteristique done normal dans G qui n'est pas forcement ferme. En plus

G = R S, tout element de R commute avec tout element de S et Γintersec-

tion R n S est un sous-groupe de Lie avec topologie discrete (i.e.* 51 π S =

0). L'exemple suivant montre que S n'est pas toujours ferme. Soit S le

revetement simplement connexe de SL(2, R), Z ~ Z son groupe de Poincare

et prenons dans le produit G = R X S le sous-groupe central discret 2 c R

X Z engendre par les elements (1, 1) et (α, 1) ou α est un nombre irrationnel.

Alors (R X {e}) n 2 = {(#i(l - α), e)}9 ({0} X 5 ) ί l 2 = {*}, pR% = [n

+ ma] et ps% = Z. II en resulte le revetement simplement connexe π:

R x ^ G/% = R - S ou R = 7r(R X {e}) c~ Tι et S = τr({0} X ί ) - S ,

Comme/7R2 est dense dans R ce groupe n'est pas ferme et par consequent, en

utilisant la formule (6.1), on voit que S n'est pas ferme dans G. Remarquons

en outre que R n S <=^Z; comme sous-groupe de S c* S il est egal a Z et il
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est ferme; comme sous-groupe de R il est egal au quotient /?R2/(R n Z)

c'est-a-dire, au quotient de pR% modulo la relation d'equivalence; (n + ma)

~ {ri + m'a) si et seulement si n — ri = m — m\ et il est dense dans Tι.

Plus generalement, soit G = RS un groupe de Lie reductif et G son

revetement simplement connexe. Alors G = R X S oύ R cz Rq est le radical

de G ainsi que le revetement simplement connexe de R et S est la composante

semi-simple de G ainsi que le revetement simplement connexe de S. Soit Z le

noyau de TΓ: G -> G. La formule (6.1) montre que S est ferme dans G si et

seulement sipRZ est ferme dans R.

Lemme 8.1. Pour que S soit ferme dans G ilfaut et il su/fit que R π S soit

ferme dans G.

Demonstration. En effet, si S est ferme alors R π S est ferme.

Reciproquement, si R π S est ferme, son image reciproque dans R est

fermee. Or, cette image reciproque est egale kpRZ (cf. lemme 6.2).

Corollaire 8.1. Pour que S soit ferme dans G il suffit que Γune des

conditions suivantes soit verifiee;

(1) Le centre de S estfini.

(2) PsZestfini.

(3) psZ/(S Π Z) estfini.

(4) R n S estfini.

Demonstration. II est clair que (1) =» (2) => (3) et que (3) <=> (4) en vertu du

lemme 6.2. Enfin, la condition (4) entraine que R π S est ferme. II est utile

de voir plus directement la nature de ces conditions. Pour ceci remarquons

tout d'abord que la trace (R X {x}) π Z est fermee done sa projection dans

R est aussi fermee. Puisque/>ΛZ = U PR[(R X {*}) Π Z], x GpsZ, la con-

dition (2) entraine que pRZ est ferme en tant que reunion d'un nombre fini

d'ensembles fermes. Remarquons ensuite que si x =y mod(5 Π Z) alors

pR[(R X {x}) n Z] = pR[(R X {>}) n Z] et par consequent la condition (3)

entraine que pRZ est reunion d'un nombre fini de pR[(R X {x}) Π Z] a

savoir, de ceux qui proviennent d'un systeme complet de representants du

quotient psZ/(S Π Z).

Remarque La composante semi-simple S peut etre fermee meme lorsque

Γintersection R π S est infinie. Pour le voir, il suffit de reprendre Γexemple

precedent et de considerer le sous-groupe central discret % c R X Z de

R X 5 engendre par (1, 1). Dans ce cas R ^ R, S ^ S et R n S ^ Z.

Lemme 8.2. Soit G un groupe de Lie reductif dont la composante semi-sim-

ple est fermee. Pour que deux suites de Jordan-Holder (resp. principales)

fermees de G soient toujours equiυalentes ilfaut que R Π S — {e}.

Demonstration. La demonstration procede en deux etapes. Tout d'abord

nous etablirons le resultat lorsque dim JR = 1. Ensuite, nous reduirons le cas
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general a ce cas particulier. Puisque G est reductif, les suites de

Jordan-Holder sont egales aux suites principales.

(a) On suppose que G = R S est reductif et que dim R = 1. Soit S =

£, Sr la decomposition de S en ses composantes simples. Nous allons

proceder par recurrence sur le nombre r. Pour r = 1 le resultat est conse-

quence du corollaire 6.1 car Γequivalence ne peut etre que croisee. Supposons

ensuite que r > 1. Si R n Sx φ {e}, les suites

(A) C = Λ S, S r D Λ S 1 Sr_x D D R S ^ R D {e},

(B) G = R 5, Sr D D /* SΊ D S, D {<?}

ne sont pas equivalentes car les trois derniers termes de chaque suite ne sont

pas equivalents. Si R n SΊ = {e} et si en plus R π S ¥= {e} alors e φg =

gι - gΓ, avec g 6 Λ et g, G Si, entraine ggj"1 = g2 gr φ e c'est-a-dire,

(R - S,) n (S 2 S,.) =̂ {e}. Dans ces conditions, si R n(S2- - Sr) =

{e}, les suites

(A) G - Λ S I S r D Λ S 2 S Γ D S 2 ϊ Γ D D {^},

(B) G = R S, S r D Si Sr D S 2 S r D D {<?}

ne sont pas equivalentes. En effet, les trois premiers termes de (A) et (B)

induisent des suites de Jordan-Holder dans le quotient Γ = G/(S2 * Sr) et,

si Ton indique par q Γapplication quotient, ces suites sont donnees par

Γ D q(R) D {e} et Γ z> q(Sγ) D {e}. Puisque q(R) est abelien et q(Sx) non-

abelien simple et que Γ = q(R) q(Sx), Γequivalence ne peut etre que croisee.

Or, cette equivalence n'a pas lieu car Γhypothese R Π (5*2 Sr) = {e}

entraine que q: R-> q(R) est un isomorphisme et par consequent q(g) est un

element non-trivial de q(R) n ^(^i). Si par contre R Π (S2 - Sr) φ {>},

Γhypothese de recurrence entraine que le groupe R S2 Sr admet des

suites de Jordan-Holder non-equivalentes qui s'etendent trivialement a des

suites de Jordan-Holder non-equivalentes de G en prenant pour premier

terme le groupe G = Sx R S2 Sr. On remarquera de passage que R-

Si Sr est toujours un sous-groupe ferme car c'est Γimage reciproque de

son image directe dans G/R, cette image etant fermee car G/R est semi-sim-

ple.

(b) Considerons maintenant le cas general oύ G = R S est reductif et la

dimension de R est quelconque. Supposons que R n S φ {e} et construisons

deux suites de Jordan-Holder fermees et non-equivalentes de G. Pour le faire,

nous allons tout d'abord construire un sous-groupe ferme a un parametre H

de R tel que H S est ferme dans G et Γintersection H Π S est non-triviale.

Pour ceci, indiquons par Z le noyau de π: G -> G et remarquons que R Π S
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est un sous-groupe discret de R dont Γimage reciproque par Γapplication

restreinte IT: R -> R est egale &pRZ. Soit (ξλ) un systeme libre de generateurs

du groupe abelien/?ΛZ. Puisque/>ΛZ ^ R n Z, il existe un generateur, par

exemple ξl9 qui n'appartient pas a R n Z. Decomposons R~Rq en un

produit Λ = R 9 " ! x R d e telle sorte que la composante {0} X R contienne le

generateur £j et que la composante Rg~ι X {0} contienne tous les autres

generateurs ξλ, λ > 1. Nous pouvons reecrire G sous la forme G = R X S =

R7"1 X R X 5 et prendre le sous-groupe a un parametre H = π({0} X R X

{e}) de G. Dans ces conditions, le sous-groupe H S = π({0} X R x S ) est

ferme dans G car si Ton pose K = π(Rq~ι X {0} X {e}) et si Ton considere le

revetement π: Rq~ι X (Rx S)-± K- (H - S), la projection p^-xZ est le

sous-groupe discret de Rq~x engendre par les elements ( £ λ ) λ > 1 done un

sous-groupe ferme. En effet, pR«-ι est le compose de pR avec la premiere

projection du produit R*"1 X R. Montrons ensuite que H est ferme dans G.

Puisque R est ferme dans G il suffit de montrer que H est ferme dans R. Or,

R π Z est un sous-groupe depRZ et par consequent il existe un systeme libre

(fμ)i<μ<r> r < q, de generateurs de pRZ et des entiers non mils (nμ)ι<μ<s,

s < r, tel que (nμξμ)ι<μ<s soit un systeme libre de generateurs de R n Z.

Posons ξ, = ft + # ou £i e [£„ - , ζs] et £J G [fJ+1, - - - , ζr] et decompo-

sons /? en le produit R = Rs X Rg~s de telle sorte que Rs X {0} contienne les

elements ( f μ ) i < μ < 5 (en fait ce sera le sous-espace vectoriel engendre par ces

elements) et que {0} X Rq~s contienne les elements (? μ ) μ > 5 . Le sous-groupe

{0} X R X {e} = (tξj est egal a (tξ\) + (tξ'{), t G R, et par consequent le

sous-groupe H c R^TS X Rqs est egal a (ftr£i) (frrf;ί'). Or, puisque
Λ i * # ' ns%\ e & Π Z, le sous-groupe a un parametre (/ίr£Ί) est periodique

done compact (isomorphe a Γ 1 ou reduit a {0} lorsque ξ\ E R π Z) et,

puisque TΓ: R 9 ~ J .-> R9"5 est un isomorphisme, le sous-groupe (Λr£J') est egal a

une droite de Rq~s ou est reduit a {0} lorsque ξ'{ = 0. En tout cas, ceci

entraίne que H est ferme dans R. Une faςon plus rapide de demontrer cette

propriete est la suivante: On remarque que le groupe de Lie H S est reductif

et que sa composante semi-simple est egale a S. Par consequent son radical

est forcement egal au sous-groupe abelien connexe H ce radical etant ferme

dans H S done dans G. Enfin, la construction meme de H montre que

H π S φ- {e}. La partie (a) entraϊne maintenant qu'il existe des suites de

Jordan-Holder fermees de H S qui ne sont pas equivalentes et ces suites

peuvent s'etendre de faςon triviale en des suites non-equivalentes de G en

intercalant des sous-groupes fermes entre G et H S. En fait, les nouveaμx

quotients ainsi obtenus sont tous abeliens simples car la suite a intercaler

entre G et H S peut etre obtenue tout simplement en remontant a G une

suite de Jordan-Holder fermee du groupe resoluble (de fait abelien) G/(H -
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Remarque. La demonstration ci-dessus montre plus precisement que
lorsque R n S φ {e}, le groupe de Lie reductif G = R* S admet toujours
des suites de Jordan-Holder fermees non-equivalentes, la non-equivalence
ayant deja lieu pour les quotients simples non-abeliens.

Soit G = R S un groupe de Lie reductif. Son algebre de Lie § = 61 θ S
est composee directe du radical 61 (egal au centre) et de la composante
semi-simple S. Tout ideal % de § est reductif et sa decomposition en radical
et partie semi-simple est donnee par % = (% n 61) θ (% Π S). II en
resulte que tout sous-groupe de Lie normal et connexe H de G se decompose
en le produit H = (H n R) ( # Π 5) oύ H n i* est central et if n 5 est
semi-simple. En plus, la composante connexe de Γunite de H π R est egale
au sous-groupe de Lie Hr qui correspond a % π 61, la composante connexe
de Γunite de H π S est egale au sous-groupe H" qui correspond a 3C Π § et
par consequent H = /Γ //". Si en plus Λ n S = {e} alors le produit
H = H' H" est direct et Jϊ ' = H n Λ, H" = ^ Π 5. Les proprietes ci-de-
ssus ne dependent que de la structure particuliere de Γalgebre semi-simple S.
Par consequent elles s'etendent entierement a tout groupe de Lie G dont
Γalgebre est un compose direct § = 61 θ S, S etant semi-simple et 61
quelconque. Au niveau du groupe, ceci revient a dire que G = R S oixRet S
sont des sous-groupes de Lie normaux, R est quelconque, S est semi-simple
et Γintersection R n S est un sous-groupe de Lie a topologie discrete.
Remarquons enfin qu'un groupe reductif G = R S est produit direct de
sous-groupes simples (abeliens ou non) si et seulement si (a) R π S = {e} et
(b) S est produit direct de ses composantes simples. En outre, lorsque cette
condition est verifiee, le sous-groupe S est ferme dans G.

Theoreme 8.2. Soit G un groupe de Lie reductif dont la composante semi-

simple S est fermee et supposons en plus que toutes les composantes simples de S

sont non-isomorphes. Alors une condition necessaire et suffisante pour que deux

suites de Jordan-Holder (resp. principales) fermees de G soient toujours equiva-

lentes est que R Π S = {e} et que S soit produit direct de ses composantes

simples.

Demonstration. La condition est evidemment necessaire en vertu du
lemme. Sinon, il existerait des suites de Jordan-Holder non-equivalentes de S
qui s'etendraient en des suites de Jordan-Holder fermees et non-equivalentes
de G. Montrons que la condition est egalement suffisante. Soient (Gt) et (Hj)
deux suites de Jordan-Holder fermees de G. Le groupe reductif G, admet la
decomposition en produit direct G, = G{ - G" oύ G{ = G, Π R et G" = Gf Π
S. On remarque que dans le cas reductif la proposition 4.1 entraine que
chaque G, est normal dans G c'est-a-dire, que la suite est principale. Pourtant
cette propriete n'est pas essentielle et la decomposition peut s'obtenir en
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procedant par recurrence sur les termes G, de la suite. Par consequent, le
quotient Gs/Gi+l = (G//G>'+1) (G/f/Gi"+ι) est egalement un produit direct
et, puisque ce quotient est simple, chaque facteur est soit un groupe simple
soit le groupe reduit a Γidentite. Ceci montre que la suite (G,) induit des suites
de composition fermees (G/) et (G/') dans R et S respectivement et que les
quotients de ces suites sont soit simples soit triviaux. En outre, a chaque
quotient trivial de (G/) correspond un quotient non-trivial de (G,") et
reciproquement. En supprimant les termes repetes, on obtient deux suites de
Jordan-Holder fermees, une dans R et Γautre dans S, dont les quotients
successifs se trouvent en correspondance biunivoque avec les quotients de la
suite (G,), deux quotients correspondants etant isomorphes. De meme, la suite
(Hj) induit des suites de Jordan-Holder fermees dans R et dans 5. Enfin, les
theoremes 7.1 et 8.1 nous disent que les suites induites sont equivalentes et
ceci acheve la demonstration. Pour les suites principales, on voit facilement
que la Ad-equivalence des suites de R et de S donne la Ad-equivalence des
suites de G.

On peut encore etendre ces resultats aux groupes de Lie dont la decomposi-
tion de Levi est un compose direct. En effet, soit G un groupe de Lie et
supposons que son algebre de Lie est composee directe § = 91 θ S d'un
ideal resoluble 91 et d'un ideal semi-simple S. L'ideal 91 est forcement le
radical de § et S est un supplemental de Levi. En indiquant par R et S les
sous-groupes de Lie connexes correspondants, le sous-groupe R est le radical
de G done il est ferine dans G, le sous-groupe S est normal et semi-simple,
Γintersection R π S est un sous-groupe de Lie a topologie discrete et G = R
• S. On demontre aussi que S est ferme si et seulement si R π S est ferine
dans G (dans quel cas, R n S est un sous-groupe discret de G) et cette
condition sera verifiee en particulier lorsque R Π S = {e}. Puisque deux
supplementaires de Levi § et § ' dans § different par un automorphisme
special, il en sera de meme pour les sous-groupes correspondants S et S' et le
caractere normal ou ferme de S entraϊne alors le meme caractere pour tout
autre supplemental de Levi S". Enfin, puisque R est caracteristique, les
intersections R n S etR n S' sont isomorphes. En particulier, si R S est un
produit direct il en est de meme pour R S" et S = S' car deux composantes
normales coincident.

Lemme 83. Soit G un groupe de Lie dont une composante de Levi S est
fermee et normale dans G. Pour que les suites de Jordan-Holder (resp. prin-
cipales) fermees de G soient toutes equivalentes ilfaut que R Π S = {e}.

Demonstration. Soit q: § = 9 l θ S - > β / S Γapplication quotient. Sa
restriction q^: 91 -> § /S est surjective (en fait un isomorphisme), par conse-
quent Fimage reciproque de toute sous-algebre % de §/S s'ecrit comme
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compose direct q~\%) = (q^T\%) ® § et (q^)-\%) = & Π q~ι(%) Con-
siderons ensuite le groupe resoluble G/S et soit (AJ) la suite de ses sous-
groupes derives. Chaque Kt est connexe et normal et il existe un indice i0 tel
que Kg est abelien et non-trivial (on suppose que R est non-trivial). Son
adherence K = Kt est un sous-groupe de Lie abelien, connexe, normal et
ferme. Soit/?: G-^ G/S Γapplication quotient. Sa restrictionpR: R-+G/S
est surjective et son noyau est le sous-groupe discret R Π S, par consequent
pR est un revetement. Posons H = p~\K) c G, H' = (pR)~\K) c R et soit
if" la composante connexe de Γunite de H'. Dans ces conditions, H est un
sous-groupe connexe, normal et ferme de G, H' est un sous-groupe normal et
ferme de R et par consequent H" est connexe, normal et ferme dans R.
Puisque tout element de R commute avec tout element de S et que R est
ferme dans G, on voit que H" est aussi normal et ferme dans G. En plus, H"
est abelian car son algebre de Lie est isomorphe a celle de K. On montre
egalement que H' est abelien car F = //" - Z o ύ Z est le noyau άtpR done
un sous-groupe central discret de R. Si Ton indique par q: § - » § / §
Implication tangente kp, alors % = q~\%\ %' = %" = {q^}~\%) et par
consequent % = %" θ S. On en deduit que H = H" - S. Procedons main-
tenant par recurrence sur la dimension de R. Si dim R = 1, le groupe R est
abelien et par consequent G est reductif. On retrouve done les hypotheses du
lemme 8.2. Dans le cas general, remarquons tout d'abord que le sous-groupe
normal H = H" S est reductif car son radical H" est abelien. En plus, deux
suites de Jordan-Holder fermees et non-equivalentes de H peuvent s'etendre
trivialement en des suites de Jordan-Holder fermees et non-equivalentes de G.
Par consequent toutes les suites de Jordan-Holder fermees de H sont equiva-
lentes et ceci entraίne, en vertu du lemme 8.2, que H" Γ\ S = {e}.
Considerons ensuite le groupe quotient G/H" = R' S' oύ R' = R/H" est
Γimage de R et 5" est Γimage de S dans le quotient. La condition H" Π S =
{e} entraϊne que S' est un sous-groupe semi-simple isomorphe a S et, puisque
son image reciproque H" S est fermee dans G, ce sous-groupe est ferme
dans G/H". D'autre part R' est resoluble. Enfin, si Γon indique par p:
G-> G/H" Γapplication quotient, alors sa restriction p: R n S -+ R' n S'
est un isomorphisme. En effet, si x E R π S et p(x) = e alors, puisque p:
S -> S' est un isomorphisme, on trouve que x = e. D'autre part, siz G Λ ' π
5" alors z = ρ(x) = p(^) avec x G Λ et.v G 5. Or, ceci entraine que x~\ e
H" c R e'est-a-dire,y G R n S.On voit ainsi q u e Λ ' n S ' ^ ^ Π £)/[(/*
Π S) n # " ] = (Λ Π S)/{e). Puisque H" est connexe, normal et ferme,
deux suites de Jordan-Holder fermees et non-equivalentes de G/H" in-
duisent par image reciproque des suites de Jordan-Holder fermees et non-
equivalentes de G. Par consequent G/H" verifie les hypotheses du lemme et,
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puisque dim R' < dim R, la recurrence montre que R' n 5" = {e} done
finalement que R n S = {e}.

Theoreme 83. Soit G un groiφe de Lie dont le radical admet un

supplementaire de Leυi ferme et normal. Supposons en plus que les composantes

simples de ce supplementaire sont tσutes non-isomorphes. Alors une condition

necessaire et suffisante pour que deux suites de Jordan-Holder (resp. principales)

fermees quelconques de G soient equiυalentes est que (a) R Π S = {e} et (b) S

est produit direct de ses composantes simples.

La demonstration est entierement analogue a celle du theoreme 8.2.

9. Suites d'homotopie

Soit TΓ: G—» G le revetement simplement connexe du groupe G, H un
sous-groupe de Lie normal et connexe de G et H le sous-groupe normal et
connexe de G qui correspond a H e'est-a-dire, le sous-groupe connexe dont
Γalgebre de Lie est celle de H. Le groupe H est la composante connexe de
l'unite de π~ι(H) et e'est un sous-groupe ferme. On sait que H et G/H sont
simplement connexes et par consequent la restriction TΓ: H-* H ainsi que
Γapplication quotient π: G/H -» G/H qui s'en deduit sont des revetements
simplement connexes de H et de G/H respectivement. Indiquons par π^G)
le groupe de Poincare de G. Puisque π^G) = τr~λ{e\ il est clair que ττx(H) —
πλ(G) n H et on voit facilement que <πx(G/H) = πx(G)/πx(H).

Prenons maintenant une suite de composition (ou distinguee) Φ = (Gf ) de
G et soit Φ = (G,.) la suite correspondante dans G. Alors TΓ: G, -* G, et TΓ:

+ι^> Gj/Gi+ι sont des revetements simplement connexes, TΓ^G,) =
n Gg et ViiGi/Gi+i) = [TΓ^G) Π GJ/t^^G) n G/ + 1]. On voit ainsi que

la suite de composition Φ determine une suite de composition η = (TΓ^G,)) =
(TΓJCG) Π Gf) du groupe abelien de type fini TΓ^G). Or, si Ton prend deux
suites Φ et Ψ = (Hj) de G et si Γon considere les suites correspondantes η et ζ
de TΓ^G), alors Γequivalence des deux premieres entraϊne Γequivalence des
deux dernieres car tout isomorphisme w,: Gi/Gi+ι -> Hσ(i)/Hσ(i)+ι se remonte
en un isomorphisme w,: GjGi+x -+ Hσ(β)/Hσiί)+ι qui transforme π^Gj/Gj+d
sur ^ι(Hσi0/Hσ(0+ι). Reciproquement, s'il existe une equivalence (Wy) des
suites Φ et Φ qui induit une equivalence sur les suites d'homotopie alors (tϊ,-)
se factorise en une equivalence des suites Φ et Ψ. Pour les suites distinguees il
faut exiger en plus que Γequivalence soit compatible avec la representation
Ad. Or, nous avons vu dans la demonstration du theoreme 5.6 que s'il existe
un isomorphisme global u entre deux quotients if et Hf dont la derivee u+ est
compatible avec la representation ad alors Γisomorphisme u est compatible
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avec Ad. Autrement dit, la compatibilite avec Ad ne represente pas une
obstruction supplemental. Remarquons enfin que toute equivalence au
niveau de Falgebre de Lie § entraϊne une equivalence au niveau du groupe
simplement connexe G. On obtient ainsi la proposition suivante oύ Φ*
indique la suite de composition de Falgebre de Lie g qui correspond a Φ.

Proposition 9.1. Une condition necessaire et suffisante pour que deux suites

de Jordan-Holder (resp. principales) fermees Φ et Ψ soient equivalentes est quΊl

existe une equivalence pour les suites de Jordan-Holder (resp. principales) Φ* et

Φ+ qui induit une equivalence pour les suites d'homotopie.

Rappelons que deux suites de Jordan-Holder (ou principales) de g ou G
sont toujours equivalentes. La proposition 9.1 affirme qu'il y aura equivalence
dans G si et seulement si l'equivalence dans § ou G peut etre choisie de
faςon compatible avec les suites d'homotopie. Remarquons aussi qu'une suite
de Jordan-Holder Φ n'induit pas forcement une suite de Jordan-Holder du
groupe d'homotopie. En plus, la simple equivalence des suites d'homotopie
est loin d'etre suffisante a l'equivalence des suites Φ et Ψ. En effet, si l'on
reprend l'exemple II, les deux suites d'homotopie sont donnees par Z2 D 0 D
0.

Pourtant, nous pouvons obtenir certains resultats en faisant valoir la
connaissance de la structure des groupes simples. En effet, si H et K sont
deux groupes localement isomorphes (meme algebre de Lie) on peut supposer
que H = K et tout isomorphisme u: H -* Kse remonte en un automorphisme
u: H -» H dont la restriction au centre u%: % -* % est egalement un automor-
phisme qui transforme πλ(H) en πx(K). Par consequent, pout determiner s'il
existe un isomorphisme global u: H-+K il faut proceder aux verifications
suivantes:

(a) ττx(H) doit etre isomorphe a π^K) en tant que groupes abstraits.
(b) II doit exister un automoφhisme φ de Z qui transforme π^H) en

τrλ(K).
(c) φ doit etre induit par un automorphisme de H.
Appliquons cette methode aux groupes compacts. Pour ceci, remarquons

tout d'abord que les quotients abeliens de toute suite de Jordan-Holder Φ de
G sont compacts done isomorphes a Sι. L'equivalence aura toujours lieu pour
ces quotients et il ne reste qu'a examiner les quotients simples non abeliens
qui eux sont egalement compacts. Lorsque Φ est principale, e'est une suite de
Jordan-Holder car G est reductif et les quotients abeliens sont tous des
cercles. En plus, la representation adjointe induite dans ces quotients abeliens
est triviale et par consequent tout equivalence entre ces quotients est compati-
ble avec Ad. Pour examiner l'equivalence des quotients non abeliens, dres-
sons la liste des groupes simples de type compact [12, p. 346], [18], [9]:
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U %(U) AvAZ(U) A(U)

an(n

K in

cn(n

dnin

e6

eΊ

eg

Λ
8i

> 1)
> 2 )

> 3 )

> 4 )

SU(n + 1)
SO(2n + 1)

Spin)
SO(2n)

E6

E7

Es

F4

G2

Z n + i

Z2

Z2

Z 4 (n impair)

Z2 x Z2 (« pair)

z 3
z 2
z,
z ,
z ,

z*
Id

Id

z4*

@ 3<

z3*Id

Id

Id

Id

Z2

Id

Id

Z 4 * ^ Z 2

Z2 (n Φ 4)

z?^z2
Id

Id

Id

Id

Suivant [12], § represente les algebres simples complexes, i/represente des

groupes de Lie reels compacts dont les algebres de Lie sont les formes reelles

(compactes) de g, U est le revetement simplement connexe de U, %(U) est le

centre, Aut %{U) est le groupe des automorphismes du centre et Λ{U) est le

groupe des automorphismes exterieurs de U (cf. [18, p. 6]). Ce groupe est

canoniquement isomorphe au quotient de Aut((7) par le sous-groupe des

automorphismes interieurs et, dans le cas simple, il est fini et la restriction

A(U) -»A(U)\%(U) est injective. Par consequent A{U) ^ A\x\(ϋ)\%(ϋ).
Enfin, Z* indique le groupe multiplicatif des elements inversibles de Γanneau

Prenons maintenant un groupe simple et simplement connexe U et soient

TΓJ et τr2 deux sous-groupes isomorphes du centre %(U). Lorsque le centre est

cyclique, tπι = π2 et Γequivalence est trivialement realisee. II reste done le seul

cas de dn avec n pair. Le groupe Z2 X Z2 admet trois sous-groupes propres et

non-triviaux qui sont cycliques d'ordre 2. Lorsque n = 4, ces sous-groupes

sont permutes entre eux par les automorphismes exterieurs de U et par

consequent Γequivalence est toujours realisee. Lorsque n Φ 4, deux des sous-

groupes sont echanges par A(U) et le troisieme (le groupe de Poincare de

SO(2n)) reste invariant. On voit ainsi que le seul cas oύ Γequivalence peut

tomber en defaut est le cas dn avec n pair et n φ 4 et e'est en fait la raison

d'etre de Γexemple III.

Theoreme 9.1. Soit G un groupe de Lie compact dont aucune conψosante

simple {dans §) est une forme reelle de dn avec n pair et n > 4. Une condition

necessaire et suffisante pour Vequivalence de deux suites de Jordan-Holder
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(resp. principales) fermees Φ et Ψ de G est Γexistence d* une permutation σ qui

realise simultanement V equivalence entre Φ^ et Φ+ ainsi que Γequivalence entre

les suites d*homotopie η et ζ.

Ce theoreme montre que Γequivalence entre les suites d'homotopie doit etre
"bien" choisie. II ne suffit pas tout simplement que les quotients possedent
deux a deux des groupes d'homotopie isomorphes (cf. exemple II).

A Γaide de la classification complete des groupes de Lie simples (compacts
ou non) la methode esquissee ci-dessus nous fournit des criteres peπnettant
de determiner Γequivalence des quotients non-abeliens de deux suites de
Jordan-Holder ou principales d'un groupe de Lie quelconque. Quant aux
quotient abeliens, il y aura une difficulte supplemental due au fait que ces
quotients ne sont pas forcement equivalents aux quotients d'une suite de
Jordan-Holder ou principale du radical de G (cf. exemple IV). Pourtant,
lorsque G est reductif et lorsque les composantes simples non-abeliennes de G
ont des revetement simplement connexes a centre fini, cette propriete est
verifiee et par consequent les quotients abeliens sont toujours equivalents.

10. Groupes semi-simples compacts

La theorie exposee precedemment montre que Γequivalence des suites de
Jordan-Holder ou principales presente certaines obstructions dues au fait que
Γhomotopie de G peut etre "mal repartie" parmi les termes successifs de deux
suites distinctes. Lorsque le groupe est compact et semi-simple nous pouvons
corriger ce defaut en introduisant des quotients discrets. De faςon precise,
nous affaiblissons la notion de suite de composition (resp. distinguee) en
supposant tout simplement que les termes sont tous fermes mais possiblement
disconnexes. Avec cette notion faible, la theorie se deroule de faςon aussi
satisfaisante que la theorie algebrique et Γequivalence est toujours realisee.
Pour eviter des confusions, le terme connexe sera explicitement mentionne
dans tout le reste du paragraphe lorsqu'il est question de suites a termes
connexes.

Theoreme 10.1. Tout groupe de Lie compact et semi-simple admet des suites

de Jordan-Holder {resp. principales) au sens faible. Lorsque G est connexe, les

suites de Jordan-Holder faibles coϊcident avec les suites principales faibles.

Demonstration. Supposons tout d'abord que le groupe G est connexe.
D'apres le theoreme 5.3 (ou encore le corollaire 5.1), le groupe G admet une
suite de Jordan-Holder fermee (G,) dont tous les termes sont connexes. Soit H
un des quotients GjGiJt.v Puisque H est simple, tout sous-groupe de Lie
ferme, normal et proprement contenu dans H est discret done central. En
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plus, puisque H est non-abelien et compact, son centre est fini et par

consequent toute suite de Jordan-Holder {H^)x<i<p du centre (au sens pure-

ment algebrique) determine une suite de Jordan-Holder au sens faible Φ, de

H en posant Ho = H. L'image reciproque de Φ, dans G, est une suite

strictement decroissante de sous-groupes fermes contenus entre G, et G l+1.

L'ensemble de toutes ces suites se rassemble en une suite de Jordan-Holder

au sens faible de G. Quant aux suites principales, on procede de faςon

analogue. Tout d'abord, G admet une suite principale fermee et connexe et

puisque G est semi-simple cettev suite principale est egalement de

Jordan-Holder done les quotients successifs sont tous simples. Si H est Fun

des quotients, alors un sous-groupe ferme, Ad-stable et proprement contenu

dans H est discret done central (car Ad-stable implique normal). En plus,

puisque les elements des differentes composantes simples de G sont permu-

tables, la representation quotient AάH: G -> Aut H se reduit a la representa-

tion adjointe ordinaire du groupe H et tous les sous-groupes normaux sont

Ad-stables. On voit ainsi que les suites de Jordan-Holder Ad-stables de H

coincident avec les suites de Jordan-Holder au sens ordinaire de H et la

demonstration s'acheve comme precedemment. La suite principale, au sens

faible, ainsi obtenue est manifestement une suite de Jordan-Holder et par

consequent toute suite principale, au sens faible, du groupe de Lie connexe G

est de Jordan-Holder en vertu de Γequivalence qui fera Γobjet du theoreme

suivant. Lorsque le groupe G n'est pas connexe, indiquons par Go sa com-

posante connexe de l'unite. La compacite entraϊne que G/Go est fini et par

consequent toute suite de Jordan-Holder de Go s'etend en une suite de

Jordan-Holder de G en prenant l'image reciproque d'une suite de

Jordan-Holder du groupe fini G/Go. Pour montrer Γexistence de suites

principales, il faudra reprendre Γargument au complet. Tout d'abord, Go est

Ad-stable car il est invariant par Aut G, toute suite de Jordan-Holder

connexe et Ad-stable du sous-groupe Go est fermee en vertu du corollaire 5.1

et les quotients successifs sont semi-simples mais pas forcement simples. Soit

Φ une telle suite, H = Gt/Gi+ι un quotient et q: G,->// Γapplication

canonique. Tout sous-groupe K ferme, Ad-stable et proprement contenu dans

H est discret done central sinon la composante connexe de Γunite de q~ι(K)

serait un sous-groupe ferme, Ad-stable, connexe et proprement inclu entre G,

et Gi+ι ce qui contredit le fait que Φ est de Jordan-Holder. Pour construire a

partir de Φ une suite de Jordan-Holder au sens faible et Ad-stable Ψ du

sous-groupe Go, il suffit de reprendre Γargument precedent et remonter a Go

des suites de Jordan-Holder Ad-stables des centres des groupes quotient

Gt/Gi+l, ces centres etant finis. Enfin, on etendra Ψ en une suite principale

de G en remontant a G une suite de Jordan-Holder Ad-stable du groupe fini

G/Go.
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Theoreme 10.2. Soit G un groupe de Lie compact et semi-simple. Deux

suites de Jordan-Holder (resp. principales) au sens faible sont toujours equiva-

lentes.

La demonstration utilise Fargument habituel. On constate tout d'abord que
le troisieme theoreme d'isomorphie (Zassenhaus) est verifie pour les sous-
groupes fermes d'un groupe compact que Ton utilise ensuite pour demontrer
le lemme de "raffinement" de Schreier qui a son tour entraine le theoreme de
Jordan-Holder.

La methode ainsi que les resultats exposes pour les groupes semi-simples
compacts ne s'etendent pas a des situations plus generates. Pour le voir,
considerons un groupe compact dont le centre (egal au radical) n'est pas
discret, par exemple S1. Ce groupe n'admet pas des suites de Jordan-Holder
finies. En effet, soit H un sous-groupe ferine et proprement contenu dans Sι.
Ce groupe est discret done fini et par consequent il est engendre par un
element θ (Γangle) qui est multiple rationnel de 2π. Si p est un nombre
premier, p > 1, et si Γon indique par Hn le sous-groupe de Sι engendre par
θ/pn, on voit que Hn+ι/Hn est simple et par consequent Sι admet des suites
de Jordan-Holder, au sens faible, denombrables (on completera la suite (Hn)
par une suite de Jordan-Holder de if = Ho). Si Γon prend maintenant un
nombre premier q φp, les deux suites de Jordan-Holder ne sont pas equiva-
lentes. Remarquons toutefois que le lemme de "raffinement" de Schreier est
valable pour tout groupe de Lie compact. Par consequent,

Theoreme 103. Soit G un groupe de Lie compact et connexe. Deux suites

de Jordan-Holder {resp. principales) connexes et fermees de G admettent

toujours des suites de composition (resp. distinguees), au sens faible, plus fines et

equivalentes. Les quotients successifs des dernieres suites sont soit localement

equivalents au quotients des suites initiales soit des groupes finis.

Sans vouloir faire la demonstration, rappelons toujours que si (G,) et (HJ)
sont deux suites, la methode de "raffinement" de Schreier consiste a prendre
les nouvelles suites Go = (G, n Hj)Gi+ι et Hβ = (Hj n Gi)HJ+ι. Intuitive-
ment, ceci consiste a "bien repartir" Γhomotopie et a "rassembler" les exces
en de nouveaux groupes quotients a savoir, les groupes quotients finis. Les
suites de Γexemple I, une fois "raffinees", illustrent bien cette affirmation.

Pour terminer, disons enfin quelques mots sur les groupes de Lie com-
plexes. Contrairement a ce que nous pourrions esperer, la theorie est dans ce
cas bien moins satisfaisante que dans le cas reel. Les generalites se tran-
scrivent sans peine et les resultats concernant les groupes semi-simples de-
meurent inchanges car tout groupe complexe simple est egalement reel
simple. Pourtant, le theoreme 7.1 sur les groupes resolubles, qui en un sens est
le resultat positif le plus interessant du travail, tombe en defaut meme deja
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dans le cas abelien. Si, dans la deuxieme partie de Γexemple VII on remplace
R2 par C on trouve deux suites de Jordan-Holder non-equivalentes d'un
groupe abelien complexe. Ceci entraϊne en particulier que les theoremes 8.2 et
8.3 i#e donnent que des conditions necessaires. De plus, la structure complexe
etant assez rigide, un groupe complexe n'admet pas toujours des suites de
Jordan-Holder ou principales fermees. C'est le cas par exemple de la plupart
des tores complexes (i.e., generiquement).
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