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STRUCTURE PRESQUE-TRANSVERSE

TONG VAN DUC

On etend le procede de F. Brickell et R. S. Clark [1] a l'etude d'une

structure presque-transverse integrable.

On rappelle les notions utiles suivantes:

Soit M une variete differentiable sur laquelle est donnee une connexion

lineaire V. Selon K. Yano, un champ de vecteurs V sur M est dit recurrent

par rapport a V si V^ V = X quel que soit le champ de vecteurs X sur M.

Une structure localement affine sur M est la donnee d'un atlas maximal

dont les chagements de coordonnees sont des diffeomorphismes locaux de la

forme:

x —> Ax + b,

oύ A E Gl(n, R) et b E Rn. Si b = 0, on a une structure localement centro-af-

fine.

A chaque structure localement affine sur M est canoniquement associee

une connexion lineaire plate dont les coefficients par rapport aux reperes

adaptes sont nuls.

Soit M une variete differentiable de dimension n munie d'un feuilletage £

de codimension q. Cela revient a doter M d'un atlas & = {U, xu

9 xa) dont

les fonctions de transition verifient:

= 0
dxu U '

oUM,ϋ,i/',ϋ', = 1, 2, , n - q et α, b, a',b\- = 1, 2, , q. Soit

L le fibre vectoriel forme par les vecteurs tangents aux feuilles de £ et soit

(Q,p, M) le fibre-quotient de TM par L. Chaque element [v] de Q a pour

representant un vecteur v de la forme:

dxu

sip(v) se trouve dans le domaine U d'une carte (U, xu, xa). Comme (va) ne

depend en fait que de [u], on prendra (xu, xa,va) comme coordonnees

locales dans p~ι(U). On obtient ainsi sur le variete Q un atlas & dont les
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fonctions de transition sont de la forme

x" = XM'(JCM, xa\ xa' = xa\x% va' = ^ v a .

La matrice jacobienne de ces transformations est de la forme:

(1)
A B O
0 C O
O D C

oil A E Gl(n - q, R), C G Gl(q, R), Z) E gl(q, R), 5 <Ξ g/(« - q, q).
Definition. Une structure presque-transverse sur M est une G-structure

dont les elements de G sont de la forme (1). Une structure presque-transverse
est done une generalisation d'une structure presque-tangente.

Ainsi Γespace total du fibre transverse (Q,p9 M) est muni d'une structure
presque-transverse integrable.

Definition. Un champ de vecteurs X = Xud/dxu + Xad/dxa sur la
variete feuilletee M est dite feuilletee si dXa/dxu = 0.

Un tel champ est caracterise par le fait que les transformations du groupe
local a un parametre qu'il engendre envoient les feuilles de £ sur les feuilles
d e £ .

Soit maintenant M une variete differentiate minie d'une structure
presque-transverse integrable. Les fonctions de transition dans les cartes
adaptees a cette structure sont de la forme:

(x, y, z) -* (f(x,y), g{y\ {Dg)yz + h(y)),

oύ g est un diffeomorphisme local et Dg sa differentielle.
II en resulte que M est mini de deux feuilletages *$ et ^ dont les feuilles

sont localement definies par x = cte tXy — cte d'une part et j> = cte et z = cte

d'autre part.
Une carte adaptee a la structure presque-transverse integrable est a* la fois

adaptee aux feuilletages <$ et Ψ. Soit Fm la feuille de <% qui passe par le point
m de M. La carte z\Fm definit une structure localement affine sur Fm.

Une structure de pseudo-groupe dont les fonctions de transition sont de la
forme:

(x,y, z) -» (f(x,y), g(y), (Dg)y(z))

sera dite quasi-transverse.
Proposition 1. Une structure presque-transverse integrable sur M admet une

structure subordonnee quasi-transverse si et seulement si M possede un champ

de vecteurs global qui est Φ-feuillete et qui est tangent aux feuilles de *% et

recurrent par rapprt a la connexion plate de la structure localement affine

induite sur chaque feuille.
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Preuve. Supposons M mini d'une structure quasi-transverse et soit
(£/, x,y, z) une carte adaptee. Si Ton considere le champ local V-
za(d/dza) sur U et si (£/', x\y\ z') est une autre carte adaptee, on a sur
Un UΊ

„ 9 „' 3

Done V est un champ global sur M qui est en plus ^-f euillete. D'autre part,
pour tout champ de vecteurs X = Xb(d/dzb) tangent a 99 on a VXbd/dzbV =
Xbd/dzb oύ V est la connexion plate de la structure localement affine induite
sur les feuilles de <$. Done V est recurrente par rapport a cette connexion.

Reciproquement, supposons M mini d'un tel champ de vecteurs V. Dans
une carte (U9 x,y9 z) adaptee a la structure presque-transverse integrable, V a
pour expression locale V= Vad/dza. Soit X = Xbd/dzb un champ de
vecteurs sur une feuille. On a

Puisque V est recurrente par rapport a V et ̂ -feuilletee, on a

v = z + c(y),

oύ c est une application differentiate.
Par suite, le triplet (x, y9 v) definite dans un ouvert de M un systeme de

coordonnees locales adaptees a la structure presque-transverse integrable. Les
fonctions de transitions de telles coordonnees sont de la forme:

* ' = Aχ,y\y = g(y), v = (Dg)yv + A(̂ ).

Puisque V = vad/dz = va d/dza', on doit avoir A = 0. Ainsi les cartes
(x,y, v) determinent une structure quasi-transverse sur Λf.

Dans ce qui suit, on suppose M mini d'une structure quasi-transverse et soit
V le champ de vecteurs associe a cette structure.

Proposition 2. U ensemble des zeros du champ de vecteurs V est mini d9une

structure de sous-variete reguliere de M. De plus, cette sous-variete est

feuilletee.

Preuve. Soit M' Γensemble des zeros de V, et soit m' un point de M'. Soit
(U, x,y, z) une carte contenant m' et adaptee a la structure quasi-transverse
et telle que U soit homeomorphe a un ouvert Wx X W2 de RΛ~* X R* oύ Wλ

et W2 sont des ouverts cubiques. L'ensemble M' π U est compose de points
definis par z = 0. Soit j : M' -^ M Γinjection canonique. Alors (x,y) =
(χ>y) °j e s * u n e bijection d'un ensemble de M' sur Γouvert Wλ de Rn~q et
definit ainsi une carte de M'. On veifie facilement que les cartes (x,y)
definissent une structure de variete differentiable sur M'. Par construction,
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c'est une sous-variete reguliere de M. Comme y = y <> j , on en deduit que la
variete M' est feuilletee.

Theoreme. Soit M une variete differentiable munie <Γune structure
presque-tangente integrable, et soit V la connexion lineaire plate de la structure
localement affine induite sur les feuilles de Γun des feuilletages associes a la
structure presque-transverse integrable. Pour que M soit Γespace total d*un
fibre vectoriel isomorphe au fibre transverse d'un feuilletage, il faut et il suffit
que V soit complete et que la structure presque-transverse integrable admette
une structure subordonnee quasi-transverse.

Preuve. On a vu que Γespace total Q de fibre transverse d'un feuilletage £
est mini d'une structure quasi-transverse. II est evident que la connexion plate
induite sur les feuilles de Γun des feuilletages associes a la structure quasi-
transverse est complete. Reciproquement, supposons les hypotheses du
theoreme satisfaites. Soit *$ le feuilletage defini plus haut. Chaque feuille de *§
est ainsi dotee d'une structure localement centroaffine. D'apres un theoreme
de F. Brickell et R. S. Clark [1], cette derniere structure est isomorphe a la
structure canonique de R*, d'oύ Γexistence d'une carte globale adaptee s sur
chaque feuille de S\ De plus, le champ de vecteurs V associe a la structure
quasi-transverse n'a qu'un seul zero sur chaque feuille de ¥, ce qui permet de
definir une application surjective π de M sur Mf qui a chaque point m de M
fait corresponds le vecteur nul m' sur la feuille qui passe par m.

Soit m! un point quelconque de mf etjm'. Fm,^>M Γinjection canonique.
Soit (£/, x,y, z) une carte contenant m! choisie comme dans la demonstration
de la proposition 2. Alors la carte z ° j m . est adaptee a la structure localement
centro-affine sur Fm,; par suite:

Z °Jm' = AS + b,

oύ A e Gl(q, R) et b e Rq. As + b est une carte globale sur Fm, et permet de
transporter sur Fm, la structure d'espace vectoriel de R*. Cette structure
d'espace vectoriel sur Fm, ne depend pas de As + b puisque cette carte est
adaptee a la structure localement centro-affine.

L'extension de la carte z ° j m , peut etre faite en chaque point de Γouvert
U = χ~\Wx)\ d'oύ une application Z de π~\U) dans Rq. D autre part (x,y)
sont constantes sur les tranches de U et peuvent etre prolongees en des
applications (X, Y) de ττ~\U) dans R*"2* x R*. On obtient ainsi une bijec-
tion de π~\U) sur Ό X Rq. Par consequent (M,p, M') est un fibre vectoriel.
Soit (Q\ π', M') le fibre transverse de la variete feuilletee M'. Soit m e M et
m! + τr(w). Soit (x, y, z) une carte en m' qui se prolonge en une carte
(X, Y, Z) au point w.
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L'application h de M dans Q' def inie par

m^Z\m)-^-a{m'\
όy

oύ (ic, y) = (x, J>) ° j m , est la carte de M' au point w' envisagee plus haut, ne

depend pas de la carte (x,y, z) car la carte (X, Y, Z) est adaptee a la

structure quasi-transverse [1], Comme la restriction de h a chaque fibre de

(AT, IT, M') est un isomorphisme, Λ est lui-meme un isomoφhisme de

(M,τr,M')sur(ρ',τr',M').
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