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M. DERRIDJ

1. Introduction

Dans un recent article [1], M. Derridj et D. Tartakoffont montre la regularite
analytique globale des solutions du probleme de Neumann pour d dans des
domaines bornes, a frontiere analytique reelle tels que,

(1) la forme de Levi est non degeneree,
(2) une estimation a priori est satisfaite,
(3) il y a une estimation sous-elliptique.
Les domaines strictement pseudo-convexes verifient toutes ces conditions.

Signalons que dans le cas d'un domaine de Cn, G. Komatsu a aussi obtenu le
resultat [8].

Dans cet article nous commenςons par caracteriser les domaines pseudo-
convexes a frontieres C°°, qui verifient Γestimation (2) par une condition alge-
brique portant sur la forme de Levi.

Cette condition est la suivante: soient λ19 , λn_λ les valeurs propres de la
forme de Levi et T sa trace (Γ = 2 Λ)> a l ° r s ϋ existe une constante C telle que
Λ > CT, i = 1, , n — 1, au voisinage de dΩ.

Nous montrons, geometriquement, que tout domaine borne de cette classe, a
frontiere analytique reelle verifle une estimation sous-elliptique. En particulier
tout domaine borne peudo-convexe de C 2 a froniere analytique reelle verifie
une estimation sous-elliptique (ce resultat dans C 2 a ete montre par d'autres
methodes dans [6]).

Nous considerons ensuite une sous-classes particuliere de domaines de cette
classe telle que la forme de Levi degenere, mais verifiant un lemme de commu-
tation qui permette d'avoir la regularite analytique globale pour le "5-Neumann
problem".

Finalement nous etudions une classe tres particuliere de domaines qui ne
verifient ni la condition (1) ni la condition (2) et nous montrons qu'on obtient
tout de meme la regularite analytique globale. Cette etude particuliere est
interessante dans la mesure oύ elle montre qu'il suffit d'un lemme de commu-
tation faible (beaucoup moins fort que celui que Γon obtient dans les cas prece-
dents) pour obtenir la regularite analytique globale. On obtient en particulier
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que tout domaine de la forme: §zxf
p + \z2\

2q — 1 < 0} dans C2 convient pour
la regularite analytique globale.

Je remercie les projesseurs L. Boutet de Monvel et J. J. Kohn pour leurs
nombreuses remarques.

2. Quelques definitions et notations

Pour ample information nous renvoyons a [2]. Soit Ω un ouvert pseudo-
convexe de Cn donne par

Ω = {r < 0} oύ r est analytique reelle, dr = 1 pour r = 0 et Ω est compact .

Considerons les champs de vecteurs holomorphes, au voisinage d'un point
P e dΩ oύ dr/dzn =£ 0 (ce qu'on peut toujours supposer)

j dr d dr d Λ Λ

dzt dzn dzn dzt

alors les champs Lί9 , Ln_19 (Ln — Ln) sont tangents a dΩ. II en est de meme
de Lί9 - , !„_ !• On peut ecire alors

_ _ 7i- l n-1 _

[Lt, Lj] = au{Ln — Ln) + Σ ai,j,kLic + Σ Kj.kLk ,
k l k l

La matrice (αr^^'Li est la matrice de Levi.

Si le systeme (ω19 , ωn) de (0, 1) formes est dual du systeme (L19 , Ln),

alors S est defini sur toute fonction u par

du = Σ (̂ f«)ω<
i = l

et sur toute (0, 1) forme u = Σ?=i w i ^ par

9w = Σ (^«i — LtUj^j Λ ω< + 32 = 0 .

Les pointilles designant des termes ou ut n'est pas derivee. L'adjoint 5* est
defini par la fermeture de:

Dom (3*) = ίu = Σ utωi9 un = 0 sur 3β) ,
I i J

Ainsi
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(3*1/, V) = (U, dϋ)

On designe par φ0*1 le domaine de 3*, et par

s 0 ' 1 ^ * n v) = {w € ^ ° ' ! supp w c 5 n

oύ V est un voisinage d'un point du bord.
Nous cherchons a caracteriser les domaines faiblement pseudo-convexes pour

lesquels on a Γestimation

* Σ \\LiU\\ + nf] \\LiU\\ < C(\\ou\\ + | |0*w| | + \\u\\) ,

3. Un theoreme

Theoreme 3.1. Solent Jί la matrlce de Levi T sa trace et lx, , λn_1 ses
valeurs propres. Supposons que Ω est pseudo-convexe. Uestimation * est verlfiee
si et seulement si ll existe A > 0 telle que

(3.1) λt>AT surVΠdΩ, i = 1, • • • , « - 1 .

La demonstration du theoreme necessite Putilisation de deux lemmes; Nous
donnons une demonstrtion de ces deux lemmes, quoique le premier soit bien
connu.

Lemma 3.2. Soit P{x, X) = λn + Σy=o cij{x)λj un polynδme en λ a coefficients
aj(x) de classe C°° dans un ouvert W de Rq. Notons λί9 , λn les raclnes
{continues) de P. Alors λl9 , λn sont de classe C°° dans un ouvert partout dense
dans W.

Demonstration. Soit λx une racine (continue de P). On va montrer qu'il ex-
iste un sous-ouvert W1 c W dans lequel λx est de classe C°°, ce qui est suffisant
pour montrer le lemme.

Si n = 1, le lemme est trivial. Supposons le lemme vrai pour {n — 1). Si la
racine λx est simple en x0 e W9 alors le theoreme des functions implicites assure
que λλ est C°° dans un voisinage de xQ. Si λx est une racine multiple partout,
alors λi est racine du polynόme P'λ(x9 X) qui est de degre {n — 1) et la recurrence
donne le resultat.

Lemma 3.3. Soit A{x) une matrlce carree d'ordre p a coefficients C°° dans
W. Supposons que det A{x) = 0, v x € W. II existe un ouvert non vide W C W
tel que: ll existe u{x) e {^"{W'))1* tel que A{x)u{x) = 0 et u{x) φ0,Vχe W.

Demonstration. II existe un ouvert non vide W C W dans lequel A est de
rang constant q (necessairement q < p). Soit W" C W avec un mineur maximal
nonnul sur W".

Alors A{x)u{x) = 0 se reduit dans W" a q equations a p inconnues lineaire-
ment independantes: les solutions ux(x)9 , uq(x) s'expriment (en renumerotant
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au besoin) en fonction des coefficients de A(x) et de uq + 1, , uv fixes arbitraire-
ment, par exemple constants. Ce qui entraϊne que u(x) ainsi choisi (non nul) est
de classe C°° dans W.

Demonstration du thέoreme. (a) La condition (3.1) est suffisante. D'apres [5]
nous savons que

(3.2) Σ \\LjU\\ < C(\\Su\\ + | |S*n| | + \\u\\) , v w 6 ^χV n Ώ) .

Soit (ί, &) un couple dans {1, , (n — I)}2: Alors

II^Λll2 = (Ltuk, Ltuk) = —(LiLtuk, uk) + ifl^u^ uk)

= ([Li9 Lt]uk9 uk) + | | Γ Λ | | 2 + 0(||w|| \\Lu\\) , at € C~(Ώ Π V) .

Si nous utilisons Γexpression de [Lt, Lt] en fonction de Ln — Ln, Lί9 ,LW_,,
Lj, , Ln_! et integrons par parties on obtient

(3.3) | | L Λ | | 2 = f au \ukf + 0(||w||2 + \\Lu\f) .

Maintenant la condition (3.1) entraϊne que

(3.4) f au\ukf< c\ J: Xijufij
J 3β J dΩ i,j = l

De plus la pseudo-convexite entraϊne Γinegalite (voir [5])

(3.5) f *Σ WSJ < C(\\du\? + l|3*w||2 + ||w||2) .
J dΩ i , j=l

Alors (3.3), (3.4) et (3.5) entraϊnent le resultat.
(b) La condition 3.2. est nέcessaίre. Prenons u = 2 ? : / ^ ^ et calculons

||3w||2et ||d*w||2:

ll^ll2 = Σ \\Ltut - Ltuk\\* + Σ II^Aii2 + 0(|M|2 + | |ΓW | |2),
k<i<n k<n

l|3*w||2 = ! !"Σ Ltu}' = CΣLju/ΣL.u); mais
!< 1 i, \ 1 1 /

(LjUj, Ltut) = -(LiLjUj, ut) + 0(||u\f + \\Lu\\*

= f aJiUjat + 0(11 M||2 + Lu\f) .
J dΩ

(3.6) | | 3 W | | 2 + ||3*w||2 = Σ ί aikutuk + 0( | | W | | 2

i,fc = l J dΩ

Ainsi nous obtenons
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L'inegalite * entraine alors, en utilisant (3.3)

(3.7) f au\ukf<C0(t f a^ufij + \\u\\2 + \\Lu\A
J dΩ \i,j = l J 3Ω /

oύ Co est une constante convenable.
Si nous sommons sur /, k nous obtenons alors, avec une nouvelle constante

(3.8) f T\uf - Q I] cttjufij < Qdlt/ll2 +
J 3Ω ί,j = l

Considerons d'abord le cas oύ la matrice de Levi est diagonale; si nous chois-
issons u — uiωi nous aurons alors

(3.9) f Γ |« f | ι - C , α t 4 1 « f |
ι ^ C . d l ^

J dΩ

L'inegalite (3.9) entraine que T < Cxλit sur ( F Γl dΩ). En effet supposons
qu'il existe Vx tel que T — CXXU > b > 0 dans Vλ {] dΩ. II existerait une con-
stante k > 0 telle que

f n 5 ) ,

ce qui ne peut etre vrai, puisque Ω est pseudo-convexe.
Comme dans ce premier cas les valeurs propres sont les λii9 la necessite est

montree dans ce cas.
Passons maintenant au cas general et travaillons dans un petit voisinage d'un

point de dΩ. Soit V; soit λ une valeur propre continue de Jί. II existe un ouvert
Vx C Ftel que λ soit de classe C°° dans Vx Π dΩ (lemme 3.2). Posons

A(x) = Jίlx) - λ(x)I

alors det A(x) = 0, v x e V1 et A(x) est a coefficients C°° dans Vx. D'apres le
lemme (3.3), il existe un ouvert V2 C Vλ tel que: il existe

u(x) = u^x)^ + . . . + un_ί(x)ωn

de classe C°° dans V2 Π dΩ avec A(x)u(x) = 0 dans F2 Π 9β et w(x) =̂ 0.
Done u(x) est un vecteur propre de Jί, de classes C°° et non nul dans

V2 Π 3β. Par prolongement nous pouvons supposer que u e @(V2 (Ί β) (quite
a prendre F2 plus petit au besoin). D'autre part on peut supposer (endivisant
par \u\2) que \uf = 1 dans F2 Π β. Soit φ e ^ ( F 2 Π β) quelconque. Alors ?̂w =
(̂ w15 , φun_ϊ) est aussi un vecteur propre de Jί{x) dans V2 Π 3β correspon-
dant a ^(x). Par suite (3.8) donne
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(3.10) f (T - C^Wuf < CίWφutf + \\L{φu)\f) , *φe®(VtΓ\Ω).
J dΩ

En utilisant que \u\2 = 1 sur dΩ et que u e C°°(V2 Π Ω), nous obtenons

(3.11) f
J ddΩ

Ce qui entraine de nouveau

T - C,λ < 0 dans V2 Π dΩ .

Resumons. Soit x0 e dΩ. Tout voisinage K de x0 contient un ouvert V non
vide tel que

T - C,λ < 0 dans F x Π 5β .

Mais Γ - C,λ est continue. Done (T - C^)(x0) < 0. DΌύ le resultat cherche.
Exemples. II est immediat que si n = 2 la condition (3.1) est toujours

veriίiee. Nous allons exhiber une classe de domaines (tres particuliere) dans Cn

qui verifient (3.1).
Soit Ω defini par Ω = {(zn, z') e C\ \zn\

2 + \z'\2p - 1 < 0}; p e N,p > 1.

Proposition. Γouvert Ω verίfie la condition (3.1).

Demonstration. On prendra p > 2 (sinon Ω est la boule). D'autre part pour
la clarte des calculs on prendra n = 3.

Nous commencons par remarquer qu'il y a stricte pseudo-convexite aux
points en lesquels z' Φ 0. Plaςons-nous done au voisinage d'un point tel que
zn Φ 0. Done dans ce voisinage zn Φ 0. Considerons alors les champs holomor-
phes L19 L2, Lz donnes par

pzt\zr
oz2 oz3

-- \-t\2p-2 U I n 7 | - / | 2 p - 2 ^ -U r

— PZ\ \Z I --_- -Γ PZ2 \Z I _ ~Γ ̂ 3 .-
3z 3z 3z

Determinons la matrice de Levi:

an = <ddr, A ΛL^^p \z'\2^ {\z,\\\z

a22 = (ddr, L2 ΛL2}=p \zϊ\^ {\z^(\z - I ) | z 2 | 2 ) + / 7 | z 2 | 2 | z ' p } ,

a12 = <ddr, Lx ΛL2)=p \z'\2^ {|z3|
2p(p - \)zxz2 + pzxz2 \z'

a2l = a12 .

II suffit de montrer que la matrice suivante verifie (3.1)
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'2

|2(/>- l)Zlz2 \z'f + (p- \)\z,

En effet les quantites

sont negligeables devant les autres termes au voisinage de z' = 0. La trace de
cette matrice est (p + 1) |z'|2. Si σ > 0 est assez petit, alors

[|z'|2 (1 - σ(p + 1) + (p - 1) I^ΠΠ^I 2 (1 ~ <K/> + 1)) + ( / > - ! ) I ^ Π

est positif. D'oύ le resultat.

4. Estimation sous-elliptique

Nous allons demontrer le theoreme suivant.
Theoreme 4.1. Soit Ω un ouvert borne pseudo-convexe a frontiere analytίque

reelle satisfaisant la condition (2.1). Alors Ω satisfaίt en tout point du borddΩ, a
une estimation sous-elliptique.

Demonstration. II s'agit de montrer que, P etant un point du bord, il existe
un voisinage V de P et ε > 0 tels que

||«||. < C(||5κ|| + \\5*u\\ + \\u\\) , i/e ^ ( K Π S) .

La demonstration decoulera des 2 propositions sui vantes.
Proposition 4.2. Supposons que Γalgebre de Lie engendree par les champs

(Lj, , Ln_19 L19 , Ln_j) est de rang In — 1 (/. e., de rang maximal). Alors
il existe V et ε tels que

(4.1) | |W | | . < C(\\5u\\ + \\3*u\\ + \\u\\) , u 6 ^ ' X K Π 5 ) .

Demonstration. En fait, on peut montrer aisement en utilisant des travaux de
J. J. Kohn [2] et L. Hormander [7] que Γon a

N. < cCΣWLpW +
\

\LiU\\ + IN) , ue^\Vf]Ω) .

Comme β verifie la condition 2.1., alors (4.1) en decoule.
Proposition 4.3. Soit Ω verifiant les conditions du theoreme 4.1. Alors Γalgebre

de Lie engendrέe par (L19 , Ln_19 Lu 9Ln_1) est de rang maximal au point P.
Demonstration. Raisonnons par Γabsurde et supposons que Γalgebre de Lie

est de rang {In — 2) au point P (en effet comme Ll9 , Ln_19 Ll9 , Ln_1 sont
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tous independants le rang est au moins (In — 2)). II decoule d'un theoreme de
Nagano [9] (voir aussi Zachmanoglou [10]) qu'il existe au voisinage de P une
variete analytique reelle Xf contenue dans dΩ, de dimension 2n — 2 telle que
les champs L19 , Ln_19 L19 9Ln_i9 soient tangents a X. Par suite X est une
variete analytique complexe, contenue dans dΩ. Ceci contredit le fait que Ω
est borne et dΩ analytique reelle. Done le rang de Γalgebre de Lie ££(Lί9 ,
L7i_1,L1,LTC_1)est2« - 1.

Corollaire 4.4. Soίt Ω un ouvert borne pseudo-convexe a frontiere analytique
reelle dans C2. Alors Ω satίsfait en tout point de dΩ a une estimation souselliptique.

En effet dans C2, la condition 2.1. est toujours satisfaite. Ce resultat dans C 2

a ete demontre dans [6] par d'autres methodes, en utilisant en particulier des
series.

Corollaire 4.5. Si Ω est un ouvert borne pseudo-convexe a frontiere analytique
reelle verifiant la condition 2.1 (sans condition 2.1. dans C2), alors on a la regularite
C°° locale dans Ω pour la solution du probleeme de Neumann.

5. Le theoreme de commutation

Nous savons que si Ω est compact a frontiere analytique reelle tel que la
forme de Levi est non degeneree, il existe un champ de vecteurs global T tangent
a dΩ qui commute convenablement avec d et 3*. Ici nous montrons que si une
certaine hypothese est verifiee (hypothese plus faible que la non degenerescence
de la forme de Levi) alors on obtient un lemme de commutation qui permet de
demontrer la regularite analytique globale.

En fait comme [ = 33* + d^d] est un operateur elliptique, il suffit de montrer
le resultat de commutation sur dΩ. Definissons aυ, i,j — 1, ,n par

[Lt, Lj] = auLn + ,

(ttij)ΐ~jli n'est autre que la forme de Levi.
Proposition 5.1. Supposons que Ω soίt compact et dΩ analytique reelle. Sup-

posons de plus que:

(a) det (atj)lJ=1 = 09

(b) il existe des functions a^ analytiques reelles, uniques, au voisinage dans

dΩ d'un point de dΩ telles que

(5.1) anί + *Σ a Pa = 0; i = 1, • , Λ - 1 , sur dΩ .
.7 = 1

Alors il existe un c h a m p global T a u voisinage de dΩ t e l q u e

[ f , L J U e { L 1 ? . . . , L n _ 1 9 L 1 9 '- , L n } 9 i = 1, ••-,/!,

[T, Lt] U € {L19 . - . 9 L n _ ί 9 L ί 9 ' " 9 L n } 9 / = 1, •-.,/!,

T est tangentiel.
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Demonstration. Nous allons d'abord determiner T sur dΩ. Localement sur
dΩ posons:

T= Ln- Ln + nΣ oijLj - HΣ ΰjLj sur dΩ ,

oύ aΊ sont les fonctions du (b) donnees sur 3Ω. Comme les fonctions ocj sont
(localement) uniques, cela determine T globalement sur dΩ. La condition (b)
assure en fait que Γon a, ou \Ln designe la composante sur Ln:

_ n~1

[T, Lt] \Ln = ani + Σ a3aji = ° sur 3£?, / = 1, • , /i — 1 .

D'autre part le fait que Γ et L ΐ? / = 1, , n — 1, sont tangentiels entraine
aussi

[Γ, ΓJ |Z n = 0 sur 3fl, i = 1, , /i - 1 .

De cette derniere egalite on tire alors, puis T est imaginaire pure:

[Γ, LJ \Ln = [T, L%] \Ln = - [ Γ , LJ | Z B = 0

sur dΩ, / = 1, ,« — 1 .

Soit Γ un prolongement analytique reel de Γ a u n voisinage de dΩ, i.e.,

f = T + ΘS oil θ = 0 sur dΩ, S champ de vecteurs .

Alors

[T, Lt] = [T, Lt] + [ΘS, Lτ] ^ [T, Lt] \Ln = 0

sur dΩ, ί = 1, , n — 1 ,

[T, Lt] \Ln = 0 sur dΩ, ί = 1, . , n - 1 .

Maintenant, comme, dans [1], la condition (a) assure que [T, Ln]\Ln =
[T, Ln]\Ln = 0 sur dΩ. La proposition est ainsi montree.

Proposition 5.2. Soit, au voisinage Vp de tout point P e dΩ, un systeme Lx,
• , Ln (Ln global) tel que: il existe dans Vp des fonctions analytίques rέelles a^
uniques telles que

n-l

<*ni + Σ aJaji = 0 dans Vp, ί = 1, , n — 1 .

Alors il existe Lf

n {global), au voisinage de dΩ tel que

(a) det(a'tJ) = 0,
(b) a'ni + Σj : } ajc/jt = 0 sur Vv Π dΩ, i = 1, , n - 1.
Demonstration. Si o n p o s e L't = L t , i = 1, ,n — 1, et L'n le c h a m p
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cherche atj est defini par [L L'J = af

iSL
f

n + . Cherchons Un sous la forme L'n
= φLn, on va chercher φ globale sur un voisinage de dΩ avec φ = 1 sur 3£?.
Calculons # y :

αrίy = p " 1 ^ , ι,y < /ι,

ain = φψ~ιain , i < n ,

<4» = ^«» — φφ~ιLn(φ) .

Alors det (α y) — 0 si le determinant suivant est nul:

Designons par dt le mineur obtenu en enlevant la ie colonne et la derniere
ligne. Alors δn n'est autre que le determinant de la forme de Levi. L'hypothese
disant qu'il existe des fonctions uniques a5 telles que

7 1 - 1

<*nt + Σ ajaji = 0 , I = 1, , /I — 1 ,
j = l

exprime que δi9 i = 1, -9n — 1, est divisible par δn et at = djdn. Ecrire que
le determinant precedent est nul, c'est avoir Pequation

ψann - Ln{ψ) + Σ <xt(φani - Lt{ψ)) = 0 dans Vp .
i = l

De plus φ = 1 sur dΩ Π Vp. Ceci peut se resoudre de faςon unique d'apres
Cauchy-Kovalevski dans un voisinage de P; en recollant on obtient φ globale
comme dans [1],

II reste a montrer (b). Comme ψ = 1 sur dΩ on a atj = aυ sur dΩ, ί,j =
1, •••,«. Done sur d£?

n - l w - 1

Remarque. L'existence du Champ T permet de demontrer Γanalycite globale
lorsqu'on a une estimation sous-elliptique, ce qui est le cas pour la classe Ω =
{(zn,z') e Cn,\zn\

2 + \z'n\
2p - 1 < 0}, et la condition (3.1).

Nous allons maintenant montrer que ces derniers ouverts verifiant les hypo-
theses de la proposition 4.2.

Proposition 5.3. L'ouvert Ω = {(zn, z7) e Cn\\zn\
2 + \z'\2p - 1 < 0} verifie

les hypotheses de la proposition 4.2.
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Demonstration. De nouveau, pour la clerte des calculs prenons n = 3. Le
determinant δ3 de la forme de Levi est egal (calcul elementaire) a: δ3 = |z|4p~4 δ'3
oil δs Φ 0 au voisinage d'un point de dΩ oύ z' = 0 (la oύ la forme de Levi
degenere). II suffit alors de montrer que δί et δ2 contiennent |z'|4p~4 en facteur.
En utilisant les champs L19 L2, L3 donnes en page 9, on calcule a13 et a23:

aί3 = <[A, LJ, 3r> = />zA WΓ'2 {-I + P2 WΓ~2} ,

α2, = <[L2, LJ, ar> = pz2z3 \z>\^ {-1 +

On obtient alors, an et a21 etant donnes en page 9,

<*11 <*13 Ί Z T + (P ~ l ) | * l | 2 *1

,<*21 ^23 ί/7 — 1)^1^2 ^2

or

IZΊ 2 + (P ~ Ol z ip î IZΊ2 + 0 7 ~~ Ol zil2 1̂
= \z'fz2.

Done ^2 - \z'\ip~* δ'2'. De meme δ, - |zΊ 4^- 4 δ['.
L'unicite des oCj provient du fait que <53 s'annule seulement sur z' = 0.
Corollaire. Soίt Ω = {(zn, z7) |zn |2 + |z r | 2 p - 1 < 0}. Alors on a

• u = f, conditions de Neumann =̂> u € srf{Ω), / e j/(i2) .

6. Etude particuliere pour certains domaines ne verifiant
aucune des conditions (1) et (2)

Nous considerons les domaines donnes par des functions

i.e.,

{ i Γ + Σ l^l2 - 1 < θj avec/7 > 2, p z N .

II est aise de verifier que β ne verifie pas la conditition (2). Nous commjenςons
par montrer que Γon a le lemme de commutation pour un tel domaine. Pour
cela il suffit de verifier les conditions de la proposition 5.2. En fait on le montre
pour tout domaine circulaire

Proposition 6.1. Tout domaine circulaire de CN verifie les hypotheses de la
proposition 5.2.

Demonstration. Soit
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On peut supposer qu'on se place au voisinage d'un point oύ zn Φ 0. Alors

_ n f | _ | 2 ( p n - l ) " _ « = I - | 2 ( p i - l ) ^
— PnZn \Z\n ~~ PiZi \Zί\ " _ "

dzt dzn

Pour la clarte des calculs, prenons n = 3; calculons αJ i5 i/, / < 2:

or.. = <dSr, L,. Λ ϊ ,>

— PiPjZjZi\Zi π

2 I 7 l
Pn\Zn\

+ i^r i , / < 2.
Ce calcul nous donne Γensemble des points ou la forme de Levi degenere.
II nous reste a calculer an et a2i (cas oύ n = 3):

1? z3) ,

II suffit, comme dans la page 14, de montrer que

o2 et δi —
, ^ 2 1 ^ 2 3 ^ 2 2 ^ 2 3

sont des multiples de | z 1 | 2 (

p

1 " 1 ) | z 2 | 2 ( P 2 " 1 } , ce qui se voit immediatement.
Corollaire 6.2. Tout domaίne circulaire vέrifie le lemme de commutation.
Malheureusement, les domaines circulaires (a part dans C2) ne verifient pas

en general Γestimation (2). Par contre le domaine circulaire

Ω = 0, zf = (z2, , zn}

va verifier certaines estimations qui nous permettront de conclure tout de meme
la regularite analytique globale.

Lemme 6.3. Soίt V un voisinage d'un point du bord tel que zn Φ 0. Soίent
les champs

T — ? ^ — n z \ z \ 2 ( 1 } ^
•Li — Zn —Z P\z\ \z\\

T - d _ 3
L i = Zn — — — Z i •-•

dzi dzn

azn

I = 2, , Λ — 1 ,



REGULARITE POUR 9 571

^ -U r>7 \r l 2 ^ - ^ ^^ ~Γ PZ\\Z\\
OZί

II exist e une const ante C > 0 telle que

(5.1) ._y=i

En utilisant une integration par parties et le fait que

\\Lu\\ < C(\\du\\ + \\d*u\\ + ||«||) , v w ^ o , . ( F n Ώ)

puisque Ω est pseudo-convexe, il suffit de montrer que

(5.2) <xn \ut |
2 < C Σ ocφfl} , M<CΣ cdjUfij .

Le calcul donne

«π=,pikir-i){i + kiΓ}.

« „ = j P z 1 z J | z i r - 1 ' , j = 2, . . . , « - 1 ,
rt, — π s 7 U 2(p-l) , 0 . . . M 1

αfy = ^Zj- , i, y = 2, , « — 1 .

La matrice ( α ^ ) ? " 1 ^ est deflnie positive. D'autre part la ligne et la colonne qui

completent ( α ^ ) ? " 1 ^ contiennent soit z 1 | z 1 | 2 ( p " 1 ) soit z 1 | z 1 | 2 ( p ~ 1 ) en facteur sauf

α n qui contient | z 1 | 2 ( p " 1 ) en facteur. II est elementaire d'en deduire que si V est

convenanble, Γon a (5.2), done (5.1).

Lemme 6.4. On a Vestimation

(5.3) l l f l f ^ ^ l l 1 ^ 0(1191/11' +115*1111'+ | | « | | ί ) , 7 = 2, ,n - 1 .

Demonstration. Pour cela, il suίRt d'avoir

n|WiΓ < C Σ ocίjUίUj ,

ce qui decoule de (5.2).

L e m m e 6 . 5 . Posons T = L n — L n , alors on a pour i — 1, •••,«,

(5.4) [Γ, Γ J - Σ ^ , Λ - (modulo I ) , λH = Cn \λ'\jt ,

et Xji sont analytίques rέelles dans V.

Demonstration. Notons [Γ, LJ |^ la composante holomorphe de [Γ, LJ. Si

/ = 1,
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[T, Lt] U = [Ln9 Σt] U = p(p - \)znz\
3z,

e n r e m a r q u a n t q u e |^f |^ 1 | 2 < J»- 2 > | = \zxf
{p~ι\ le l e m m e e n d e c o u l e p o u r i = 1.

Si / = 2, -,n — 1,

[T, Ln}* = [Ln, L J U = /72(/7 - \)z\ \Zι\™*-»-*-
3z!

ce qui entraine le lemme.
Lemme 6.6. Avec les memes notations, nous avons

(5.5) [Γ, LJ = Σ μjίj (modulo L) ,

tels que \μ5\ = anμ'j9 μ) analytiques reel les dans V pour j = 2, , n.
Demonstration. U n simple calcul donne

7 \Z F P ~ υ 7l

— I 19C 7) — 1 •> "

|2(p-2) _ „ = | _ |2(p-in
| PZ\\Z\\ )

[ £ „ LJ U = ί. |z,Γ<J>-υ X P2 k,!"*-1 '-^- + 2 . ^ - -
9zB 9z,

II reste a calculer les composantes de 3/9z, sur les L, en fait il faut montrer
que les composantes de d\dzx L2, • • •, Ln contiennent an en facterur. Pour sim-
plifier les calculs prenons n = 3. Alors un calcul simple donne

9 = A(z)U + pzt I * , Γ ' " " t ^ 2 - 23L3] ,
3z,

ou A(z) Φ 0. DΌίi la conclusion.
Lemme 6.7. 5o/7 y; analytique reelle au voisinage de dΩ, ψ = 1 sur dΩ soit

V = ψLn — ψhn. Alors on a, Pour i = 1, , n — 1,

[ r , LJ U = Σ hiL, {modulo L) ,
1

avec \λji\ = rtnil^ sw/* 3 β Π K, i ^ analytiques reelles dans V,

[Γ, L J U = Σ i " Λ (modulo L) ,
1

^ 1 = anf/j sur dΩ Π V, μ'j analytiques reelles dans V pour j = 2, - ,n.
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Demonstration.

[Γ, LA U = φ[Ln, Lt] U - Ls{φ)Ln car ψ = 1 sur dΩ

sur dΩLlψ) = 0. Done [7", LJ U = ^[LTC, LJ U sur 9fl. D'autre part [T'9 LJ |^
= [T\ LJ |^ sur dβ. Le lemme decoule alors du lemme precedent.

Nous savons maintenant, puisque Ω verifie le lemme de commutation (corol-
laire 5.2) qu'il existe T sous la forme

f - V + HΣ ajLj - UΣ ocjLj sur dΩ ,

qui commute bien.
Malheureusement le lemme de commutation est insuffisant; nous allons

montrer que Γon a mieux a savoir:
Lemme 6.8. Soit T le champ de vecteur global au voisinage de dΩ tel que

[f, L J \Ln = 0 surdΩ,i= 1, - ,n,

[T,Li]\Ln = 0 surdΩ9i= 1, •••,«.

Alors on a <Xj — ana
fj sur dΩ, a] analytiques reelles.

Demonstration. En fait, nous savons que les aΊ sont determines de maniere
unique sur dΩ par les conditions

[T, ΓJ \Ln = 0 sur dΩ, i = 1, , /ι - 1 ,

e'est-a-dire,

[pL,, Lt] \Ln + UΣ ccά[Lj9 LJ |Lw = 0 sur 3fl, / = 1, • 9 Λ - 1 .
1

Un calcul elementaire nous donne

λnΛ = φ[Ln, LA \Ln = φ([Lni Lτ] dr)

φz^p'lz^-1 , s i i = 1 ,

P , si i = 2, , Ai — 1 .

Done ^n, = alX, sur 5β Γi V.
Done nous avons sur dΩ Π V

n-l

alΛi + Σ ot3ajt = 0 , i = 1, , /ι - 1 .

On en deduit que <*, = αrnα^ sur 3β.
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Corollaire 6.9. Soίt T le champ de vecteur du lemme 5.7. Λlors

fk(an) = anAk sur dΩ Π V ,

avec supvnB0\At\ < Ck + λk !.
Demonstration. En fait le cote interessant du corollaire vient du fait qu'on

peut mettre an en facteur car Γestimation viendra apres du fait f est analytique
reel. Pour montrer qu'on a an en facteur, il suffit de le faire pour k = 1.
D'apres le lemme 5.7. il suffit de montrer que

^'(tfn) = <*πΛ °u encore T(an) = anAί sur dΩ

car V = T sur dΩ. Comme au = I z , ! 2 ^ - 1 ^ avec a[λ φ 0, il suffit de montrer
que T(\zλ\

Up-l)) contient |z1 |2 ( p-1 ) en facteur. Comme T = Ln - Ln avec

le resultat decoule immediatement. De tous les lemmes precedents on peut
deduire le

Theoreme 6.10. Si (θj) est une partition de Γunitέ convenable d'un voisinage
de dΩ, il existe une constante C > 0 telle que

(6.7) Σ (\\0βTPu\\ + \\θβ*Tpu\\ + \\θjT*+iu\\) < CCpp\ ,
11

lorsque Qw = fe jtf(Ω), et u verifie les conditions de Neumann.
La demonstration est comme dans [1], si on utilise tous les lemmes precedents

et le fait que

Du theoreme 5.9 on deduit le
Theoreme 6.11. Nous avons Γestimation

(6.8) \\LaTpu\\ + \\LaTpu\\ + \\Tp+au\\ < Clal + p + 1(\a\ + p)ϊ ,

oύ C est une constante convenable.
Le theoreme 5.1 decoule du theoreme 5.9. en utilisant la
Proposition 6.12. Nous avons Γestimation

(6.9) Σ \\Ltu\\ < C(\\TU\\ + | |3«| | + \\S*u\\ + \\u\\) , *u z ^(VΓ) Ω) .
1

Demonstration. Soit d ' a b o r d / € {1, -,n — 1}. E n fait, d ' ap re s le l e m m e
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5.3., il suffit de montrer Γestimation (5.9) pour uv Par integration par parties,
on a

(6.10) /Γ w-l n _ \

c ( |w,Γ + IMI2 + ε Σ IIAw.ll2 + Σ ll^w.11) ,
\J dΩ i=l 1 /

oύ ε est tres petit. Done en sommant sur i et en utilisant les estimations con-
nues jusqu'ici on obtient

\\du\f + ||3*t/||2 + | M | 2 ) .

Maintenant on sait que

T = φ(Ln - Ln) + n£ a.L, - *Σ a.L, ,
1 1

et at et ai contiennent an en facteur (i.e., \zxf
{p~l)).

Le champ de vecteurs Ln + Ln est reel et transversal a dΩ: Done

ί \uλf < A(\\(Ln + Ln)u
J 3/2 λ\f

Done

f
J 3

< ^( | | f W l | |
2 + \\Lnux\f + ||Wl||

2 + εΣWL^W + ±
\ 1 1

en utilisant (5.10). Si / = n,

\\LnuΛ\f < c{\\τUι\f + i iΓ^ii 2 + Σ 1 ii^iz,||2 + Σ l l^ i II 2 )

D'oύ encore le resultat.
Le theoreme (5.11) entraΐne Γanalycite de u dans Ω, lorsque/ est analytique

reelle dans Ω.
Quelques remarques. (1) Dans le cas de C2, on sait alors qu'on a la

regularite analytique globale pour tout domaine circulaire, parceque Γestima-
tion (2) de Γintroduction est alors veriflee, et d'apres le corollaire 5.2., on a
aussi le lemme de commutation.

(2) II serait alors interessant de faire une etude analogue a la nόtre pour
tout domaine circulaire dans Cn. Le corollaire 5.2. dit deja qu'on a le theoreme
de commutation; il resterait alors a faire une etude au niveau des estimations.

(3) Estimation sous-elliptique: il est a remarquer que dans ce dernier ex-
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emple, la forme de Levi a au plus une valeuj propre nulle, done la forme de

Levi est diagonalisable done d'apres [5], on a une estimation sous-elliptique.
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