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REGULARITE POUR & DANS QUELQUES DOMAINES
FAIBLEMENT PSEUDO-CONVEXES

M. DERRIDJ

1. Introduction

Dans un récent article [1], M. Derridj et D. Tartakoff ont montré la régularité
analytique globale des solutions du probléme de Neumann pour 4 dans des
domaines bornés, a frontiére analytique réelle tels que,

(1) la forme de Levi est non dégénérée,

(2) une estimation & priori est satisfaite,

(3) il y a une estimation sous-elliptique.

Les domaines strictement pseudo-convexes vérifient toutes ces conditions.
Signalons que dans le cas d’'un domaine de C*, G. Komatsu a aussi obtenu le
résultat [8].

Dans cet article nous commengons par caractériser les domaines pseudo-
convexes a frontiéres C=, qui vérifient ’estimation (2) par une condition algé-
brique portant sur la forme de Levi.

Cette condition est la suivante: soient A, - - -, 4,_; les valeurs propres de la
forme de Levi et T sa trace (T = )] 1,), alors il existe une constante C telle que
A, >CT,i=1,..--,n— 1, au voisinage de 92.

Nous montrons, géométriquement, que tout domaine borné de cette classe, a
frontiére analytique réelle vérifie une estimation sous-elliptique. En particulier
tout domaine borné peudo-convexe de C* a froniére analytique réelle vérifie
une estimation sous-elliptique (ce résultat dans C? a été montré par d’autres
méthodes dans [6]).

Nous considérons ensuite une sous-classes particuliére de domaines de cette
classe telle que la forme de Levi dégénére, mais vérifiant un lemme de commu-
tation qui permette d’avoir la régularité analytique globale pour le “6-Neumann
problem”.

Finalement nous étudions une classe trés particuliére de domaines qui ne
vérifient ni la condition (1) ni la condition (2) et nous montrons qu’on obtient
tout de méme la régularité analytique globale. Cette étude particuliére est
intéressante dans la mesure ou elle montre qu’il suffit d’un lemme de commu-
tation faible (beaucoup moins fort que celui que I’on obtient dans les cas précé-
dents) pour obtenir la régularité analytique globale. On obtient en particulier
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que tout domaine de la forme: {|z,[* + |z, — 1 < 0} dans C* convient pour
la régularité analytique globale.

Je remercie les projesseurs L. Boutet de Monvel et J. J. Kohn pour leurs
nombreuses remarques.

2. Quelques définitions et notations

Pour ample information nous renvoyons a [2]. Soit £ un ouvert pseudo-
convexe de C" donné par

2 = {r < 0} ou r est analytique réelle, dr = 1 pour r = 0 et 2 est compact .

Considérons les champs de vecteurs holomorphes, au voisinage d’un point
P e 92 ou drdz, # 0 (ce qu’on peut toujours supposer)

Li: ar 9___ ,,,;a_’_',,,,“a,i’ i: 1,..-,}1_— 1 ,
azi az 0z, 0z,
L or 0
L,=> —
1}:-‘1 0z, azi
alors les champs L,, - - -, L,_,, (L, — L,) sont tangents 4 92. 1l en est de méme

de L,, ---,L,_,. On peut ecire alors
— _ n—1 n—1 _
[Li, L] = a,,(L, — L,) + kZl a6l + )CZI bi,j,kLk >
La matrice («;;)7 7%, est la matrice de Lévi.

Si le systéme (@,, - - -, @,) de (0, 1) formes est dual du systéme (L,, - - -, L,),
alors 0 est défini sur toute fonction u par

ou = 3 (Lada,
i=1
et sur toute (0, 1) forme u = 7., u,@, par
ou= Y, (Lu; — Luya; \ @, + ---; *=0.
j<i

Les pointillés désignant des termes ol u; n’est pas dérivée. L’adjoint 0% est
défini par la fermeture de:

Dom (0*) = {u = i o, u, = 0 sur B.Q} ,
1

Ainsi
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(0*u, v) = (u, ov)
On désigne par 2" le domaine de 6%, et par
PN*NV)={ue 2" suppucC 2 N V}

ol V est un voisinage d’un point du bord.

Nous cherchons & caractériser les domaines faiblement pseudo-convexes pour
lesquels on a I’estimation

n _ n—1 _ )
. S ILal + 5 Ll < CQdul + [%ul + Jul)
Yue 22 N V).

3. Un théoréme

Théoréme 3.1. Soient A la matrice de Lévi T sa trace et A, - -+, 2,_, Ses
valeurs propres. Supposons que §2 est pseudo-convexe. L’estimation x est vérifiée
si et seulement si il existe A > 0 telle que

3.1) A, > AT sur VN oR2 , i=1,--.,n—1.

La démonstration du théoréme nécessite I'utilisation de deux lemmes; Nous
donnons une démonstrtion de ces deux lemmes, quoique le premier soit bien
connu.

Lemma 3.2. Soit P(x,2) = 2" 4+ }}%2; a,(x)2’ un polynéme en 2 a coefficients
a,(x) de classe C~ dans un ouvert W de R°. Notons 2, ---,2, les racines
(continues) de P. Alors 4., - - -, A, sont de classe C*= dans un ouvert partout dense
dans W.

Démonstration. Soit A, une racine (continue de P). On va montrer qu’il ex-
iste un sous-ouvert W' C W dans lequel 2, est de classe C>, ce qui est suffisant
pour montrer le lemme.

Sin = 1, le lemme est trivial. Supposons le lemme vrai pour (n — 1). Si la
racine 4, est simple en x, ¢ W, alors le théoréme des fonctions implicites assure
que 2, est C= dans un voisinage de x,. Si 4, est une racine multiple partout,
alors A, est racine du polynéme P;(x, 2) qui est de degré (n — 1) et la récurrence
donne le résultat.

Lemma 3.3. Soit A(x) une matrice carrée d’ordre p a coefficients C* dans
W. Supposons que det A(x) = 0, Vx € W. Il existe un ouvert non vide W C W
tel que: il existe u(x) e (C*(W"))? tel que A(x)u(x) = 0 et u(x) = 0, Yxe W’.

Démonstration. 1l existe un ouvert non vide W’ C W dans lequel A4 est de
rang constant g (nécessairement g < p). Soit W’ C W’ avec un mineur maximal
nonnul sur W’

Alors A(x)u(x) = 0 se réduit dans W’ a g équations a p inconnues linéaire-
ment indépendantes: les solutions u,(x), - - -, u,(x) s’expriment (en renumeérotant
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au besoin) en fonction des coefficients de A(x) etde u,,,, - - -, u, fixés arbitraire-
ment, par exemple constants. Ce qui entraine que u(x) ainsi choisi (non nul) est
de classe C> dans W’.

Démonstration du théoréme. (a) La condition (3.1) est suffisante. D’aprés [5]
nous savons que

(D B ILu| < CQau| + 7% + ul) . Vue (VN D).

Soit (7, k) un couple dans {1, - - -, (n — 1)}*: Alors

| Liwe |} = (L, L) = — (L Ly, w) + (a,Luy, uy)
= (L, Ldu, w) + | Ll + O(ull | Lul) , @, C=(@ N V).

Si nous utilisons ’expression de [L;, L,] en fonctionde L, — L, L,, ---,L,_,,

L, ..., L, etintégrons par parties on obtient
(33) ILawlp = [l + OQulf + | Zulf)
Maintenant la condition (3.1) entraine que

n-1
3.4 Jag a; |uf < C Z o Ul .

a2 i,j=1

De plus la pseudo-convexité entraine I’inégalité (voir [5])

(3.9 5ty < CQulF + 3ul + ulp).

30 ij=

Alors (3.3), (3.4) et (3.5) entrainent le résultat.
(b) La condition 3.2. est nécessaire. Prenons u = Y 7! u,w, et calculons
[Bul? et [|a%ulf:

loul = % ILeue — LaagP + Z I Lo+ O([ul + [ILu]?)

<i<n
n—1 '2 n—1 n—1
|o*u|? = ! > Lu, = (Z Lu, > Liui>; mais
o1 | 1 1
(Lju;, Liu;) = _(EiLjuj9 u) + O(|ul* + || Lu|?
= (L, LJuy, u)) + O(|u* + [ Lu|®)

= [ @, + O(ulf + Lulp).
Ainsi nous obtenons

= n-1 —
GO ol + 1l = 5 [ awma + 0l + | Lulp)
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L’inégalité x entraine alors, en utilisant (3.3)

G.7) | aiilukrgco(f:j oty + [l + | ul?)
9 anQ

i,j=1

ou C, est une constante convenable.
Si nous sommons sur i, £ nous obtenons alors, avec une nouvelle constante
C, >0,

n—1 —
(3.8) | Twr— 'S aoua, < Clule + |1 Lulp)
i, j=

Considérons d’abord le cas ou la matrice de Lévi est diagonale; si nous chois-
issons ¥ = u,;, nous aurons alors

G9) [ Tiuf - Cauluf < CllulF + |Lufp),  Yue a0 2).
a9

L’inégalité (3.9) entraine que 7 < C4,; sur (V' N 92). En effet supposons
qu’il existe V; tel que T — C,4;; > b > 0 dans V, N a2. 1l existerait une con-
stante k > 0 telle que

[ 1ok < kUl + Lol Yoea(in D),

ce qui ne peut étre vrai, puisque £ est pseudo-convexe.

Comme dans ce premier cas les valeurs propres sont les 4,;, la nécessité est
montrée dans ce cas.

Passons maintenant au cas général et travaillons dans un petit voisinage d’un
point de 9£2. Soit V; soit 1 une valeur propre continue de .#. Il existe un ouvert
V, C V tel que A soit de classe C~ dans V, N 02 (lemme 3.2). Posons

A(x) = M(x) — 2] ;

alors det A(x) = 0, Yx e V, et A(x) est a coefficients C~ dans V,. D’apres le
lemme (3.3), il existe un ouvert V, C V, tel que: il existe

ulx) = u,(X)@;, + - + U, (X)),

de classe C~ dans V, N 92 avec A(x)u(x) = 0 dans ¥V, N a2 et u(x) = 0.

Donc u(x) est un vecteur propre de .#, de classes C~ et non nul dans
V, N 8%. Par prolongement nous pouvons supposer que u € 2(V, N Q) (quite
a prendre V, plus petit au besoin). D’autre part on peut supposer (endivisant
par |u]’) que |u! = 1 dans ¥V, N Q. Soit o € 2(V, N 2) quelconque. Alors pu =
(¢uty, - - -, @u,_,) est aussi un vecteur propre de .#(x) dans ¥, N 982 correspon-
dant a A(x). Par suite (3.8) donne
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(310) [ (T = Clout < Cllgulf + |L@)l) . Yoe 2(HN D).
En utilisant que |u* = 1 sur 32 et que u € C=(V, N 2), nous obtenons

(3.11) Lg (T — CA ol < K(lplf + 1L,  Yoe2(V,N D).
Ce qui entraine de nouveau
T—Ca<0 dans V, N aQ .

Résumons. Soit x, € 2. Tout voisinage ¥ de x, contient un ouvert ¥’ non
vide tel que

T—C2<0 dans V' N Q2 .

Mais T — C,2 est continue. Donc (T — C,2)(x,) < 0. D’ou le résultat cherché.

Exemples. Il est immédiat que si » = 2 la condition (3.1) est toujours
vérifiée. Nous allons exhiber une classe de domaines (trés particuliére) dans C"
qui vérifient (3.1).

Soit £ défini par Q = {(z,,z") e C", |z, + |Z/[? — 1 < O}; pe N,p > 1.

Proposition. ['ouvert Q2 vérifie la condition (3.1).

Démonstration. On prendra p > 2 (sinon £ est la boule). D’autre part pour
la clarté des calculs on prendra n = 3.

Nous commengons par remarquer qu’il y a stricte pseudo-convexité aux
points en lesquels z’ # 0. Plagons-nous donc au voisinage d’un point tel que
z, #+ 0. Donc dans ce voisinage z, # 0. Considérons alors les champs holomor-
phes L,, L,, L, donnés par

L, =z, — Dz, 'z’lZp-z_i s
Z, 0z,
l,2 = Z-3 _ pZ-Z |Z’|2p—2,,,,,a,_ ,
0z, 0z,
Li=pzlZpt 2 4opglzpr O 47 0
0z, 0z, 0z,

Déterminons la matrice de Lévi:

a, = oor, LA LY =plZ P {lz[(Z[ 4+ (p — D|zP) + plz [ |Z[?},
ty = 0or, L, \ Ly = p|ZP**{z[(Z[ + (p — D|z[) + pl|zl|Z["},
Ay = <63r, LN\ E2> =plZfrt {|23]2 p(p — Dzz, + pz,z, |2/ |2p} .

Oy = Oy -

11 suffit de montrer que la matricé suivante vérifie (3.1)
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(IZ’IZ + (@ —Dzf (p — 1z,z, )
(p — Dz.z, 12+ (p — D|zp)

En effet les quantités
plzaflZ P, plnll|Zf?, pzz|Z'[?

sont négligeables devant les autres termes au voisinage de z’ = 0. La trace de
cette matrice est (p 4+ 1) |z/. Si ¢ > 0 est assez petit, alors

1ZPA —alp+ D+ (p— DIzZFA —olp+ D) + (p — Dz/]
—(p = D 2.z

est positif. D’ou le résultat.

4. Estimation sous-elliptique

Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.1. Soit 2 un ouvert borné pseudo-convexe a frontiére analytique
réelle satisfaisant la condition (2.1). Alors 2 satisfait en tout point du bord 382, a
une estimation sous-elliptique.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que, P étant un point du bord, il existe
un voisinage V de P et ¢ > 0 tels que

lull. < CQIoul + 0%ull + ul) ,  ue2™(VNQ).

La démonstration découlera des 2 propositions sui vantes.

Proposition 4.2. Supposons que l'algébre de Lie engendrée par les champs
Ly L, L, --,L, ) estderang 2n — 1 (i. e., de rang maximal). Alors
il existe V et ¢ tels que

4.1 lull. < CQloull + [[0%ull + llul) ,  ue 2™ (VY NQ).

Démonstration. En fait, on peut montrer aisément en utilisant des travaux de
J. J. Kohn [2] et L. Hormander [7] que ’on a

ul. < (S 1Lal + K1 Lal +ul),  wea™ (/D).

Comme £ vérifie la condition 2.1., alors (4.1) en découle.

Proposition 4.3.  Soit Q vérifiant les conditions du théoréme 4.1. Alors I'algébre
de Lie engendréepar (L,, - --,L,_,, L., -- -, L,_,) est de rang maximal au point P.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde et supposons que ’algébre de Lie

est de rang (2n — 2) au point P (en effet comme L, - - -, L,_, L, -- -, L,_, sont

2 Hn-1s
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tous indépendants le rang est au moins (2n — 2)). Il découle d’un théoréme de
Nagano [9] (voir aussi Zachmanoglou [10]) qu’il existe au voisinage de P une
variété analytique réelle X’ contenue dans 9f2, de dimension 2rn — 2 telle que
les champs L, ---,L,_,, L, -- -, L,_,, soient tangents & X. Par suite X est une
variété analytique complexe, contenue dans 92. Ceci contredit le fait que £
est borné et 92 analytique réelle. Donc le rang de I’algébre de Lie #(L,, - - -,
L, ,L,L,  )est2n — 1.

Corollaire 4.4. Soit 2 un ouvert borné pseudo-convexe a frontiére analytique
réelle dans C*. Alors £ satisfait en tout point de 92 a une estimation souselliptique.

En effet dans C?, la condition 2.1. est toujours satisfaite. Ce résultat dans C*
a été démontré dans [6] par d’autres méthodes, en utilisant en particulier des
séries.

Corollaire 4.5. Si 2 est un ouvert borné pseudo-convexe a frontiére analytique
réelle vérifiant la condition 2.1 (sans condition 2.1. dans C?), alors on a la régularité
C= locale dans Q pour la solution du probleéme de Neumann.

5. Le théoréme de commutation

Nous savons que si 2 est compact a frontiére analytique réelle tel que la
forme de Lévi est non dégénérée, il existe un champ de vecteurs global 7 tangent
4 02 qui commute convenablement avec o et 0*. Ici nous montrons que si une
certaine hypothése est vérifiée (hypothése plus faible que la non dégénérescence
de la forme de Lévi) alors on obtient un lemme de commutation qui permet de
démontrer la régularité analytique globale.

En fait comme [= 96* + 0*0] est un opérateur elliptique, il suffit de montrer
le résultat de commutation sur 2. Définissons «,;, i, j =1, - - -, n par

[Li’ L_j] =ayl, + -,

(o; )51, n’est autre que la forme de Lévi.

Proposition 5.1. Supposons que £ soit compact et 352 analytique réelle. Sup-
posons de plus que:

(@) det (a;)i ;-1 =0,

(b) il existe des fonctions «; analytiques réelles, uniques, au voisinage dans
02 d’un point de 350 telles que

n—1
(5.1 oy + D, =05i=1,---,n—1, sur 080 .
j=1

Alors il existe un champ global T au voisinage de 6% tel que

[T’ Lz] |8{) € {Lh ] Ln—l’ l_‘la ) En
[Ty L_z] |ag € {Ll’ ) Ln—n l_fla R En

5 i=l,"',n,

s i=17"',n3

T est tangentiel.
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Démonstration. Nous allons d’abord déterminer T sur 92. Localement sur
0f2 posons:

_ n—1 n—1 _
T=L,—L,+ »aL;— Y alL, sur 992 ,
Jj=1 j=1

ol «; sont les fonctions du (b) données sur 92. Comme les fonctions «; sont
(localement) uniques, cela détermine 7" globalement sur 9. La condition (b)
assure en fait que ’on a, ou |, désigne la composante sur L,,:

n—1
[T, L], = i + X2 aja;, =0 surof,i=1,---,n—1.
j=1

D’autre part le fait que T'et L,, i = 1, - - -, n — 1, sont tangentiels entriine
aussi

[T,L]|z, =0 suroQ,i=1,.--,n— 1.
De cette derniére égalité on tire alors, puis 7 est imaginaire pure:
[T’ Li] |Ln = [T, [_‘z] ll_,n = _[T’ L_z] ‘Zn =0
suroR,i=1,---,n— 1.
Soit T un prolongement analytique réel de T & un voisinage de 0%, i.e.,

T=T+6So06 =0suro?, S champ de vecteurs .
Alors

[T9 1:;] = [Ta Ez] + [055 L-z] $ [Ts Ez] !Lu =0
suroR,i=1,---,n—1,
[T, L]|, =0 suroQ,i=1,.---,n—1.

Maintenant, comme, dans [1], la condition (a) assure que [T, L,]|,, =
[T, L,]|., = 0 sur df. La proposition est ainsi montrée.

Proposition 5.2. Soit, au voisinage V, de tout point P € 052, un systéme L,,
-+, L, (L, global) tel que: il existe dans V, des fonctions analytiques réelles a;,
uniques telles que

n—-1
a, + ae;,; =0 dans V,,i=1,---,n—1.
i=1
Alors il existe L., (global), au voisinage de 0f2 tel que
(a) det () =0,
®) a,+ Xiiae; =0 sur V,NoR,i=1,---,n— 1.
Démonstration. Si on pose L; =1L, i=1,---,n— 1, et L le champ
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cherché «;; est défini par [L/L)] = a/,L] + - - -. Cherchons L/ sous la forme L/,
= ¢L,, on va chercher ¢ globale sur un voisinage de 32 avec ¢ = 1 sur 9.
Calculons «;;:

a’;j = So_laij B l,] < n,

a;n = ¢So_lain ) l < n )

Uy = 0ty — 50_1171@7) s i<n,

a:m = ¢ann - ¢§D—lzn(¢) .
Alors det («;;) = 0 si le déterminant suivant est nul:

Ay Tt Xyp

an_l e an—l,n ! = 0 .
o — L) - - 9% — Lo(p)

Désignons par 4, le mineur obtenu en enlevant la i¢ colonne et la derniére
ligne. Alors §, n’est autre que le déterminant de la forme de Lévi. L’hypothése
disant qu’il existe des fonctions uniques «; telles que

n—1
ani+Zajaji=Os l=ls"'>n_19
i=1

exprime que §;,{ = 1, - - -,n — 1, est divisible par §, et «; = §,/5,. Ecrire que
le déterminant précédent est nul, c’est avoir ’équation

— n_1 —
Py — Ln(SD) + z:l ai(mni - LZ(SD)) =0 dans VP ‘

De plus ¢ = 1 sur 2 N V,. Ceci peut se résoudre de fagon unique d’aprés
Cauchy-Kovalevski dans un voisinage de P; en recollant on obtient ¢ globale
comme dans [1].

Il reste & montrer (b). Comme ¢ = | sur 2 on a aj; = a;; sur 02, i,j =
1, - - -, n. Donc sur 02

n—1 n—1
7 7
o, + Z}lczjaﬁ =, + Zla]aﬁ =0.
j: j=

Remarque. L’existence du Champ 7* permet de démontrer I’analycité globale
lorsqu’on a une estimation sous-elliptique, ce qui est le cas pour la classe 2 =
{z,,2)e C|z,]P + |z,]** — 1 < 0}, et la condition (3.1).

Nous allons maintenant montrer que ces derniers ouverts vérifiant les hypo-
théses de la proposition 4.2.

Proposition 5.3. L’ouvert 2 = {(z,,2') e C"||z, | + |Z’[* — 1 < O} vérifie
les hypothéses de la proposition 4.2.
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Démonstration. De nouveau, pour la clerté des calculs prenons n = 3. Le
déterminant §, de la forme de Lévi est égal (calcul élémentaire) a: §, = |z|'?~* 5;
ol J; # 0 au voisinage d’un point de 32 ol z/ = 0 (I3 ou la forme de Lévi
dégénére). II suffit alors de montrer que §, et 4, contiennent |z’['”~* en facteur.
En utilisant les champs L,, L,, L, donnés en page 9, on calcule ay, ét ay,:

ay = {[L, Ly}, 0rY = pz,z, |2/ P2 {—1 + p*|Z/[*~%},
0y = {[L,, L), ory = pz,z, |22 {—1 + p*|Z/[*%} .

On obtient alors, «;,; et a,, étant donnés en page 9,

NZ’RE+ — Dz, z
3, = Ay Oy _ _pzlzl|4p—6|23|4 1Z'] (p _)l i _1 + |zll4p—4 &,
Qg Oy ‘ (p — Dz,z, 23
or
lZF+ (@ —Dlzf z z‘ lZF+ (= Dlzf 2z 2 2
(p — Dzz, . (p—Dz L o

Donc §, = |Z/[*** 5. De méme §, = |z/|**~* 5}’
L’unicité des «, provient du fait que J; s’annule seulement sur z’ = 0.
Corollaire. Soit 2 = {(z,,2') |z"[} + |2/ — 1 < 0}. Alors on a

Cu = f, conditions de Neumann = u e /(Q), fe A#(Q) .

6. Etude particuliére pour certains domaines ne vérifiant
aucune des conditions (1) et (2)

Nous considérons les domaines donnés par des fonctions

r=lz,f* +ZF -1, ouz =z, --,2;.)

,Q={121|“’+§‘_‘lzi|2—1<0} avecp > 2, pe N.
2

Il est aisé de vérifier que 2 ne vérifie pas la conditition (2). Nous commengons
par montrer que I’on a le lemme de commutation pour un tel domaine.: Pour
cela il suffit de vérifier les conditions de la proposition 5.2. En fait on le montre
pour tout domaine circulaire
Proposition 6.1. Tout domaine circulaire de C" vérifie les hypothéses de la
proposition 5.2.
Démonstration. Soit
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0= {Z’Z|zi|“” —1<0,p > 1,p,.eN} .
i=1
On peut supposer qu’on se place au voisinage d’un point ou z, # 0. Alors

a 0
— 5 2(pn—1 5 2(p;—1 .
Li '—‘pnzn [Z,n(pn oS — pizi ,Zil Pimh_ T s 1 = 1’ e, — l ’

oz, oz,

n
Ln = Z pjzj |Zj|2(pj—1)" 'a”
j=1 0z,

Pour la clarté des calculs, prenons n = 3; calculons «a,;, j, i < 2:

a;, = @or, L, A L>

= PiPiZiZ; |2, |z, Pz, [ i+,
aii — p?b |Zn ]4177:—2 ‘pf |Z1 IZ(]Ji—l) + p% IZ1, |4p1;—2p3l |Zn |2(]7n'1)
= PR 2P (e lar), i< 2.

Ce calcul nous donne I’ensemble des points ol la forme de Lévi dégénére.
Il nous reste a calculer «;, et a,, (cas ol n = 3):

o, = {[L,, Ly, 0r) = pipoZiZy |2, [(P*70 |z, P20 A(zy, 2,)
ayy = {[L,, Ly, Ory = PyPyZyZy | 2,770 2,7~V B(z,, z,) .

11 suffit, comme dans la page 14, de montrer que

Oy Oy Ay Oy
0y et 0, =
Oy Oy Mgy Qg

sont des multiples de |z,[*,* = |z, [*?*~", ce qui se voit immédiatement.
Corollaire 6.2. Tout domaine circulaire vérifie le lemme de commutation.
Malheureusement, les domaines circulaires (2 part dans C*) ne vérifient pas
en général I’estimation (2). Par contre le domaine circulaire

'Q = {IZ‘IZp + IZ/F -1 < 0, Z/ = (Zza ) Zn}

va vérifier certaines estimations qui nous permettront de conclure tout de méme
la régularité analytique globale.

Lemme 6.3. Soit V un voisinage d’un point du bord tel que z, + 0. Soient
les champs

5 0 5 2(p-1) 0
L=z, —pz |Zl| R
0z, 0z,

L=z % —2°% |, i=2...,n—-1,

k4
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L,= i Zj*"a*" + pzy|z, P o
2 0z, 0z,

11 existe une constante C > 0 telle que

.1 [ Ly || + ;i [ Lyu || < C(loull + [|0%ull + [l ,

i=3,.0,m

Yue 9% (VN Q).
En utilisant une intégration par parties et le fait que
[Lull < Cloull + [|5*%ul + lul) ,  Yu2"(V N Q)
puisque 2 est pseudo-convexe, il suffit de montrer que
5.2) oy |l < C Y aui;, lu,f < C 3 eeju,ia;
Le calcul donne

— n2 (p-

ay = p*lz, [PVl + |z, PP},

alj zpzlzjlle(p_]) s ./ = 25 R 1 s

ajl = pz—lzj‘zll2(p_l) s i = 25 cr,h— ] s

;= zZ;, Lj=2--,n—1.

La matrice (e;;)7;L, est définie positive. D’autre part la ligne et la colonne qui

complétent (e;;)7 =, contiennent soit z, |z, soit z, |z, " en facteur sauf
a;, qui contient |z, [*?~" en facteur. Il est élémentaire d’en déduire que si V est

convenanble, I’on a (5.2), donc (5.1).
Lemme 6.4. On a lestimation

(53)  llawLsws|f < CQoulf + |9*ulf + [ulf),  j=2-n—1.
Démonstration. Pour cela, il suffit d’avoir
a0 |u P < C 3o udy ,

ce qui découle de (5.2).
Lemme 6.5. Posons T =L, — L,, alorsonapouri =1, -.-,n,

(5.4) [T,L] =3 4,,L, — (modulo L), 2, = Cy\|¥l;: »
1

et X; sont analytiques réelles dans V. ~
Démonstration. Notons [T, L]|, la composante holomorphe de [T, L,]. Si
i=1,
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[T, L)y = [L,, L]y = p(p — Dz,2 |zp>0

0z,
en remarquant que |z} |z,|*?~®| = |z,?~?, le lemme en découle pour i = 1.
Sii=2,.--,n—1,
[T, L]l =0,
[T, L1e = [Lo, Ll = p(p — Dzi|zpero- 2
0z,
ce qui entraine le lemme.
Lemme 6.6. Avec les mémes notations, nous avons
(5.5) [T,L] = 3 L, (modulo L),
1
tels que |y;| = ay ), iy analytiques réelles dans V pour j = 2, - - -, n.

Démonstration. Un simple calcul donne

[Li, Lalle = {P*(p — Dz, |2,P777 2} [z, — pz, ]z, l“"‘”}fag—

+p'z, Izl)“”'”i ,
0z,

L., Llly = 2,|2f% x ptlzpo> 0 42 9
0z 0z,

n

Il reste a calculer les composantes de 9/dz, sur les L; en fait il faut montrer
que les composantes de d/dz, L,, - - -, L, contiennent «,, en facterur. Pour sim-
plifier les calculs prenons » = 3. Alors un calcul simple donne

0

0z,

= A(2)L, + pz,|z,}** " [z,L, — ZL,] ,

ol A(z) + 0. D’ou la conclusion.
Lemme 6.7. Soit ¢ analytique réelle au voisinage de 38, ¢ = 1 sur 08 soit
T' = ¢L, — ¢L,. Alorson a, Pouri =1, ---,n — 1,

(T", L], = 5 2,L,  (modulo L),
1
avec |2,,| = a,;; sur 02 N V, 2, analytiques réelles dans V,
[T, L], = 3 wL, (modulo L),
1

avec | ;| = ayyt; sur 32 NV, yf; analytiques réelles dans V pour j = 2, - - -, n.
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Démonstration.
[T, L], = ¢[L,, L]], — L(p)L, car ¢ = 1 sur 92

sur 2L (¢) = 0. Donc [T, L ]|, = ¢[L,, L;]|, sur 32. D’autre part [T’, L,]|,
= [T”, L]|, sur 2. Le lemme découle alors du lemme précédent.

Nous savons maintenant, puisque £ vérifie le lemme de commutation (corol-
laire 5.2) qu’il existe T sous la forme

~ n—1 n—1 _
T=T + ;}aij—Zliaij sur 9% ,

qui commute bien.

Malheureusement le lemme de commutation est insuffisant; nous allons
montrer que I’on a mieux a savoir:

Lemme 6.8. Soit T le champ de vecteur global au voisinage de 992 tel que

~ n—1 _
T=T + ;aij— Y alL,,

[T,L]|., =0 surofR,i=1,---,n,
[T,Ll]an=0 suraQ,izl,...,n_

Alors on a a; = a0y sur 02, o; analytiques réelles.
Démonstration. En fait, nous savons que les «; sont déterminés de maniére
unique sur 92 par les conditions

[T,L]), =0 suroR,i=1,---,n—1,

C’est-a-dire,
n—1 _
[oL,, L], + 2 oL, L]]., =0 surof,i=1,---,n—1.
1

Un calcul élémentaire nous donne

Ani = QL Lz, = (L, L] or)
—z,z,p* |z, [P, sii=1,
S lo,  sii=2,---,n—1.

Donc 1,;, = a}A,; sur a2 N V.
Donc nous avons sur a2 N V

n-1
, .
A+ e =0, i=1,--,n—1.
i=

On en déduit que ; = a;,& sur 99,
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Corollaire 6.9. Soit T le champ de vecteur du lemme 5.7. Alors
T*(et,) = oA, surol NV,

avec supy 014, < C* k.

Démonstration. En fait le c6té intéressant du corollaire vient du fait qu’on
peut mettre «,, en facteur; car ’estimation viendra aprés du fait T est analytique
réel. Pour montrer qu'on a «,, en facteur, il suffit de le faire pour k = 1.
D’aprés le lemme 5.7. il suffit de montrer que

T (o)) = a,A, ou encore T(x,,) = a, A, sur 02

car T’ = T sur 2. Comme «,, = |z,[* Va;, avec ay, # 0, il suffit de montrer
que T(z,[/*~") contient |z,[**-" en facteur. Comme T = L, — L, avec

Ln = i Zj’*? - + pzlzf(p—l)'a"’ ’
2 0z; 0z,

le résultat découle immédiatement. De tous les lemmes précédents on peut
déduire le

Théoréme 6.10. Si (6,) est une partition de I'unité convenable d’un voisinage
de 09, il existe une constante C > 0 telle que

N ~ = ~
(6.7) 25 (16,0T u|| + [16,0%T"u|| + ||6,T7* u) < CC7p!,
1

lorsque (u = fe oA (Q), et u vérifie les conditions de Neumann.
La démonstration est comme dans [1], si on utilise tous les lemmes précédents
et le fait que

ofu = — i‘ Lu, .
i=1

Du théoréme 5.9 on déduit le
Théoréme 6.11. Nous avons I'estimation

(6.8) |LeTu|| + [|LTPu| + || T? eu|| < C'*'*?* (| 4 p)!,
ot C est une constante convenable.

Le théoréme 5.1 découle du théoréme 5.9. en utilisant la
Proposition 6.12. Nous avons I'estimation

(6.9 ; [Lat) < CUT. + 13ull + |0%ull + ul) . Yue 2™V N Q).

Démonstration. Soit d’abord ie {l, ---,n — 1}. En fait, d’aprés le lemme
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5.3., il suffit de montrer I’estimation (5.9) pour u,. Par intégration par parties,
on a

| L, | < ||Eiu1||2

(6.10) \ , n-1 \ n
+ C(| P w4 e 3 Laalt + X | Lanll)

ou ¢ est trés petit. Donc en sommant sur i et en utilisant les estimations con-

nues jusqu’ici on obtient

1Zanlt < € ([ ik + oule + 13%)? + JufF)

Maintenant on sait que

~

— n-1 - —
1 1
et «; et @, contiennent «,; en facteur (i.e., |z,[f*~").
Le champ de vecteurs L, 4+ L, est réel et transversal 4 92: Donc

[k < A0@, + Lot + ). wed 00,

Donc

~ — n—-1 n _
[ i< BTl + Lo+l ff + 5 (L] + 3 1Ea)
< COTulf + |oulf + 3%l + [ulP)

en utilisant (5.10). Sii = n,

~ — n-1 n _
1Ll < (1w ff + | Lanlf + 5 I Laff + 3 1 Zalf) -

D’ou encore le résultat.

Le théoréme (5.11) entraine I’analycité de u dans 2, lorsque f est analytique
réelle dans Q.

Quelques remarques. (1) Dans le cas de C?% on sait alors qu'on a la
régularité analytique globale pour tout domaine circulaire, parceque ’estima-
tion (2) de introduction est alors vérifiée, et d’aprés le corollaire 5.2., on a
aussi le lemme de commutation.

(2) 1l serait alors intéressant de faire une étude analogue a la nétre pour
tout domaine circulaire dans C". Le corollaire 5.2. dit déja qu’on a le théoréme
de commutation; il resterait alors a faire une étude au niveau des estimations.

(3) Estimation sous-elliptique: il est a remarquer que dans ce dernier ex-
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emple, la forme de Levi a au plus une valeur propre nulle, donc la forme de
Levi est diagonalisable donc d’aprés [5], on a une estimation sous-elliptique.
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