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NOMBRES CARACTERISTIQUES D'UNE VARIETE
RIEMANNIENNE DE DIMENSION 4

ALBERT POLOMBO

INTRODUCTION

Soit M une variete riemannienne compacte orientee. Nous savons que si la
dimension de M est 4Λ;, sa caracteristique dΈuler-Poincare χ(M) et son λ -ieme
nombre de Pontryagin pk(M) s'expriment comme integrates de polynόmes de
degre 2k en la courbure. Ces expressions permettent en particulier d'enoncer,
lorsque k — 1, les resultats suivants:

(a) Soit R la courbure sectionnelle de M. Alors si R est non negative, ou non
positive, χ(M) est non negative.

Le theoreme precedent est dύ a S. S. Chern et J. W. Milnor (cf. [3]).
(b) Soit σ(M) la signature de M. Si M est un espace dΈinstein (c'est-a-dire

s'il existe un nombre reel λ tel que la metrique g et son tenseur de Ricci r soient
lies par la relation r = λg), alors χ(M) et σ(M) verifient Γinegalite

|σ(M)| < fχ(M) .

Le resultat precedent a ete etabli independamment par J. Thorpe (cf. [9]) puis
par N. Hitchin (cf. [4]).

Les travaux que nous venons de citer ont en commun le fait d'etre algebriques.
Les calculs consistent a evaluer les integrands de χ(M) et pλ{M) en chaque point
xάt M.

On est ainsi amene a definir, sur un espace vectoriel reel euclidien V de di-
mension «, Γespace ^ 2 ( F ) d e s 2-structures de courbure de V comme Γespace
des endomorphismes autoadjoints de /\2 V. Ce choix est dicte par les symetries
du tenseur de Riemann-Christoίfel.

Cet article comporte deux parties I et II. Dans I nous decomposons les formes
quadratiques classiques sur ^\V) invariantes sous les groupes SO(V) ou O(V)
dans une base de formes quadratiques SO(V)- ou O(F)-invariantes, associees
a la decomposition en sous-espaces SO(V)~ ou O(F)-irreductibles.

Dans II, nous utilisons la decomposition precedente pour etablir, en dimen-
sion 4, des resultats concernant χ(M) et σ(M) lorsque M est munie d'une met-
rique comportant des restrictions sur la courbure de Ricci (pincement Ricci, dis-
persion Ricci) ou sur la courbure sectionnelle. Nous deduisons des resultats
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obtenus dans le cas oύ Γon impose des restrictions sur la courbure de Ricci les
corollaires suivants:

Corollaire Π.3. Sur la somme connexe n $ CP2 de n copies du projectίf com-
plexe CP2, il ήexiste pas de mέtrique a courbure de Ricci \-pincee des que n
> 5.

Corollaire Π.8. Si M est une surface K3, il rΐέxiste pas sur la somme connexe
n$M de mέtrique a courbure de Ricci Λ/~3~/2-dispersee des que n > 2.

Notre resultat essentiel est relatif a des restrictions sur la courbure sectionnelle
et s'enonce de la fagon suivante:

Theoreme 11.13. Soit M une varίέtέ riemannienne compacte orίentable de di-
mension 4 a courbure sectionnelle R k-pincέe {i.e., il exίste k > 0 et A > 0 tels
que, ou bien Ak < R < A, ou Men —A<R< —Ak), alors la caractέrίstique
d'Euler-Poίncarέ et la signature de M vέrifient Γinέgalitέ

avec

b(k) = (5k2 -lk + 2)j(9k2) , 0 < k < i .

Nous remercions vivement J. P. Bourguignon qui nous a propose ce travail
et nous a guide et conseille dans son elaboration.

I. DECOMPOSITION DES FORMES QUADRATIQUES CLASSIQUES

I.I. Structures de courbure d'ordre 2

Soit V un espace vectoriel reel euclidien de dimension n. On note < , ) le
produit scalaire sur V. L'espace f\2 V des deux-vecteurs de V est muni d'une
structure euclidienne canonique notee < , >, qui se definit sur les elements de-
composes de V de la faςon suivante, pour x1 e F j ^ V, x2 e V, y2 e V,

<*! Λ x29yx A y2} = det « ^ , ^ » .

L'espace ^\V) des endomorphismes auto-adjoints de /\2 V, qui s'identifie a
O 2 (Λ 2 ^)> e s ^ ^ a u s s i muni d'une structure euclidienne notee encore <( , •)>,
definie comme suit: pour R, S €

<i?, S} = trace (R o S) .

Sur ^\V) sont definies les trois applications suivantes:
(a) Uapplication de Bianchί b: ^\V) —> ̂ \V). Si xl9 x2, x3 appartiennent a

Vet si R appartient a ^ 2 ( F ) , alors

b(R)(xl9 x2? x3) =
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oύ a parcourt les permutations circulaires de (1, 2, 3) et R(xt Λ x3) s'interprete
comme endomorphisme anti-autoadjoint de V (on utilise done encore la struc-
ture euclidienne de V). Lorsque R est tel que b(R) = 0, on dit qu'il verifie la
premiere ίdentitέ de Bίanchi. Le sous-espace des elements de ^2(V) qui veri-
ίient cette identite sera note ^\{V).

(b) La contraction canonique c: ^2{V)-^^ι{V) oύ <gl(V) est Γespace vectoriel
des endomorphismes autoadjoints de V. Si x19 x2, x appartiennent a V et si R
appartient a ^ 2 ( F ) , nous avons

ζc(R)(xλ\ x2y = trace {x »-• R(xλ, x)x2} .

L'image c(R) est appelee tenseur de Riccί de R et notee r.
(c) U application τ\ ^\V) -> R qui, a un element R de ^ 2 ( F ) , associe deux

fois sa trace (τ(R) est la courbure scalaire de i?). On a

τ(R) = 2 trace (R) = trace (r) .

Nous noterons ^ la grassmannienne des deux-plans de V; elle s'identifie au
sous-ensemble des elements decomposes de norme 1 de /\2 V. Si R est un ele-
ment de ^ 2 ( F ) , on lui associe sa courbure sectionnelle R definie pour P dans
^ par

1.2. Sous-espaces irreductibles sous

Le groupe orthogonal O(F) opere de faςon isometrique respectivement dans
Λ 2 V et dans <g\V): pour g e O(V), x, y ε /\2 V, R <= %2{V\

g(x Λy) = g(x) A g(y) , g(Λ) - g~ιoRog .

La contraction c est une application equivariante pour O(V) et permet, selon la
theorie de H. Weyl [11], de decomposer ^\V) en sous-espaces <9(T)-invariants ir-
reductibles. Notons respectivement F = (ker b)L, ^\{V) = ker b, W = (ker τ)-1-,
^ = (ker c)L Π (ker r), Ί T = (ker c) Π (ker i) .

Nous savons alors (cf. [8] et [6]) que si la dimension n de V est superieure ou
egale a 4, ^\V) est la somme directe orthogonale de ^ , °tt, £f, iΓ9 qui sont les
sous-espaces O(F)-invariants irreductibles de ^2{V). Les elements de if sont ap-
peles tenseurs de Weyl et sont de plus invariants sous le groupe conforme. Les
elements de % Θ 1V sont appeles tenseurs d'Einstein.

D'autre part, (cf. [8]), si n > 2, la contraction c est un isomorphisme de S? Θ %
sur ^\V). Cet isomorphisme applique Sf sur les elements de trace nulle de
<g\V) et % sur les multiples scalaires de Γidentite. L'isomorphisme inverse, note
s, verifie done cos = IVHVy
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1.3. Formes quadratiques invariantes

Les formes quadratiques R ι-> \\R\\2, i? •-» ||r||2, R •-> (τ(R))2, sont appelees
formes quadratiques classίques sur ^2{V) (cf. [1]). La theorie de H. Weyl (vf. [11])
permet, soit en etudiant les invariants (cf. [1]), soit en considerant les sous-
espaces irreductibles, de montrer que la dimension de Γespace des formes
quadratiques invariantes est exactement le nombre de sous-espaces irreductibles.
En particulier, sur un sous-espace irreductible, deux formes quadratiques in-
variantes sont necessairement proportionnelles.

Soit alors R appartenant a ^\{V) = <%@.£f®ir. Nous avons

R=u+s+W.

Nous allons decomposer les formes quadratiques classiques dans la base des
formes quadratiques fondamentales R «-• || U\\\ R •-> \\S\\\ R •-• || W\\\

Pour cela calculons les rapports

||c(C/)||7||C/||2, \\c{S)\\η\\S\\\ ||τ(C/)||2/||C/||2 .

Considerons Γelement eλ O 2̂ appartenant a ^ι(V), oύ (et) est une base ortho-
normee de V. Nous avons

s(e1 O e2) = (l/(/i - 2)) Σ ^ i Λ βj O ^ 2 Λ es ,

d'oύ, si T = ex O e2,

\\s(T)\\> = 2/(/i - 2) , \\s(T)ψ/\\Γ||2 = l/(/i - 2) .

L'identite 7 Λ 2 F de Λ 2 F'appartient a °U. Nous avons

c(IA2v) = in - \)Iy ,

d'oύ

D'autre part, pour I = /Λa(r)>

τ(7) = 2 trace (/) = n(n - 1) ,

d'oύ

(r(/))2/||/||2 = 2n(n - 1) .

Enfin, les sous-espaces irreductibles etant orthogonaux, on a
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D'oύ le resultat:
Proposition 1.1. La decomposition des formes quadratiques classiques dans la

base des formes quadratiques assocίέes aux sous-espaces irr έductίbles °U, Sf, IV',
est donnέe par les formules

+ \\W\\\

-\)\\U\f + (n--

- l)\\Uψ .

1.4. Calcul des integrands de χ(M) et pλ(M) en dimension 4

Considerons maintenant le cas oύ V est un espace euclidien oriente de dimen-
sion 4. Si * est Γoperateur de Hodge sur /\2 V et ω la 4-forme d'orientation de
V, nous savons que, pour a, β dans /\2 V,

a Λ β = <*<*, β}ω , *2 = / .

Dans ce qui suit, aucune confusion n'etant possible, nous noterons RR', en
place de R o R', la composition des endomorphismes associes aux tenseurs de
courbure. Nous utiliserons les resultats et formules suivants extraits respective-
mentde[8] et [9]:

= -R*) ,

(R 6 IT) φ=φ (*R = R*, trace (R) = 0, trace (*R) = 0) ,

(R e F

Posons, pour R appartenant a

χ(R) = — trace (*R)2 , pΛR) = — trace (R*R) .
χy J 8ττ2 V FA 4π2 K J

Nous allons exprimer χ(R) et ^ i^) en fonction des composantes de R sur les
sous-espaces irreductibles de ^\{V). Nous avons

DΌύ

Pour evaluer pλ{K)9 calculons trace (R * R) en fonction des composantes sur les
sous-espaces irreductibles de ^2(V). Nous avons

trace (*R)2 = trace [*(J7 + S + W)*(U + S + W)]

trace(#*£) = trace[(tf + S + W)*(U + S + W)] .
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L'orthogonalite des sous-espaces 2Γ, °U, Sf, if d'une part et les proprietes de
commutation de * par rapport aux elements de £f et de if d'autre part entrai-
nent

trace (R*R) = trace (W* W) .

Les sous-espaces ^, °U, £f sont encore irreductibles pour Faction du groupe
special orthogonal SO(V) dans ̂ \V). Par contre if se decompose en deux sous-
espaces S(9(F)-irreductibles if+ et if~. Ces sous-espaces sont caracterises par
les relations (cf. [8])

(W € if) 4=ϊ (W <= if et *W = W) ,

(W 6 7Γ") <=φ (We if et *W = -W) .

II s'ensuit Γexpression suivante de ^^i^)

Pι(R) = K < ^ + + W, *(W+ + W-)})/π2 ,

soit

Remarque 1.2. Ce resultat etait attendu car p^R) est invariant sous le groupe
special conforme.

Rapprochant les expressions de χ(R) et Pι(R) nous obtenons, si S = 0 (c'est-a-
dire si R est un tenseur dΈinstein), Γinegalite

Pl(R) < 2χ(R) .

Munissons V de Γorientation opposee. Le tenseur R est encore un tenseur dΈin-
stein, d'oύ Γinegalite

\Pι(R)\ < 2χ(R) .

Nous savons que pour une variete riemannienne compacte M de dimension 4
orientable on a

χ(M) = f χ(R)vg , Pl(M) = f A ( ^ K '

oύ vg designe la mesure canonique sur M associee a g. D'autre part

σ(M) = %Pl(

Nous retrouvons ainsi, pour une variete dΈinstein compacte orientable de di-
mension 4, le resultat (cf. [9] et [4])
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W(M)\ < |X(M) .

Remarque 1.3. Soit M une variete riemannienne compacte de dimension n.
Soit Sp(M, g) = {0 < λu , λι < λ2, , λ2 < •} le spectre du laplacien de
M. Le developpement de Minakshisudaram-Pleijel (cf. [1]) s'ecrit

2 e~λit ^ (Aπtyn/2(aQ + axt + a2t
2 + •) .

ί

Le coefficient a2 du developpement est donne par la formule (cf. [1])

a2 = — ί - f (8 \\R\\2 - 2 \\c(R)\\2 + 5(τ(R))2)vg .
360 J

Utilisant la decomposition du paragraphe 1.3. on obtient

5n2 - 7 / 2 + 6) || U\\2 + (6 - ή) \\S\\2 + 4 || W\\2)vg .

Proposition 1.4. Soit M une variete riemannienne compacte de dimension n
infέrieure ou egale a 6. Alors le coefficient a2 du development de Minakshisudaram-
Pleijel relatif au spectre du laplacien de M est positif.

II. APPLICATION AUX VARIETES PINCEES DE DIMENSION 4

Nous allons utiliser les resultats precedents pour etablir des inegalites entre
χ et σ dans le cas de varietes pincees. Lorsqu'une variete est munie de deux met-
riques riemanniennes homothetiques g et gf = λg, λ € R, les courbures section-
nelles R et JR

/ correspondantes verifient R' = R/λ. Utilisant cette relation nous
normalisons, pour les calculs, nos conditions de faςon que la borne superieure
du pincement soit egale a 1. Nous etudierons deux types de pincement portant
respectivement sur la courbure de Ricci et sur la courbure sectionnelle.

Π.l. Conditions portant sur la courbure de Ricci

(a) Soit R appartenant a ^\{V) un tenseur de courbure. Nous notons r =
c(R) son tenseur de Ricci. Supposons que les valeurs propres at de Γendomor-
phisme de V associe a r verifient Γune des inegalites k < at < 1, ou — 1 < at <
k, avec 0 < k < 1. On dit alors que la courbure de Ricci est soumise a une con-
dition de pincement. La condition de pincement s'exprime naturellement par

kg <r <g ou -g < r < -kg ,

avec 0 < k < 1 et ou g est le tenseur metrique de V. La courbure scalaire, qui
est la trace de r, verifie alors les inegalites
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kg <\τg <g ou —g < \τg < -kg .

Dans les deux cas nous avons

(k - l)g < r - \τ(R)g < (1 - k)g ,

d'oύ

Ik ~ ir(Λ)g\\2 < 4(1 - kf .

On a par ailleurs

<r,g> = trace (rog) = τ(R) ,

et

d'oύ

(τ(R))2 < 4 ||r||2 < 16(1 - k)2 + (τ(R))2 .

La difference 2χ — pι s'exprime pour un certain choix de Γorientation de V par
la formule

(4π2)(2χ(R) - Pl(R)) = 2 || W~ \f + || £/||2 -

La condition

\\s\f<\\υ\f

est equivalente a

3 Ik||2 < (τ(R)Y .

Le coefficient k etant strictement positif, nous avons

4k2 < ||r||2 < 4 ,

d'oύ

soit

L'inegalite de droite est verifiee des que f < k < 1.
Proposition Π.l. Soit M une variete riemannienne compacte orίentable de dί-
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mension 4. Si la courbure de Rίcci f de M est \-pincee (i.e., pour un nombre rέel A
positif, ou Men \Ag < r < Ag, ou bien —Ag<r< — %Ag), alors la caractέ-
ristίque d'Euler-Poincarέ χ(M) et la signature σ(M) verifient Vίnέgalίtέ

\σ(M)\ < MM) .

Remarque Π.2. Une variete de dimension 4 admettant une structure spinori-
elle (i.e., telle que sa deuxieme classe de Stiefel-Whitney w2(M) soit nulle), dont
la signature est non nulle, n'admet pas de metrique a courbure scalaire positive,
cf. [7] (en dimension Ak Γobstuction est le ^4-genre qui en dimension 4 est egal
a —pJ24). Ceci rend Γinegalite precedente moins interessante en pincement pos-
itif. Cependant pour le projectif complexe CP2, on a

w2(CP2) Φ 0 .

Nous savons d'autre part que pour un choix convenable de Γorientation, la som-
me connexe Mx % M2 de deux varietes Mx et M2 possede les proprietes suivantes

x # M2) = χ(Λf 0 + χ(M2) - 2 , σ{Mλ # M2) = σ(Mx) + σ(M2) .

Appliquons la proposition precedente a la somme connexe n # CP2 de n copies
du projectif complexe (on a choisi sur chaque copie une orientation telle que la
somme connexe soit orientable),

χ(n # CP2) = n + 2 , σ(n # CP2) = n .

D'oύ le
Corollaire Π.3. Sur n % CP2 il n'existe pas de metrique a courbure de Ricci

\-pincee des que n > 5.
(b) On peut aussi considerer un autre type de restriction sur la courbure de

Ricci en demandant que la dispersion des valeurs propres at de r autour de leur
valeur moyenne veriίie la condition suivante:

pour a = max \at\ , 1 < i < 4 , ka<\ \τ(R)\ , 0 < k < 1 .

Le nombre k est appele coefficient de dispersion.

Nous avons

W \\r\\2 = \k2 Σal< kV , k2 \\r\\2 < i(τ(R))2 .
i

La condition

3 | | r | | 2 <(τ0R)) 2

est verifiee des que f < k2.
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Proposition Π.4. Soit M une varίέtέ riemannienne compacte orίentable de di-
mension 4 dont la courbure de Rίccί est ^[^3 β-dίspersέe \ alors

\σ(M)\ < fχ(M) .

Remarque Π.5. Ce type d'hypothese sur r a deja ete considere par S. T. 7au
(cf. [12]). Son resultat est contenu dans le resultat precedent.

Un raisonnement analogue a celui du corollaire II.3 permet d'enoncer:
Corollaire Π.6. Sur n % CP2, ίl n'existe pas de mέtrίque a courbure de Rίccί

\Λ3 β-dίspersέe des que n > 5.
Remarque II.7. La condition portant sur r, que nous venons de considerer,

s'applique aux varietes dont la courbure de Ricci prend des valeurs positives et
des valeurs negatives. Un exemple de telles varietes est constitue par les sur-
faces K3, quartiques de CP 3 dont la premiere classe de Chern c1 et le premier
nombre de Betti bx sont nuls. Les K3 admettent done des structures spinoriel-
les et sont d'autre part candidates a posseder une metrique a courbure de Ricci
nulle. Si M est une surface K3, nous avons

χ(M) = 24 ,

et pour Γ orientation canonique

σ(M) = -16 .

Pour la somme connexe n % M nous obtenons

= 2(l - ή) .

DΌύ le
Corollaire Π.8. Si M est une surface K3, Un 'existιe pas, sur la somme connexe

n%M, de metrique a courbure de Rίccί \/n3 β-dίspersέe des que n > 2.

Π.2. Pincement sur la courbure sectionnelle

Nous nous proposons maintenant d'etablir une inegalite entre χ et pλ lorsque
la courbure sectionnelle R de R est &-ρincee (i.e., lorsque, ou k < R < 1, ou — 1
< R < —k). Pour ce faire nous allons donner des expressions des normes des
composantes irreductibles U, S, Wde R en fonction des courbures sectionnelles.
Les notations JR, U, S, W designeront respectivement les courbures sectionnelles
de R, U, 5, W.

(a) Etude de S. Soit (^), 1 < i < 4, une base de V diagonalisant le tenseur
de Ricci r de R; nous ecrivons

r = rλ + r0 , rx = r — \τlv , r0 = \τlv .

La base (^) diagonalise rλ. Soit λt la valeur propre de rx correspondant au vec-



NOMBRES CARACTERISTIQUES 155

teur propre et. Utilisant Γexpression de Γapplication s, inverse de la restriction
a % Θ Sf de la contraction c(cf. [8]), nous avons pour S — s(r)

ζSe, A ej9 ek A et> = \{λt + λ^δ^δ^ - δuδj1c) .

Ceci montre que la base {eΛ A eά)9 1 < / < / < 4, diagonalise 5. D'autre part
soit P un deux-plan de V. La decomposition R — U + S + W permet d'ecrire

Pour le supplemental orthogonal PL de P nous avons

£( i^) = ,R(*P) = <([/ - S + W)P, P) .

DΌύ

En particulier si Pλ = e1 A e2, P2 = eγ A eZ9 P3 = ex A e4,

Σ
2 «=i

(b) Un premier result at de pincement. Nous avons vu dans le chapitre / que

II u\f = 4rW*))2 = 1 f Σ ( W + W ) ) ] 2 ,
24 6 L«=i J

oύ, pour une base orthonormee (e )̂ de F, Pλ = e1 A e2, P2 = eλ A e39 P 3 =

ex A eA.

Supposons R positivement fc-pincee (i.e., il existe k > 0 tel que k < R < 1).
La valeur 1, qui ne depend que de la normalisation, est supposee atteinte. Alors,
evaluant U dans une base dont un des vecteurs est un maximum absolu de R,
nous obtenons

i(l + 5£)2 < || U\f .

Si R verifie —1 < R < —k,k>0, nous choisissons une base dont un des
vecteurs est un minimum absolu de R et || U\\ verifie encore

i(l + 5kf < || U\\2 .

D'autre part, que R soit positive ou negative, Phypothese de pincement entraine
que

la difference || U\\2 — \\S\\2 est done positive si k > \.
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Proposition II.9. Soit M une varίέtέ rίemannienne compacte orίentable de di-
mension 4, a courbure sectίonnelle R \-pincee (i.e., telle que, pour un nombre
reel A positif, ou \A < R < A, ou —A<R < — \A), alors

\σ(M)\<§χ(M).

Remarque Π.10. La proposition precedente n'est pas interessante dans le cas
R > 0, car d'apres le theoreme de la sphere (cf. [5]), M est alors soit S\ soit CP2.

(c) Etude de W. Nous utiliserons plusieurs fois par la suite la remarque
suivante:

Remarque 11.11. Soit R appartenant a <<?2(V). Soit (ω<), 1 < i < 6, une base
orthonormee de vecteurs propres de R et (θt) les valeurs propres correspon-
dantes. Alors

9 ω,}2 = θ\ = <βωi9 u ω,}

d'oύ

Nous extrayons de [8] les resultats suivants:
Proposition (cf. [8]). Soit R appartenant a <£2(V). Soit P un element de la

grassmannienne & des deux-plans de V. Alors, pour que P soit un plan critique de
la courbure sectionnelle R de R (consideree comme fonction sur &), ilfaut et il
suffit qu'il existe deux nombres reels λ, μ tels que

RP = XP +

λ est la valeur critique de R en P.
Theoreme (cf. [8]). Soit R un tenseur dfEinstein. Alors il existe une base ortho-

normee (ej) de V telle que chaque paire de vecteurs (ei9 e/) sous-tende un plan cri-
tique de la courbure sectίonnelle R de R. Dans cette base la matrice de R s'ecrit

A

B A
\ avec A = 0

0

0

0

0"

0 et B =

ft 0 0

0 μ2 0

0 0 μz]

et J] μa = 0, cette derniere egalite exprίmant Γidentite de Bianchi. Deplus, si R
α = l

appartient a ΊV* nous avons

Une telle famille de plans (que nous utiliserons par la suite) est par exemple
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obtenue de la faςon suivante: si R appartient a iV nous prenons pour Πι un
plan oύ R atteint son maximum λ19 pour Π2 un plan oύ R atteint son minimum
λ3, pour Π3 un plan orthogonal aux deux precedents oύ R prend la valeur
— (Λ + W = h- Exprimons pλ(R) dans la base orthonormee associee alafamille
de plans critiques (Πa9

4π2px{R) = || W+ ||2 - || W~ ||2 = trace (W* W) .

Nous avons

WΠa = λaΠa + μaΠ^ ,

d'oύ

3

trace (W* W) = Σ « ^ * WΠa,Πa> + (W* WΠ±,Π±y)

= 2 Σ <^/7., fW> = 4
α = l

Et par suite

4;r2 | A ( Λ ) | = HI W+ ||2 - || ^ " ||2| < 2 ^ « ^ ^ α , 77α>

D'autre part

|| W\\2 = trace (WW) = 2Σ «WΠaiΠay +

(d) Theoreme de pincement. Nous allons etablir une inegalite entre χ(M) et
σ(M) dependant du pincement k et valable pour k e ]0,1]. Mais d'abord un
lemme:

Lemma 11.12. Soit (tβ91±\ 1 < a < 3, une famίlle de deux-plans de V deux a
deux orthogonaux. Alors, si (Πa, Π±) dέsίgne la famille de plans critiques de W
construίte ci-dessus, nous avons

Posons <Wtx, 0 = a, <Wt2, t2} = b; done (Wtz, 0 = — (a + b). II faut mon-
trer que si λz < a < λl9 λ3 < b < λl9 et ^3 < — (a + b) < λl9 alors

a2 + b2 + (a + b)2 <λ\ + λl + (λ, + λz)
2 .

L e c h o i x d e Jtx e t ^3 e n t r a ϊ n e s u r λ2 = — λx — λz l a c o n d i t i o n λz< — λγ — ^3 < λ x .
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Done pour λ1 fixe, λ2 appartient a Γintervalle [—2λl9 — i^J. Considerons la
fonction h(a, b) = a2 + b\a + bf. Compte-tenu des inegalites que ses valeurs
doivent satisfaire, h a pour domaine de definition D Γun des fermes du plan rep-
resentes figure 1. Ce domaine se reduit a un triangle dans les cas limites λ3 =
— \λλ et X3 = —2λλ. La fonction h n'admet comme point critique que (0, 0) a
Γinterieur de D. La valeur critique correspondante est 0, done elle verifie trivia-
lement Γinegalite desiree. Sur la frontiere dD de D la fonction h ne depend que
d'une variable; nous la notons:/(ί) = u2 + t2 + (u + t)2. Les restrictions d e /
aux divers segments qui composent dD atteignent leur maximum a Γune des
extremites du segment correspondant. Le calcul des maxima de / sur chaque
segment etablit Γinegalite cherchee.

-2λx

Fig. 1

Utilisons maintenant Γhypothese de pincement. II existe done k > 0 tel que
k < R < 1, e'est-a-dire, pour tout P de ^ ,

k < au + s + w)p, py < l .

En particulier pour P1 = *P,

k < i{U + S + W)*P, *P> < 1 .

Or nous avons les relations de commutation suivantes (cf. paragraphe 1.2.)
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*U=U*9 *S=-S*, *W=W*,

d'oύ

k < <iu - s + w)p, py < l ,

et comparant avec Γantepenultieme inegalite nous obtenons

o < k + \<sp, py\ < (UP, py + <WP9 py .

Comme U = βh βe R, et\\I\\ = V 6 , nous en deduisons

U=\\U\\ I/VT , <£ΛP, P> = || U\\/V~6 ,

puis

En sommant Γinegalite precedente sur la base (Pα, PJ-) du paragraphe Π.2. (a),

nous obtenons

< II ̂ ll2 + 4II cη| έ (wpa, pay/VT + 2 Σ <wpa, pay .

Utilisant le fait que Σ 3

α = 1 < ^ α ) j P α ) = J trace ( ^ ) = 0, ainsi que le lemme
11.12., nous pouvons reecrire Γinegalite precedente

Ak Σ \\SPa\\ + \\S\\2 < || £/||» + 2
l = l

Un calcul analogue montre que cette inegalite est encore valable pour le &-pince-

ment negatif (— 1 < R < — k). Soit b > 0. Posons B = 2bχ(R) — \Pi(R)\9 oύ

x(R) =

Utilisant

2{b —

<

Sift > 1

= i(ll uf --IW + II W\f)lπ , Pι(R) = 1(11 W+1|2 - || H

les inegalites que nous venons d'etablir, nous obtenons

i ) Σ < w

ς bi\\ u\f -

5

rπa, πay

- \\s\f +

+ 2(b — 1) Σ (.wΠa, Π^y + b II Ϊ7||2

II w\P] — \\\W+1|2 - || W-1|21 = AπιB .
1 1 1 1 J I I I I I 1 1 I I I

7Ί\2)lπ2-

-b\\S\\>

6(b - 1)A:2 + Aφ - V)k g | | S P . | | + || Uf - \\Sf < 4π2B ,
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et

6{b- l)k2 + \\U\\2-\\S\\2<4π2B.

Utilisons les inegalites portant sur || U\\2 et | |S||2 etablies au paragraphe Π.2. (b)

βbk2 - 6k2 + ±(1 + 5k)2 - |(1 - k)2 < 4π2B ,

6bk2 + i(~5k2 + lk-2)< 4π2B .

Theoreme 11.13. Soit M une variete riemannienne compacte orientable de di-
mension 4 a courbure sectίonnelle R k-pίncέe {i.e., ίl existe k > 0 et A > 0 tels
que, ou Ak < R < A, ou —AR< —Ak), alors la caractέrίstique d'Euler-Poin-
carέ et la signature de M veήfient Γinέgalίtέ

\σ(M)\<ib(k)χ(M),

avec b(k) = ±(5k2 - Ik + 2)/k2 et 0 < k < \.
Remarque 11.14. Considerons le cas oύ la courbure sectionnelle R de M est

strictement positive. La courbure de Ricci de M est elle aussistrictement pos-
itive. D'apres un theoreme de S. Bochner (cf. [2]) Γespace des 1-formes harmo-
niques est alors reduit a {0}. D'apres W. V. D. Hodge (cf. [10]) la dimension bx

du premier groupe de cohomologie de M est dans ce cas egale a 0. La dualite de
Poincare entraίne alors la nullite de la dimension b3 du troisieme groupe de co-
homologie de M. Or nous avons

χ(M) = b 0 - b, + b2-b3 + b,.

La variete M etant supposee connexe, bQ = b4 = 1. Notons d'autre part respec-
tivement 2/?l et ^2~ Γespace des deux-formes harmoniques positives et Γespace
des deux-formes harmoniques negatives pour un choix d'orientation. Alors si
dim $Fz = b$ et dim «2f ̂  = bϊ nous avons

b2 = b% + bι ,

et pour Γorientation choisie

σ(M) = bi - bς ,

d'oύ

0 < 2 + 2bt = χ(M) + σ(M) ,

0 < 2 + 2ό2" = χ(M) - σ(M) ,

\σ(M)\ < χ(M) - 2 .

Le theoreme n'a done d'interet, si R > 0, que lorsque b(k) < f (χ(M) — 2)/χ(M).
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La restriction precedente etant liee a la nullite de bl9 il serait interessant de savoir

s'il existe des varietes dont la courbure R est negative et pour lesquelles bγ = 0.

Remarque 11.15. Lorsque k tend vers 0, b(k) tend vers Γinίmi. Lorsque k = \>

on retrouve la proposition Π.9.

Corollaire 11.16. Sur la somme connexe n §CP2, il n'existe pas de metrique a

courbure sectionnalle k-pincee, 0, 225 < k < 1, des que

> 20k2 - 2U + 8

17&2 + 14Jk — 4 "

Donnons quelques valeurs numeriques:

χ{CP2) = 3 , χ(/i #CP2) = /i + 2 ,

- 1 , σ(n

En particulier

χ(5 #CP2) - 7 , σ(5 %CP*) = 5 .

Lorsque A: prend la valeur 0, 245 on a

#CP2) .

II n'existe done pas de metrique 0,245-pincee sur 5 \CP2. Lorsque b(k) = f (i.e.,

A: 2̂  0, 236) on obtient la condition

/!>*(/! + 2) .

Done pour « > 11 il n'existe pas de metrique 0, 236-pincee sur n \CP2.
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