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SUR LES STRUCTURES DE COURBURE
D'ORDRE 2 DANS Rn

JACQUES GASQUI

Une structure de courbure d'ordre 2 dans Rn est un tenseur de type (0, 4)
sur Rn, verifiant les identites classiques auxquelles satisfait le tenseur de cour-
bure d'une metrique riemannienne sur Rn (cf. identites (2) et (3)). Etant donne
une structure a de courbure d'ordre 2 sur Rn, nous nous proposons de re-
soudre le systeme d'equations aux derivees partielles a coefficients constants:

(1) d2gil + y gJ* - yg<* d'gn - q
dxjdxk dxιdxι dxjdxL dxίdxk lJkl '

oύ les gij sont les composantes d'une 2-forme symetrique sur Rn. Si g est une
metrique riemannienne, son tenseur R de courbure de type (0,4) s'ecrit:

R = 1 ( d28ii + 32gJk _ J ^ _ _ J%1
lJkl 2l J k l

( +

2\dxjdxk dx'dx1 dxjdxι

i Z J όpqK1 jk1 ίl L ίk1 jl) ->

avec

_ dgjj \

Ainsi le premier membre de (1) est, a \ pres, la partie principale de R. La
condition de compatibilite de (1) est que a verifie la deuxieme identite de
Bianchi par rapport a la connexion plate canonique sur Rn. Nos calculs se
ramenent facilement a ceux que nous avions fait dans [1] pour Γ equation de
Cartan pour les immersions isometriques. Si la condition de compatibilite est
satisfaite, les resultats classiques sur les systemes a coefficients constants per-
mettent d'obtenir des solutions de (1) sur tout ouvert convexe de Rn.

Les notations et le formalisme sont ceux de [2] et [1]. Je tiens a remercier
H. Goldschmidt qui a bien voulu relire mon manuscrit et me faire part de ses
remarques.

Tous les objets avec lesquels on travaille seront supposes diίϊerentiables de
classe C°°. On note respectivement x\ , xn et Γ* les coordonnees canoniques

Communicated by D. C. Spencer, September 30, 1975.



494 JACQUES GASQUI

et le fibre cotangent de Rn. Si ω est un tenseur de type (0, p) sur Rn (i.e., est
une section de ®p Γ* sur Rn), on posera

pour tous entiers i19 , ip compris entre 1 et n. Les tenseurs de type (0, p)
symetriques ou alternes sur une partie de leurs arguments seront toujours re-
peres par leurs composantes par rapport a la base (dxu (x)

Une structure de courbure d'ordre 2, ou double 2-forme, sur Rn est une
section a de Λ2T* (x) Λ2T* sur Rn verifiant

( 2 ) Kijkl — aklij ?

( 3 ) aim + amι + akijι = 0 ,

pour tous entiers /, /, k, I.
Si ^ est une 2-forme symetrique sur Rn, on verifie f acilement que le tenseur

ω(g) defini par

+

est une structure de courbure d'ordre 2. En outre on a

(A) dω(g)jkim ! ^ ( g ) f e ^ m , dω(g)ijlm = Q

ax^ 3 * ' a*fe

Les identites (4) reviennent a dire que ω(g) verifie la deuxieme identite de
Bianchi par rapport a la connexion plate canonique sur Rn (cf. [3]).

On note G le sous-fibre de Λ2T* ® Λ2T* dont les sections sont les structures
de courbure d'ordre 2 et H le sous-fibre de T* (x) G dont les sections ω veri-
fient la deuxieme identite de Bianchi:

(*>ijklm + Mjkilm + ^kίjlm = 0

Soit /2(52Γ*) le fibre des 2-jets de sections du fibre S2Γ* et soit φ: J2(S2T*)
+ G le morphisme de fibres vectoriels sur i?71 defini par

si g est une 2-forme symetrique definie sur un voisinage de x e Rn. Si σ{φ)
designe le symbole de φ (cf. [2]), on a

CUjk + CjkU — CikJ ι — Cjnk ,
jkU — CikJ ι
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pour tout C € S2T* <8)S2T*. Le noyau de φ est une equation difϊerentielle li-
neaire d'ordre 2 sur S2T* que Γon notera .R2.

Posons N = \n{n + 1) et fixons une 2-forme symetrique B sur Rn a valeurs
dans RN telle que les vecteurs

——, -—7-)(*) , avec 1 < i < / < n ,
dxι dxJ I

soient lineairement independants en tout point x e Rn. Si r est un entier, notons
S T * ® RN le produit tensoriel du fibre SrΓ* par le fibre trivial sur Rn de fibre
RN, et 0(r) l'isomorphisme de fibres vectoriels sur Rn de 5 rΓ* (x) RN sur 5rT*
(x) 52Γ* defini par

& K^Jiu — Mk = \ΰjk^ίu ",ir/ '

si C e 5rT* ® i?^, oύ < , ) designe le produit scalaire canonique sur RN.
Soit />: S2Γ* ® i?^ —> G le morphisme de fibres vectoriels sur i?n defini par

si C β *S2Γ* (x) i?^. On verifie facilement que les diagrammes

p

( 5 ) β

et

( 6 ) fl(r+1)|

'* -^-> Γ* (

commutent, oύ δ est le morphisme de Spencer (cf. [2]).
Reprenant alors les calculs du § 4 et des propositions 5.1 et 5.2 de [1], en

remplaςant T^ par RN et p*p par p, la condition de "rang maximum" imposee
a B permet d'affirmer que Ker (p) est un sous-fibre involutif de S2Γ* (x) RN.
D'apres la commutativite de (5) et (6), le symbole de R2, noyau de σ(φ), est
aussi involutif.

SiCeS 3 Γ*®S 2 Γ*, on a

σ(φ) o δ(C)ijkιm = Cίjmkι + C^ fc^ m Cijlkm ^ίkmjl

En sommant Γexpression ci-dessus par permutation circulaire sur i, j , k, on
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obtient zero ainsi Γimage de σ(φ) o δ est contenue dans H. Toujours d'apres
la proposition 5.1 de [1], o n a l m ^ o ^ ) = H: combinant ce dernier resultat
avec la commutativite de (5) et (6), on en deduit que Γimage de σ(φ)oδ est
egale a H.

Si R3 designe le premier prolongement de Γ equation R2, on a, d'apres [2],
la suite exacte

oύ K est le morphisme de fibres vectoriels defini comme suit: si p = j2(g)(x)
e R2, avec g section de S2Γ* sur un voisinage de x e Rn, K(p) est la classe de

β dans (Γ* ® Gx)/Hx, oύ β est Γ element de Γ* (x) Gx defini par

βijklm = -Z-j(ω(g)jklm)(X)
OX

Mais, d'apres (4), on a K = 0, done R2 est formellement integrable. Des cal-
culs precedents et du theoreme 4.3 de [2], on deduit que la condition de com-
patibilite que doit verifier le second membre a du systeme (1) est la deuxieme
identite de Bianchi:

3 , 3 , 3 _ n

dxι dxJ dxk

On a alors le
Theoreme. Soit a une structure de courbure d'ordre 2 sur Rn verifiant la

deuxieme ίdentitέ de Bianchi par rapport a la connexion plate canonique sur
Rn. Si U est un ouvert convexe (resp. ouvert convexe borne) de Rn, il existe
une 2-forme symέtrique (resp. mέtrique riemannienne) g sur U telle que

ω(g) = a .

Demonstration. L'existence de solutions sur un ouvert convexe est un re-
sultat classique sur les systemes a coefficients constants (cf. [4]). L'existence
de solutions metriques riemanniennes sur un ouvert convexe borne U s'en de-
duit alors facilement: si g est une 2-forme symetrique sur U verifiant ω(g) =
a, la forme g definie sur U par

gij = gij + Aδij ,

avec λ e R+ assez grand, est une metrique riemannienne sur U qui verifie encore

ω(g) = a.
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