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TRANSFORMATIONS CONFORMES DES VARIETES
PSEUDO-RIEMANNIENNES

Y. KERBRAT

0. INTRODUCTION

L'objet de cet article est de donner une generalisation aux varietes pseudo-
riemanniennes de quelques resultats connus sur les champs de vecteurs con-
formes et les transformations conformes des varietes riemanniennes.

Dans le paragraphe 2, on etudie les champs de vecteurs conformes fermes
non nuls d'une variete pseudo-riemannienne connexe et complete (M, g). En
particulier, les theoremes 1 et 2 etablissent des proprietes de Γ application ex-
ponentielle de (M, g) liees aux points critiques d'un tel champ de vecturs.

Cette etude est approfondie, dans les paragraphes 3 et 4, pour deux cas
particuliers de champs de vecteurs conformes fermes:

On demontre que les seules varietes pseudo-riemanniennes connexes, com-
pletes, de dimension superieure ou egale a 2 et possedant un champ de vecteurs
homothetique ferme non isometrique sont les espaces pseudo-euclidiens
(theoreme 3).

Si Γon note A(M9 g) Γespace des solutions / de Γ equation:

Ddf = f g ,

il est clair que le gradient de toute fonction appartenant a A(M, g) est un champ
de vecteurs conforme ferme de (M, g). Le lemme 2 fournit une forme quadra-
tique naturelle Φ sur A(M, g) et Γexistence de points critiques pour une fonction
/ appartenant a A(M, g) est reliee, par la proposition 5, au signe de Φ(f).

Les theoremes 5 et 6, generalisant des resultats d'Obata [9] etTashiro [11],
fournissent une classification des varietes pseudo-riemanniennes connexes,
completes, de dimension superieure ou egale a 2 et pour lesquelles A(M, g) Φ
{0}, sauf dans le cas ou la forme quadratique Φ est degeneree positive.

Les resultats des paragraphes 3 et 4 sont utilises, dans le paragraphe 5, pour
etablir le theoreme 8 qui fournit, a une homothetie pres, les varietes pseudo-
riemanniennes connexes, simplement connexes, completes, regulieres, fortement
reductibles, de dimension superieure ou egale a 3 pour lesquelles le plus grand
groupe connexe de transformations conformes n'est pas un groupe d'homothe-
ties. La demonstration utilise un theoreme de Wu [13] generalisant le theoreme
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de decomposition de De Rham [10] et assurant que toute variete pseudo-
riemannienne satisfaisant aux hypotheses du theoreme 8 est necessairement
une variete produit. Le theoreme 8 contient le resultat suivant dύ a Tashiro
et Miyashita [12]: "Le plus grand groupe connexe de transformations con-
formes d'une variete riemannienne connexe complete et reductible est un
groupe d'homotheties".

I. PRELIMINAIRES

1. Soit M une variete de classe C°°, connexe et de dimension n. TM est
le fibre tangent de M et T*M son fibre cotangent. On note C°°(M) Γanneau
des functions reelles de classe C°° sur M et C°° ®* TM ®q T*M le C°°(M)-
module des champs de tenseurs p fois contravariants et q fois covariants de
classe C°° sur M. X e C°°TM etant un champ de vecteurs sur M, L(X) designe
Γoperateur derivation de Lie dans la direction de X.

Pour toute fonction / e C°°(M), on note Cr (/) = {m e M\dJ = 0} Γen-
semble de ses point critiques. De meme, pour tout champ de vecteurs X e
C°°TM, Cr (X) = {m e M \ X(m) = 0} est Γensemble des points critiques de X.

Une metrique pseudo-riemannienne sur M est un champ de tenseurs g e C°°
(x)2 T*M tel que, pour tout point m de M, la forme bilineaire g(m) sur TmM
soit symetrique et non degeneree.

Le couple (M, g) est alors appele variete pseudo-riemannienne. M etant
connexe, la signature de g(m) est independante de m e M et est appelee signa-
ture de (M,g).

2. Soit (M, g) une variete pseudo-riemannienne. On designe par D Γope-
rateur de derivation covariante associe a la connexion canonique de (M, g).
Le tenseur de courbure et le tenseur de Ricci de (M, g) sont notes respective-
ment R e C°°TM (x)3 Γ*M et Ric e C~ (x)2 Γ*M.

Pour tout champ de vecteurs X <=. C°°TM, on pose:

δX = — Tr (DX) e C°°(M) .
n

La metrique pseudo-riemannienne g definit, de maniere naturelle, un iso-
morphisme de C°°TM sur C°°T*M note: X e C~TM ^ Xb e C~T*M. L'iso-
morphisme reciproque est note: a € C°°Γ*M ι-> α# € C°°TM, [2]. La variete
pseudo-riemannienne (M, g) est dite complete si sa gerbe canonique est un
champ de vecteurs complet sur TM.

3. Soit (M, g) une variete pseudo-riemannienne complete, exp e C°°(TM, M)
designe Γ application exponentielle deίinie par la connexion canonique de (M, g)
et Γon pose:

expm = exρ/ΓmM , v m e M .
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E etant un sous-ensemble de M, on dit que (M, g) est E-complete si M =
U m « e x p ( Γ J l ί ) .

Un champ de vecteurs X € C°°TM est un champ de vecteurs conforme de
(M, g) si L(X)g = 2<5X g. Un champ de vecteurs conforme X de (M, g) est dit
homothetique (resp. isometrique) si la fonction δX est constante (resp. nulle)
sur M. On note #(M, g) (resp. ^f(M, g), resp. ,/(M, g)) Γalgebre de Lie des
champs de vecteurs conformes (resp. homothetiques, resp. isometriques) de
(M, g) et ^0(M, g) C #(M, g) la sous-algebre de Lie des champs de vecteurs
conformes complets de (M, g). (M, g) etant complete, il est bien connu [7] que

C(M,g), H(M,g), I(M,g) designent respectivement les groupes de Lie des
transformations conformes, des homotheties, des isometries de (M, g) et leurs
composantes neutres sont no tees C0(M, g), H0(M, g), I0(M, g).

^0(M, g) etant naturellement isomorphe a Γalgebre de Lie de C(M, g), [1],
la condition: CQ(M,g) Φ H0(M,g) est equivalente a: ^Q{M,g) Φ j(?(M,g).

Un champ de vecteurs conforme ferme de (M, g) est un champ de vecteurs
conforme X tel que la 1-forme Xb 6 C°°T*M soit fermee (dXb = 0). L'en-
semble J^"(M, g) des champs de vecteurs conformes fermes de (M, g) est un
sous-espace vectoriel de #(M, g) et il est immediat de verifier qu'un champ de
vecteurs X € C°°TM est un champ de vecteurs conforme ferme de (M, g) si et
seulement s'il verifie:

( 1 ) DγX = δX Y, yYε

II. PROPRIETES DES CHAMPS DE VECTEURS

CONFORMES FERMES

1. Soient (M, g) une variete pseudo-riemannienne connexe, de dimension
n > 2 et X € J^XM, g) un champ de vecteurs conforme ferme non nul de
(M, g). En derivant (1) on obtient immediatement

(2) R(Y, z)x = γ(δX) z - z(δX). y , v y, z <= C~ΓM

et, par contraction,

( 3 ) Ric (X, Y) = (1 - n)y(βZ) , y Γ ζ C°°ΓM .

Proposition 1. Soft w: / —> M w/te geodesique de (M, g) ίeZZe

Z o W ( 0 ) = Λ ( 0 ) , &<=#.

Alors Xou: (& + θ)(du/dt) ou θ e C°°(/) e
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( 4 ) θ(f) = [\δXou)(s)ds .
Jo

Preuve. Soit (^i)ΐ=i,...,n une base de Γespace des champs de vecteurs paral-
leles le long de u. Alors

Xou=Σfret, ^ L = Σ a i ei> ft € C(l) , a{eR, /4(0) = kat ,
i=i at ϊ-i

± e i (Xu) (jSXu)ή
ί=i dt at at

d'oύ:

Corollaire 1. Soft u: I ->M une gέodέsique de (M, g) telle que w(0)
Cr(Z). ^torj

ZoM = θ
dt

Proposition 2. (i) Cr (X) Π (ί^)-1©) = 0.
(ii) Cr (Z) a tous ses points isolέs dans M.
(iii) dim J^(M,g) < n + 1.
Cette proposition se demontre facilement au moyen de (1), (3) et du corol-

laire 1.
Proposition 3. Soit u: [0, a] —> M un lacet gέodέsique non dέgέnέrέ en un

point m0 e Cr (X). II existe b e ]0, a[ tel que

mγ = u(b) € Cr (X) , δX(md δX(mQ) < 0 .

Preuve. La fonction θ definie par (4) satisfait a

θ(0) = θ{a) = 0 , -^-(0) = *L(ά) = δX(m0) φ 0 .
dt dt

II existe done b e ]0, α[ tel que ^(6) = 0, (dθ/dt)(b) (dθ/dt)(O) < 0. Le resultat
se deduit alors immediatement du corollaire 1 et de la proposition 2.

2. Dans ce paragraphe, on supposera que la variete pseudo-riemannienne
(M, g) est complete et que Cr (X) φ 0.

Le lemme suivant se verifie par un calcul direct elementaire.
Lemme 1. Soient
( i ) u: R-> M une gέodesique de (M, g) telle que X o w(0) = k(du/dt)(0),

keR,
(ii) Z M/i champ de vecteurs parallele le long de u,
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(iii) θ <= C°°(R) la fonction definie par (4),
(iv) ψ € C°°(R) la solution de

+ d(δX)oZ = 0 , Ψ(0) - - ^ ( 0 ) = 0 .
dt

ξ + d(δX)oZ 0 , Ψ(0) ^
dr dt

Λlors J = (k + Θ)-Z + ψ'dujdt est le champ de Jacobi le long de u de con-
ditions initiales, [6]:

/(0) = Jfc Z(O) , — / ( O ) = (δXou)(0) Z(0) .
dt

Theoreme 1. y m e Cr (X), y ξ e TmM - {0}, si expm (f) € Cr (X),
rgί expm = 1 si expm(f) € M - Cr (Z), rg^ expw = n.

Preuve. Soient u: t e R >-» exp (t f) e M la geodesique de condition initiale
(du/dt)(O) = ξ, Ύj e Γ m M quelconque, Z le champ de vecteurs parallele le long
de w tel que

Z(0) =

D'apres le lemme 1,

Tξ expw0?) =
dt

oύ 0 est la fonction definie par (4), et ψ est la fonction introduite dans Γenonce
du lemme 1.

Si exp (£) = u{\) e Cr (X), θ(l) = 0 d'apres le corollaire 1. On deduit alors
immediatement de la formule ci-dessus que τgξ expm = 1. Si exp (f) =
€ M — Cr (X), θ{\) Φ 0. Par consequent, y 37 6 Ker T e expm,

Z(l) = - . i ί 1 ! ^ίf-(l), d'oύ, par transport parallele ,
Θ(X) dt

η =

0 = Tt expm(j?) = - tfy Γt expm(f) .
0(1)

II en resulte ψ(l) = 0 d'oύ η — 0.
Notations. Pour la suite, on pose, pour tout point m e Cr (Z),

= (expJ-W - Cr (Z)) U {0} c ΊJΛ ,

S(m) = TmM - W(m) - (exp J ^ C r (Z)) - {0} .
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On note egalement WQ(m) le plus grand ouvert de TmM etoile en 0 et contenu
dans W(m), et Γon pose

D(m) = exp (W0(m)) .

Theoreme 2. Pour tout m e Cr (X),
(i) W{m) est un voisinage ouvert de 0 dans TmM, et en particulier, W0(m)

est non vide,
(ii) D(m) est ouvert dans M et la restriction de expm a W0(m) est un

diffeomorphisme de W0(m) sur D(m).
Preuve. (i) D'apres le theoreme 1, W(m) = {ξ e TmM\rgξ expTO = n} et

est done ouvert dans TmM.
(ii) Le theoreme 1 afϊirme que expm est un diffeomorphisme local en tout

point de W0(m). II sufϊit done de montrer Γinjectivite de expm/W0(m). Soient

ξ, ξ' € W0(m) tels que expm(?) = exρm(f0
ξz=O^>ξ'z=θ = ξ.ξΦθ^>ξ'^Oet considerons alors les geodesiques

non degenerees: u: t «-> exp (t-ξ), ur: ί •-> exp (t ξ').
u(ί) = w'(l) e M — Cr (X). Le vecteur Xou(l) est done non nul et, selon

le corollaire 1, il est colineaire a (du/dt)(l) et (du'/dt)(l). Done

——(1) = α-—(1) , aεR* .

Si α ^ 1, posons fc = Inf {—1, — a}, c = Sup{—1, — a}, a = c — b > 0.
Comme m = exp ( — (du/dt)(l)) = exp (—(du'/dt)iϊ)) = exp (—a (du/dt)(l)),
u": t e [0, α] H-> exp ((t + b) (du/dt)(l)) est un lacet geodesique non degenere
en m. Par construction, w"([0, α]) C M([0, 1]) U M t̂O, 1]) C D(m) et, par
consequent, M;/([0, a]) Π Cr (Z) c D(m) Π Cr (Z) = {m} ce qui contredit la
proposition 3. On a done necessairement a = 1, soit (du'/dt)(l) = (du/dt)(l),
d'oύ M' = M et f' = f.

3. Soit (M, g) une variete pseudo-riemannienne connexe et de dimension
n > 2.

Proposition 4. 5/ dim «^(M, g) > 2, /Z β cwίβ k ζ R, tel que, pour tout X
), Γon ait

= k-X .

Preuve. Soient X, YzέFiM, g), 2?-lineairement independants. Compte
tenu des proprietes de symetrie du tenseur de courbure d'une variete pseudo-
riemannienne, on deduit facilement de (2)

dδX A Xb = dδY A Yb = dδX A Yb + dδY A Xb = 0 .

II existe done une fonction h e C°°(M — Cr (X)) telle que
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dδX = h Xb sur M - Cr (X)

et une fonction h! e C°°(M — Cr (X)) telle que

dδY = h' Xb + h Yb sur M - Cr (X) ,

cette derniere fonction satisfaisant a

h'.Xh A Yb = 0 sur M - Cr (X) .

L'ensemble V(X, Y) = {m € M | Z δ Λ Γδ(ra) = 0} n'ayant pas de point inte-
rieur [4], il en resulte h' = 0.

En differential, on obtient alors

dh A Xb = dh A Yb sur M - Cr (X) ,

d'oύ dft - 0.
Comme M est connexe de dimension n > 2 et que Cr (X) a tous ses points

isoles dans M (Proposition 2), M — Cr (X) est connexe et, par consequent, h
est constante sur M — Cr (X).

Par continuite, on en deduit qu'il existe k e R tel que

Notation. Pour tout k € R*, on note Ak(M, g) C C°°(M) Γespace des solu-
tions / de Γequation

( 5 ) Ddf = kf g.

Le corollaire suivant se deduit facilement de la proposition 4.
Corollaire 2. (i) 5/ J*~(M, g) Π ^ ( M , g) ^ {0}, J^(M, ^) c ^(Aί, g).
(ii) 5'zϊ ejtwte A: 6 i?* ί̂ Z <?ŵ  >4*(Λf, g) Φ {0}, Vapplication f e Ak(M, g) »->

£ί wπ isomorphίsme de Ak(M, g) sur J^(M, ̂ ) .
Corollaire 3. SΊl existe k e R* tel que Ak(M, g) Φ {0}, alors

Preuve. Soient / e Ak(M, g)9 f Φ 0, X ε Jf(M, g) quelconque. L(X)g =
2δX-g avec δX = a e R. On pose A = Z(/) e C°°(M).

gφγ{dh)\ Z) = Y(Z(A)) - DΓZ(A) , y Y, Z € C°°TM .

Mais

Z(A) - kfg(X,Z) + g(ίdf)*,DzX) ,

Y(Z(A)) - g(ΛYω-y + akf Y,Z) + kfg(X,DγZ) + g(kdf)*9DγDzX) ,

d'oύ
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gφγ(dh)\Z) = g(kY(f) X + akf.Y,Z) + g((df)\DγDzX - DDγZX) .

X etant un champ de vecteurs homothetique est affine, soit

DYDZX - DDγZX + R(X, Y)Z = 0

et

DY(dhf = kY(f) X + akf Y + R(X, Y)(djf , v Y <=

d'oύ il vient, compte tenu de (2),

Dγ(dhy = k(h + af) Y , y 7 e C~TM ,

ce qui, en raison du corollaire 2, implique a — 0 soit X e <f(M, g).

III. EXISTENCE DE CHAMPS DE VECTEURS HOMOTHETIQUES

FERMES NON ISOMETRIQUES

Theoreme 3. Les seules variέtέs pseudo-riemanniennes connexes com-
pletes, de dimension n > 2, possέdant un champ de vecteurs homothetique
ferme non isomέtrique sont les espaces pseudo-euclidiens.

Ce theoreme est une consequence triviale du suivant.
Theoreme 4. Soit (M, g) une variέtέ pseudo-riemannienne connexe com-

plete, de dimension n > 2, possέdant un champ de vecteurs homothetique
ferme non isomέtrique X. Alors

(i) X a un unique point critique m0,
(ii) expmo est une isomέtrie de Γespace pseudo-euclidien (TmoM, g(m0)) sur

(M,g).
Preuve du thέoreme 4. Par hypothese, X 6 cf(M, g) et δX = a e R*.
( i ) Soit m e M quelconque et soit u: R —> M une geodesique non dege-

neree de (M, g) telle que w(0) = ra, X(m) = k (du/dt)(O), k 6 R. De la pro-
position 1, on deduit

XoU(t) = (Jfc + at)—(t) ytsR ,
dt

d'oύu(-k/a)€Cr(X).
Par consequent, Cr (X) est non vide et (M, g) est Cr (JΓ)-complete. H e s t

clair egalement que

S(m) = 0 , y m e

done JF(m) = TmM = W0(m), et M = U ^ c r ( z ) />(m).
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(ii) Soient m09 mι <ε Cτ(X) tels que D(m0) Π D(m^ Φ 0. Alors, m etant
un point fixe de D(m0) Π D(m^, il existe ξ0 e TmoM et ξx € ΓTOlM tels que
m = expmo (f0) = expm i (&). Le long des geodesiques

u0: t^uo(t) = exρTOo(/.f0) >

Mi: ί •-> "i(0 = expTOl(ί f!) ,

on a, d'apres le corollaire 1,

X o uo(t) = αί. 4 ^ ( 0 , ^ ° «i(0 = «ί -Φ-W

Pour ί = 1,

X(m) = I o W f l ( l ) =

d'oύ (α ^ 0),

du0
( l ) =

dt dt

mQ = exρm ( ———(1)1 = exρm ( —-

Done, pour ra0, mι e Cr (X),

mQΦ mx=> D(m0) Π Dim,) = 0 .

(D(m)) m e C r ( X ) est un recouvrement de M, parametre par Cr (X), par des
ouverts deux a deux disjoints. Comme M est connexe, Cr (X) possede un
unique element m0 et, d'apres le theoreme 2, expmo est un diffeomorphisme de
TmoM ( = W0(m0)) sur M (=D(m 0)).

(iii) Soient ξ, η, ζ € TmoM arbitraires, u: 11-* expmo (ί f) la geodesique de
condition initiale ξ.

Tξ expmo (rj) = /(I) , Γ, exP m o (ζ) = 7'(1) ,

oύ / et /7 sont les champs de Jacobi le long de u de conditions initiales

/(0) = /'(0) = 0 , ^-/(0) = η , A / ' ( 0 ) = ζ .
at dt

Notons Z et Z' les champs de vecteurs paralleles le long de u de conditions
initiales Z(0) = η, Z'(0) = ζ. Le lemme 1 exprime alors que

= t Z ( t ) , J'(t) = t . Z ' ( t ) 9 V t ε R ,

d'oύ

g(Tξ expmo (q), Tξ expmo (ζ)) = g(J(l), /'(D) = g(Z(l)

= g(Z(0), Z'CO)) - g(q9 O
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IV. EXISTENCE DE SOLUTIONS NON NULLES DE

LΈQUATION Ddf = kf g, k e R*

Soit (M, g) une variete pseudo-riemannienne connexe, complete et de dimen-
sion n > 2. Rappelons (cf. II, 3) que nous notons Ak(Λf, g) Γespace des solu-
tions de Γ equation

( 5 ) Ddf = kf g, kεR*.

Posons A^M, g) = A(M, g) et remarquons que

Dans ce chapitre, on supposera que A(M, g) Φ {0} et Γon pourra ne pas
considerer la situation oύ la signature de (M, g) est egale a (n, 0) ou a (0, ή)
(en eίϊet, pour chacun de ces deux cas particuliers, une etude complete est
dejaconnue [9], [11]).

1 . L e m m e 2 . ( i) Pour toutes fonctions f , h e A(M, g), la function

est constante sur M.
(ii) Vapplication ψ: (/, h) e A(M, g) X A(M, g) \-> φ(f, h) eR est une forme

bilinέaire symέtrique sur A(M9 g).
La preuve de ce lemme est elementaire.
Definition. La forme quadratique Φ: f e A(M,g) H-> φ(f) = <p(f, f) est ap-

pelee forme quadratique fondamentale de A(M, g).
Proposition 5. Pour toute fonction f € A(M, g)
(i) si Cr (/) φ 0, φ(f) < 0, Γέgalitέ rfayant lieu que pour f = 0,
(ii) si Φ(f) < 0, Cr (/) Φ 0 et (M, g) est Cr (f)-complete.
Preuve. (i) Soit meCi (/) quelconque. Comme dmf = 0,

φ(f) = -(/(m))2 < 0 .

Si φ(f) = 0, Cr (/) Π f-\0) = Cr (/) Φ 0. / est done nulle d'apres la proposi-
tion 2.

(ii) Si Φ(f) < 0, on pose Φ(f) = —a\a>0. La fonction / n'etant pas
constante sur M, soit m e M — Cr (/) un point regulier quelconque de /.
Notons u: R —• M la geodesique de (M, g) de condition initiale (du/dt)(0) =
(dfY(m) (Φθ). Un calcul simple utilisant la proposition 1 montre que si \f(m)\
= a, alors (dffoU(f) = (1 + tf(m)).(du/dt)(t); si (f(m))2 = a2 -b\b> 0,
alors (df)*ou(f) = (α/Z>) sin(fo + a)>(du/dt)(t) ou a = Arc cos (f(m)/a); si
Him))2 = a2 + c2,c> 0, alors (df)*ou(t) = (εa/c) sh (c* + εβ) (du/dt)(t) oύ
jS = arg sh (c/a) et ε = f(m)/\f(m)\. La conclusion annoncee en decoule imme-
diatement.
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2. Cas de forme quadratique fondamentale Φ definie positive

Notations. On note (x, y) *-+ x>y le produit scalaire euclidien naturel sur
Rp et Γon pose | JC|2 = x-x, V x e Rp. On designe par g la metrique rieman-
nienne sur Rp dont la courbure sectionnelle est constante et egale a — 1 en
coordonnees naturelles (x1):

( 6 ) gtJ = δtJ - X%*\ ( ί , / = l , , p ) .
I -f- \x\

Theoreme 5. Soit (M, g) une variete pseudo-riemannienne connexe, com-
plete, de dimension n > 2 et telle que

(i) dimA(M,g) = p> 0,
(ii) la forme quadratique fondamentale Φ de A(M, g) est definie positive.

Λlors (M, g) est isomέtrique a (Rp X M, g + pg) ou g est la metrique rieman-
nienne definie par (6) sur Rp, (M, g) est une variete pseudo-riemannienne
connexe complete de dimension n — p telle que A(M, g) = {0}, et p e C0O(i?p)
est la fonction definie par

Preuve. L'hypothese (ii) implique, en raison de la proposition 5, que, pour
tout m € M, Γapplication lineaire / e A(M, g) •-• dmf € T*M est injective. En
particulier, dim A(M, g) — p < n. Pour toute la suite du paragraphe, on fixe
une base {/*}*=!,...,p de A(M, g), orthonormee pour le produit scalaire ψ et Γon
note F e C°°(M, Rp) Γapplication meM*-> F(m) = (f^m), , fp(m)) e Rp

qui, d'apres ce qui precede est une submersion.
On pose egalement, pour tout x = (xι, , xp) e Rp.

xx = Σ x'idfd* = xKduy = (dix^y t &{M9 g).
i = l

Lemme 3. Pour tout couple (x, m) e (Rp — {0}) X M,

(i) Fo exp (Xx{m)) = (ch a + ^-x.F(m)Wm) + ^Lx ,

(ii) Xx o exp (Xx(m)) = (ch a + -^-x F(m))τXχim) expm (Xx(m)) ,

oύ a=[\x\2 + (jc F(m)) 2] 1 / 2> 0.
Ce lemme s'etablit facilement par un calcul direct, en utilisant la proposi-

tion 1.
Soient λ: Rp -* Rp et μ: Rp -> Rp les applications definies par

χ(x) = a r g s h i * l . ; t , si x Φ 0 , ^(0) = 0 ,
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μ(x) = ~ l λ(x) .

λ et μ sont clairement des diffeomorphismes de Rp et Γon verifie immediate-
ment que, pour tout point m e M,

exp (XμoFim)(m)) e F~\0) .

En particulier, F~ι(0) ψ 0 et, comme F est une submersion, M = ^""'(O)
est une sous-variete de codimension p de M. Introduisons les deux applications
de classe C°°:

i: M —> Rp x M , j : Rp x M -^ M

deίinies par

ι(/n) = (F(m), exp (XμoF(n)(m)) , m ε M ,

j(x, m) = exp (^(^(ra)) , (x, m) € i?^ X M .

On deduit f acilement du lemme 3 :
(i) Pour tout x € M,

XλoF(m)otxiρ (XμoF(m)(m)) = -TXμ0Fm)im) exp m (XμoF(m)(m)) ,

d 'oύ joi = IάM.
(ii) Pour tout couple O, m) <ε Rp x M:

( 7 ) Foj(χ,m) = x ,

XμoFoj(χ,m) °KX> m) — — Tχλlx)(m) ^Xpm ( ^ ( a ? ) ( m ) ) ,

d'oύ /oy == Id^^x^
Par consequent, y est un diffeomorphisme de classe C°° de i?p x M sur M

et y"1 = i. Calculons Γ application tangente a y. Soit (x, m) e Rp X M quelcon-
que. Pour tout (y, ξ) e Rp X TmM = Rp X Ker dmF, introduisons une appli-
cation (v, w) € C°°(I, Rp X M) verifiant

ds ' ds

Alors

T{x,n)j(y,ξ) = -4"-U°(V,

= - | - e x p (ί ΛΓ2.β (, )oκ'(ί))L = /(I) ,
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oύ / est le champ de Jacobi le long de la geodesique u: t H-> exp (t XHx)(m))
defini par

Jit) =-?-exp(t Xλov{s)ow(s))
ds

On a /(0) = (dw/ds)(O) soit 7(0) = ξ.

exp (i.Z^ ( s )o>i

V teR .

at dt ds

ds dt ds

soit, compte tenu de F(/w) = 0, (D/dt)J(0) = Xdχλ{y)(m).
Si x — 0, la geodesique w est degeneree et, compte tenu de doλ(y) = y, il

vient immediatement

Γ(o.m,/Cv, f ) = + ξ e TmM .

Supposons x Φ 0 et notons Y^ et Zζ les champs de vecteurs paralleles le long
de u de conditions initiales Yy(0) = Xy(m), Zζ(0) = ξ.

Un calcul direct utilisant (2) et le lemme 3 permet de montrer sans difficulte
que le champ de Jacobi / introduit ci-dessus s'exprime par

J = aYy dt

oύ or, /3, p sont les functions sur R deίinies par

a(t) = J _ sh (ί arg sh |JC|) , β(t) = ch (/ arg sh |JC|) ,

1 sh(ίargsh|Λ[

|jc|argsh \l/2 -]•
On a alors

Tιx.m)j(y, ξ) = r,(l) - χ y

|^:|argsh

+ (1 + \x\ψ2Zξ(l) ,

et Γon en deduit, compte tenu de F(m) = 0,

g(Tix,m)j(y, ξ), TiXtm)j(z, η)) = y z - ^ j

c'est-a-dire que,

Γi - I 1
L (l + \x\ψ21

dt

\x\2)g(ξ,y) ,
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j * 8 = g + P'g ,

oύ g est la metrique pseudo-riemannienne induite par g sur la sous-variete M
d e M .

M etant connexe et difϊeomorphe a Rp x M, M est necessairement connexe.
D'autre part, (M, g) est une sous-variete totalement geodesique de (Λf, g) et
est done complete.

Enfϊn, {j*fi}i=u...,p est une base de A(RP x M, g + p-g). Si he A(M, g),
on montre facilement que la fonction ( c, m) e Rp X M «->• [̂ ( OP^/iCra) ap-
partient a ^4(1?̂  X M, g + p-g) ce qui, compte tenu de (7), implique/z = 0.
On a done bien ^4(Af, g) = {0}.

3. Cas de forme quadratίque fondamentale Φ non-positive

(a) p > 0 et q > 0 etant deux entiers, on note θv>q la forme bilineaire,
symetrique non degeneree, definie sur RP+Q+1 par

θp.q(χ,y) = Σ xY -PΣ+1 χ'y* (χ = χ\--,χp+q+ι) eR^+1 ,
i=l ΐ=p+l

y = (y\ . . . , y P + β + i) € jRP + « + i .

HP,Q = {χ 6 ^ P + Q + 1 1 ^ f β(jc, JC) = - 1 } est une hypersurface connexe de RP+«+\
Designons par gp>q le champ de tenseurs induit par θp>q sur HPtQ.

(HPtQ, gPtq) est une variete pseudo-riemannienne complete de signature (p,q)~
On demontre facilement que A(HPtq,gPtq) = {h\Hp>q/h <= Horn (Rp+q+\ R)},
et que la forme quadratique fondamentale Φ de A(HP q,gpq) est de signature

( P , * + 1 ) .

En particulier, la fonction

( 8 ) h0: x = (x\ , ̂ + ^ + 1 ) g HP,Q ^ ^ + ^ + 1 € 1?

appartient a A(Hp>q, gPtQ), est telle que Φ(/z0) < 0 et

( 9 ) Cr (h0) = {x0 = (0, . ,0, 1), x, = -x0 = (0, . . . ,0 , -1)} .

Theoreme 6. Soit (M, g) une variete pseudo-riemannienne connexe, com-
plete, de dimension n > 2, de signature {n — q,q), 1 < q < n — 1, pour
laquelle A{M, g) Φ {0} et la forme quadratique Φ de A(M, g) n'est pas positive.
Si q> 1, (M,g) est isometrique a (Hn_q>q, gn_q>q). Si q = 1, (M,g) est un
revetement (localement) isometrique de (Hn_hl, gn_lfl).

La demonstration de ce theoreme, donnee dans (c), utilisera les lemmes
etablis en (b).

(b) Dans Γenonce des lemmes 4, 5 et 6 on supposera donnees une variete
pseudo-riemannienne (M, g) satisfaisant aux hypotheses du theoreme 6 et une
fonction feA(M, g) telle que Φ(f) < 0.
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II resulte de la proposition 5 que Cr (/) Φ 0 et M = (Jmecr (/) exp (TmM).
Pour tout point m de M et tout reel a Φ 0, on pose

#(m, α) = {£ € TJΛI g(£, £) = α} C ΓmM .

Comme 1 < q < n — 1, #(ra, a) Φ 0, V aε R*.
Lemme 4. (i) Pour tout m e Cr (/),

5(m) = U #(™, ~k2m , Ψ0(ιπ) - {f € ΓWM |g(£, f) > -/Z2} .
keN*

(ii) Cr (/) possede au moins deux points dίstincts.
Preuve. Soient m e Cr (/), f e ΓmM — {0}. En utilisant le corollaire 1, on

obtient aisement:
Si g(ξ, ξ) = 0, alors (df)* o exp (f) = /(m) Γ, expm (£), / o exp (£) = /(m)

si ^(£, ξ) = c2> 0, alors

W/)* o exp (£) = - ^ - sh c Γe expm (£) , / o exp (£) - f(m) ch c
c

si * ( £ , £ ) = - c 2 < 0 , alors

(d/)» o exp (£) = - ^ ^ - sin c T, expm (£) , / o exp (£) = /(m) cos c
c

et le lemme se deduit immediatement de ces formules.

Lemme 5. (i) M = {Jmtcvcn D(m).
(ii) Pour tout couple (m, mf) de points critiques distincts de f, exp"1 (m7)

Φ0, et

Dim) Π D(mO ̂  0 & exp"1 (mθ Π Him, -Π2) Φ 0 .

Preuve. (i) Soit m e M — Cr (/) arbitraire. On sait qu'il existe m0 e Cr (/)
et £ e TmoM tels que m = exp (£). Si m € Af — D(mQ), il resulte du lemme 4
qu'il existe k <=.N* tel que

- ( £ + l)2/72 < g(ξ, £) C -k2Π2 .

Posons α = kΠ (-g(ζ, f))~1/2 e ]*/(* + 1), 1[, mx = exp (α f). mx € Cr (/) et
m - exp (,) oύ η = ail - a) Ta.ξ expmo (£) e TmiM.

- a)2 € ] - ( i ^ ) 2 ? θ[ C ]-π\ +oo[?

d'oύ 27 € WJjnd et m
(ii) En utilisant la proposition 2 et le lemme 4, on demontre que la relation

binaire SI definit sur Cr (/) par
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m0trή φ exp"1 (nΐ) Φ 0

est une relation d'equivalence. On note Π: Cr (/) —> Cr (/)/«£? = A la surjec-
tion canonique. Pour tout a e A, on pose E(a) = Um<=/7-i(«) D(m). Alors M =
Uα€^ £(«) II resulte du corollaire 1 que a Φ β => £(<*) Π £(/3) = 0 ce qui,
compte tenu du theoreme 2 et de la connexite de M, entraίne que A possede
un unique element et, done, que

exp-1 (m') Φ0 , v m ε Cr (/) , y m ' e C r t f ) .

La derniere partie du lemme se prouve facilement en remarquant que, pour
tout m € D(m0) Π D{m^) C M — Cr (/), (ra0 6 Cr (/), mx € Cr (/), ra0 Φ mj, on
a g((df)\m), (df)\m)) < 0 (cf. les formules ecrites dans la demonstration de
la proposition 5).

II decoule des lemmes 4 et 5 et de la proposition 2 que, pour tout couple
(m, m!) de points critiques de f, exp"1 (mf) est une hypersurface fermee de
TmM. En notant encore g(m) le champ de tenseurs induit sur exp"1 (raO par
g(ra), (exp^1 (mθ, g(m)) est une variete pseudo-riemannienne.

De plus
Lemme 6. Pour tout couple (m, m!) de points critiques distincts de f, Γap-

plication

λ£:ξe exp-1 (m') ^ -Tζ expm (ζ) e Tm,M

est une isomέtrie de (exp"1 (m'), g(m)) sur (exp-^ra), g(m')).
Preuve. II est clair que X£ί est un diffeomorphisme de exp"1 (ra') sur

exp"1 (m). Soient ξ e exp"1 (m'), 7 e Γ^exp"1 (mθ) C TWM, v € C"(/ c /?,
exp"1 (raO) tel que v(0) = ξ, (dv/ds)(0) = η. Alors

et

τuisΛ'°-^-(s) = - - r - ( ^ r - e χ P (

ds ds \ dt

ds dt

d'oύ

Mais Γapplication t •-> (3/3J) exp (ί v(j))|ίBBθ

 e s t l e champ de Jacobi / le long
de la geodesique u: t «->• exp (t f), de condition initiale
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7(0) = 0 , -^-7(0) = v .
at

II resulte alors du lemme 1 et de g(ξ,η) = 0 que Tζλ™\η) = -f(m')/f(m).
Z(l) oύ Z est le champ de vecteurs parallele le long de la geodesique u tel
que Z(0) = η. Comme \f(m')/f(m)\ = 1, X£ est bien une isometrie.

(c) Preuve du thέoreme 6. Soit / e A(M, g) telle que Φ(f) < 0. On fixe
m o e C r ( / ) .

xQ et xx etant les points de Hn_qtq definis par (9), on se donne un iso-
morphisme orthogonal ψ0 de (TmoM, g(m0)) sur (TXoHn_qtq,gn_q>q(x0)).

m e Cr (/) etant un point critique quelconque de /, on deduit du lemme 6
que λ™° est la restriction a exp"1 (m0) d'un unique isomorphisme orthogonal

Ψm de (TmM, g(m)) sur (TmoM, g(m0)).
De meme, en appliquant le lemme 6 a la fonction hoe A(Hn_q>q, gn_q>q)

definie par (8), λ%\ est la restriction a exp^1 (xλ) d'un unique isomorphisme
orthogonal a de {TXQHn_q>q,gn_q>q(xQ)) sur lτxiHn_qtq,gn_q>q{xι)). Pour tout
m e Cr (/), si f(m) = /(m0) on pose

j m = o

si /(m) = —/(m0) on pose

/TO = expXl offoψ0o^mo (expm/ WQ(m)Yl: D(m) -> D(xλ)

Par definition, chacune des applications j m est un diffeomorphisme et, en ap-
pliquant le lemme 1, on verifie facilement que c'est une isometrie de (D(m), g)
sur (D(xo),gn_q>q) ou (D(xd9gn-q,ά

En outre, il resulte du lemme 5 que chaque application j m est la restriction
a Γouvert D(m) d'une application /: M —> B.n_qΛ et que / est un revetement.

Si q > 1, la variete Hn_q>q, difϊeomorphe a Rn~q x Sq est simplement con-
nexe. Dans ce cas, / est necessairement un diffeomorphisme.

V. TRANSFORMATIONS CONFORMES DES VARIETES

PSEUDO-RIEMANNIENNES REDUCTIBLES

1. Varietes pseudo-riemanniennes fortement reductibles

Soient (M, g) une variete pseudo-riemannienne connexe, m un point de M
e t σ m C O(TmM,g(m)) le groupe d'holonomie restreint [7] de (M, g). Nous
disons que (M, g) est rέgulίere si le sous-espace

TmM = {£ e Γ m M 10(£) = f, V θ 6 σm}
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est, soit nul, soit non isotrope (c'est-a-dire que la restriction de g{m) a T°mM
est non degeneree).

La variete pseudo-riemannienne (M, g) est fortement rέductίble si σm laisse
invariant au moins un sous-espace non trivial et non isotrope de TmM. Si
(M, g) n'est pas fortement reductible, elle est dite jaiblement irrέductίble.

Remarque. Un champ de vecteurs parallele d'une variete faiblement
irreductible et reguliere, est identiquement nul.

H. Wu a etabli [13] le theoreme suivant, generalisation d'un resultat clas-
sique de G. de Rham [10].

Theoreme de decomposition de De Rham-Wu Toute variete pseudo-
riemannienne connexe, simplement connexe, complete, reguliere, fortement
reductible et de dimension n > 3 peut s'έcrire sous la forme

(10) (M,|>)= X(Ma,gJ,
a = 0

ou (Mo, g0) est un espace pseudo-euclίdien de dimension n0 > 0 et, pour a >
ί, (Ma, ga) est une variete pseudo-riemannienne connexe, simplement connexe,
complete, reguliere et faiblement irrέductίble de dimension na > 2. De plus,
la decomposition (10) est unique a Γordre pres.

Soit (M,g) une variete pseudo-riemannienne admettant la decomposition
(10). Pour tout a = 0, , q, on note Pa e C~TM (x) T*M le champ de ten-
seurs tel que, y m = (m0, , mq) € M, Pa(m) soit le projecteur orthogonal
de TmM sur TmMa.

Pour tout / e C°°(M), on pose

On pose egalement

Dax = Dpax , X e C-TM , a = 0,- ,q.

Les champs de tenseurs Pa verifient

(11) DPa = 0, Vα = 0 , . . , ί ,

(12) go(Pβ x Pβ) = 0 pour a Φ β ,

dont on deduit, par derivation

(13) ^ ^ ^ o L ( I ) R ( P X F / ) o P f f = 0 ( Z , y ? Z e

et, pour tout a = 0, , #,

(14) Po o L(X)#(P0Y, PαZ) o Po = 0 (X, Y, Z € C~ΓM) .
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2. Champs de vecteurs conformes

Theoreme 7. Toute variέtέ pseudo-rίemannienne connexe, simplement
connexe, complete, rέguliere, fortement rέductible, de dimension n > 3 et
possέdant des champs de vecteurs conformes non homothέtiques est soit un
espace pseudo-euclidien, soit de la forme

(M,g) = (M1,g1/k)χ(M2,-g2/k),

ou k e R* et, pour a— 1,2, (Ma,ga) est une variέtέ pseuco-riemannίenne
connexe, simplement connexe, complete, rέguliere, faiblement irreductible et
telle que A(Ma, gj Φ {0}. De plus, dans ce cas

δXe A(M19 gl) <g> A(M2, g2) , yXe V(M, g) .

Preuve. Soit (M, g) = X l=0 (Mα, ga) une variete pseudo-riemannienne con-
nexe, simplement connexe, complete, reguliere, fortement reductible et de
dimension n > 3 et soit X 6 ̂ (M, g) arbitraire.

II est bien connu [8] que, yY,Z,Te C°°TM

DDX(Y, Z) = -R{X, Z)Y + Z(δX) Y

+ Y(δX).Z-g(Y,Z) (dδX)* ,

L(X)R(Y,Z)T = DdδX(Y, T) Z - ΌdδX(Z, T). Y

+ g(X, T). Dz{dδXf - g(Z, T) Dγ(dδXy .

En comparant (13) et (16), on obtient, pour a Φ β,

DadaδX ®gβ + ga® DWδX = 0 .

Pour toute valeur de a = 0, , q, il existe done une fonction fa 6 C°°(M) telle
que

(17) D d δX = fa ga avec aφ β^fa + fβ = O .

(a) Supposons n0 = dim Mo = 0: (M, g) = x l=1 (Ma, ga), q > 2.
(i) Si q > 3, le systeme (17) s'ecrit

DadaδX = 0 v α = l , . . . , ί .

Chacune des varietes (Mα, ga) etant reguliere et faiblement irreductible, il en
resulte δX = Cte soit X e tf (M, g).

(ii) Si r̂ = 2, on a

(18) DWδX = /-ft , D O T = -f g2, fe C°°(M) .

Remarquons que ^(M^g^ Π ̂ (M^-g^ = {0} en raison du theoreme 3.
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Supposons que Ak(M19 gj = {0}, v k e R*. II resulte alors de la proposition 4
que d i m J ^ M ^ ) < 1. Si ^(Aίl9gd = {0}, dιδX = 0, / = 0, d'oύ Z €
^(M,^) . Si dim ̂ (M^gJ = 1, soit Γ e ̂ ( M 1 ? &), y =£ 0. On deduit de
(18) qu'il existe μ e C°°(MJ telle que

= μ.Y , f = μδY .

En derivant deux fois, il vient

d'oύ, compte tenu des hypotheses, μ = 0, done δX = Cte et X e
Supposons qu'il existe k e Λ* tel que ^ ( M ^ gx) Φ {0}, et soit {^ , λp}

une base de Ak(Ml9 gj. II decoule de (18) et du corollaire 2 que

V

OΛ = 2_ι λφi + y ,

oύ μi9 v e C°°(M2), Qtf=zk 2 ? = i ^ii"ί E n reportant dans (18),

Σ λi(D2d2

μί + kμvg2) + D2d2v = 0 ,

d'oύ

μt € A_k(M2, g2) = A(M2, —kg2) , v = ae R .

Fixons m2 e M2 et considerons, sur M19 le champ de vecteurs
Z: m1eM1^> Z(m^ = PΊX — — (dδXf \ml9 m2) .

V k )

On veriίie facilement que L(Z)gλ = 2α^! et il resulte alors du corollaire 3 que
a = 0 done £X e v4(M1? Z:̂ ) (x) A(M2, —kg2).

(b) Supposons n0 = dim Mo > 1.
( i ) Pour g > 2, le raisonnement fait en (a)(i) montre que ^X e C°°(M^

et D°d°δX = 0.

(ii) Pour g = 1 et n0 = dimM0 > 2, on deduit de (14) et (16)

D'd'δX = D°dιδX = 0 ,

et le systeme (17) devient

DQd°δX = cg0 , DιdιδX = -cg1 , c e R .

Le theoreme 3 implique alors que c = 0 et δX e C°°(M0), D°rf°(5Z = 0.
(iii) Pour q = 1 et rc0 = dimM0 = 1, en raisonnant comme en (a)(ii), on
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obtient que si Ak(M19 gλ) = {0}, ykeR*, alors δX e C~(M0) et D°d°δX = 0,
et que s'il existe k e R* tel que Ak(M19 gι) Φ {0}, δX e A(Ml9 kg,) <g) A(M09

—kg0) (Remarquons que si n0 = 1, dim Ak(M0, g0) = 2, y k e i?*)
(iv) Supposons que q > 1 et que X e #(M, g) satisfait a

δX 6 C~(M0) , D W Z = 0 .

Nous posons (Λf',gθ = χ « = 1 (Ma,ga)9 P' = Σq

a=iPa, D' = Σ L ^ A tout
m0 e Mo et a tout vecteur ξ0 6 Tm oMo associons la fonction

Ψmo.eo - m; eM; ̂  go(PoX(mo, nί\ ξ0) .

II resulte de (15) que

En appliquant une nouvelle fois le theoreme 3, il vient d°δX = 0 et, comme
δX € C-iM,), δX = Cte et done, X € 3f(M, g).

3. Champs de vecteurs conformes purs

Soit (M, g) = (Ml7 gx) X (M2, g2) une variete pseudo-riemannienne telle que
(M19 gλ) et (M2, g2) sont des varietes pseudo-riemanniennes connexes, completes,
regulieres, faiblement irreductibles, de dimensions respectives nλ > 2 et n2 > 1
et telles que A(M19 gj Φ {0}, A(M29 -g2) Φ {0}.

Nous designons par Φx et Φ2 les formes quadratiques fondamentales de
A(Ml9 gθ et A(M2, —g2) et par ψx et ψ2 leurs formes polaires respectives.
Posons B(M, g) = ̂ ( M l 5 &) (x) ̂ l(M2, — g2) c C°°(M) et notons ^^(M ? g) le
sous-espace de C°°TM des champs de vecteurs de la forme

(19) Yf = W-d*fy, f€B(M,g).

II est immediat de verifier que L(Yf)g = 2/ g. Par consequent, tfp(M,g) c
^(M, g). II resulte du theoreme 7 que, pour tout X € #(M, g), δX e B(M, g).
Alors X - y δ X 6 ./(Λf, g). Comme J(M9 g) ΓΊ «Ί»(M, g) = {0}, ^ (M, g) admet
la decomposition en somme directe

, g) = ,/(M, g) Θ ̂ P ( M , g) .

Les elements de tfp(M, g) sont appeles champs de vecteurs conformes purs de
(M, g). En tenant compte de S(M9 g) c ^ 0 ( ^ 5 ̂ ) on peut ecrire egalement

^ 0 (M, g) = J(M, g) 0 ^ ( M , g) ,

oύ #J(Λf, g) = tfo(M, g) Π ^(Af, g) est Γespace des champs de vecteurs con-
formes purs complets de (M, g).
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Le corollaire 3 impliquant, d'autre part, que H0(M, g) = I0(M, g), on a

(20) C0(M, g) φ H0(M, g) & V>(M, 8) * {0}

La proposition suivante se demontre par un calcul direct elementaire.
Proposition 6. Soient a e A(Mlf gj, β e A(MU gj,

f = Σ λψt e B(M, g) (Λ e A(MU 8l), μt e A(M2, -&)) .

(i)
(ii) [[(da)*, (dβf\, Yj\ = Yj. € <g*(βd, g) avec

f = βί ψM, λdfk - a t Ψiiβ, *dμt 6 B(M, g) .
i=l i=l

Nous appelons champ de vecteurs conforme pur rέduit de (M, g) un champ
de vecteurs Yf e ^P(M, g) associe par (19) a une fonction / de la forme

f = λμ , λe A(M19 gχ> , μe A(M2, —g2) .

Proposition 7. Pour que la variete pseudo-riemannienne produit (M, g) =

(M 1 ? gx) X (Λf2, g2) considέrέe ci-dessus possede un champ de vecteurs conforme

pur rέduit complet et non nul, il faut et il suffίt que ( M l 5 gλ) soit isomέtrique

a (Sni, —g0) et que (M 2, g2) soit isomέtrique a (Sn\ gQ) si n2>2ouά (R, δ0)

si n2 = 1.

(Dans cet enonce, ainsi que dans celui du theoreme 8, g0 designe la metrique
riemannienne standard sur la sphere Sn et ^0 la metrique euclidienne naturelle
sur R).

Preuve. Soit Yf = (dιf — d2fy un champ de vecteurs conforme pur reduit
non nul de (M, g): / = λμ, λ e A(M19 &), μ € A(M2, —g2). u = (u19 u2) etant
une courbe integrate de Y/? on a, pour les fonctions λ = λ°uλ et fi = μou2,
le systeme differentiel

(21) A = ^ + Φ l W ) ) ' ί " = 5 (^ + Φ 2^ ) } *
dt at

( i ) Si ΦiU) = a2 > 0 et Φ2(μ) = fo2 > 0, les fonctions λ et μ prennent
toutes les valeurs reelles. On peut done choisir u de maniere que μ(0) =
(b/a)λ(0) Φ 0. Alors /2 = (b/a)λ et ^, solution de Γequation

A Aί(ί + a2)

n'est pas definie sur R tout entier. Le champ de vecteurs Yf n'est done pas
complet.
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(ii) Si Φγ{λ) — a2 > 0 et Φ2(μ) = 0, on choisit u de maniere que λ(0) = 0,
μ(0) Φ 0. Alors λ(t) = έft/2(0 et β est solution de Γ equation dβ/dt = a2tβ\
On en deduit que Yf n'est pas complet.

(iii) Si ΦXU) = Φ2(μ) = 0, la fonction f = fou verifie <̂ //<̂ r = 2f et, par
consequent, Y r n'est pas un champ de vecteurs complet.

(iv) Si ΦX(X) < 0, Cr (X) Φ 0 d'apres la proposition 5. Si ^(0) <= Cr (X), u2

est courbe integrate du champ de vecteurs — λ(Q)(d2μy e ^(M2, g2). Comme
X(0) φ 0, si Yf est complet, il en est de meme de {d2μf Φ 0. En adaptant
un raisonnement de [14], il est alors facile de verifier que (d2μY n'est complet
sur M2 que si g2 est definie positive et il vient alors de [9] que (M2, g2) est iso-
metrique a (Sn\ g0) si n2 > 2 ou a (R, δ0) si n2 = 1. On a alors Φ2(μ) < 0 et,
en recommenςant le meme raisonnement, on obtient que, pour que Yf soit
complet, il est egalement necessaire que (M1? gj soit isometrique a (Sn\ —g0).

(v) Si (M,g) est isometrique a (Sn\ -g0) x (Sn*,g0) > n29 2, ou a (Sn\
—g0) X (R, <50)? il ^ t immediat que ^f(Af, g) = ^ P ( M , g) (M, g) possede done
des champs de vecteurs conformes purs reduits complets non nuls.

4. Le theoreme principal

Theoreme 8. Pour une variέtέ pseudo-riemannienne (M, g) connexe, sim-
plement connexe, complete, reguliere, jortement rέductible et de dimension
n > 3, ou Men C0(M, g) = H0(M, g), ou bien (M, g) est homothέtique a
(Sn\ -go) X (S*-nS g0), 2 < Λ l < n - 2, ou a (Sn~\ -g 0 ) X (R, d0). Dans le
second cas, dim C(M, g) = ^(n + \){n + 2).

Preuve. II est bien connu [1] que, pour une variete pseudo-euclidienne
(M, g) de dimension n > 2, C0(M, g) = #0(M> g).

En raison du theoreme 7, il suίfit done de demontrer le theoreme dans le
cas ou (M,kg) = (M^gJ x (M2,g2), fcei*, {M^gx) et (Aί2,g2) etant des
varietes pseudo-riemanniennes connexes, simplement connexes, regulieres,
faiblement irreductibles, de dimensions respectives nx > 2, et n2 > 1 et telles
que A(M19 gl) Φ {0}, A(M2, -g 2 ) Φ {0}.

( i ) Si dim A(M19 gx) = 1, tout champ de vecteurs conforme pur est reduit
et il decoule de (20) et de la proposition 7 que C0(M, g) = H0(M, g).

(ii) Si p = dim ^4(M1? gx) > 3 et si Φx est non degeneree, fixons une base
{λi}<-i,...,p de ^4(M1? gx) orthogonale pour ψλ. Alors, pour tout Yf = (d1/ — d2/)*
6 ^ P ( M , g), / = Σ?=i ^ ^ Φ 0, μt€ A(M2, —g2), on peut se donner 3 entiers

positifs z0, /0, k0 < p distincts deux a deux et tels que μίQ Φ 0. En appliquant
la proposition 6, il vient

, (dλkon γr] = γ r ,

oύ
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f' = ΦiWJΦiWyAαAo Φ °

Si Yf e &ξ(M, g), il resulte de la proposition 6 que Y r , est un champ de
vecteurs conforme pur reduit complet non nul ce qui, avec la proposition 7,
demontre le theoreme dans le cas particulier oύ dim A(Ml7 gλ) > 3 et Φλ est
non degeneree.

(iii) Si la forme quadratique fondamentale Φλ n'est pas positive, il resulte
du theoreme 6 que les hypotheses faites en (ii) sont satisfaites.

Si Φλ est deίinie positive et dim A(Mly gλ) = 2, on sait (theoreme 5) que
(Mj,^) est isometrique a (R2 x M, g + pg) et A(R2 x M, g + pg) C
A(R\g). II en resulte que dim #J(M, g) < dim V$(M\ gf) oύ (M/,g/) =
(R2, g) X (M2, ̂ 2 ) . dim A(R2, g) = 3. Le raisonnement fait en (ii) et la propo-
sition 7 impliquent C0(M, g) = H0(M, g).

(iv) II reste a demonstrer que CQ(M, g) = H0(M, g) si Φx est degeneree et
p = dim^CAfx,^) > 2.

Sous ces hypotheses, on se donne une base {Λj^i,...^ de A{M^g^), ortho-
gonale pour ψλ et telle que {λ19 , λq} soit une base de Ker φ1 (q = dim Ker φλ

< p). Soit Yf € VKM, g), f = ΣU *tμt Φ 0, μ i € A{M2, - g 2 ) .
Nous distinguerons deux cas.
Premier cas. f $ Ker φγ (x) A(M2, — g2).
Alors il existe /0 > q tel que μίo Φ 0. Fixons un entier positif /0 < q. On a

oύ f = φ^λ^λj^μ^ Φ 0. Y r est un champ de vecteurs conforme pur reduit et
non complet de (Af, g) (proposition 7). II resulte alors de la proposition 6 que
Yf n'est pas complet.

Second cas. f € Ker ^ (x) A(M2, —g2).
(a) Si rc2 = dim M2 > 2 et si Φ2 est non degeneree, le raisonnement fait en

(ii) et (iii) montre que Yf n'est pas complet.
(b) Si n2 = dim M2 = 1, (M2, g2) est isometrique a (R, ±δQ), dim ^4(M2, ̂ 2)

= 2 et Φ2 est, soit definie negative, soit de signature (1,1).
L"i> 2̂} έtant une base de A(M29 g2) orthonormee pour ψ29 la fonction /

s'exprime par

u de YJ9

oύ λ19λ2€ Ker ψx. Un calcul elementaire montre que, pour toute courbe integrate

foU(ί) = t + a

b - (t + a)

oύ
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h o u(Ό) (h o w

II est facile de verifier que Γon peut choisir w(0) e M de maniere que b > 0.

II en resulte que le champ de vecteurs Y f n'est pas complet.

(c) Si Φ2 est degeneree, dans le cas oύ / <£ Ker ψγ (x) Ker ψ2, le raisonnement

fait plus haut prouve que Yf n'est pas complet dans le cas oύ / € Ker ψλ (x)

Ker<p2, pour toute courbe integrate M de 7 ; , la fonction f = fou veriίie df/dt

— If. Le champ de vecteurs Yf n'est done pas complet.

(v) Si (M, g) = (Λf15 g j X (M2, g2) satisfait aux hypotheses du theoreme et

est telle que C0(M, g) Φ H0(M, g),

dim C(M, g) = dim «Ό(M, g) = dim •(Aί, g) + dim <?J(Af, g)

= dim / ( M , g l ) + dim ̂ (Λf 2, g2) + dim ̂ (Af, g)

— g 2)

= i^fa + 1) + i(Λ - ndin - nx + 1) + fa + l)(n - nλ + 1)

= i(« + D(« + 2) .
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