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TRANSFORMATIONS CONFORMES DES VARIETES
PSEUDO-RIEMANNIENNES

Y. KERBRAT

0. INTRODUCTION

L’objet de cet article est de donner une généralisation aux variétés pseudo-
riemanniennes de quelques résultats connus sur les champs de vecteurs con-
formes et les transformations conformes des variétés riemanniennes.

Dans le paragraphe 2, on étudie les champs de vecteurs conformes fermés
non nuls d’une variété pseudo-riemannienne connexe et compléte (M, g). En
particulier, les théorémes 1 et 2 établissent des propriétés de 1’application ex-
ponentielle de (M, g) liées aux points critiques d’un tel champ de vecturs.

Cette étude est approfondie, dans les paragraphes 3 et 4, pour deux cas
particuliers de champs de vecteurs conformes fermés:

On démontre que les seules variétés pseudo-riemanniennes connexes, com-
pletes, de dimension supérieure ou égale a 2 et possédant un champ de vecteurs
homothétique fermé non isométrique sont les espaces pseudo-euclidiens
(théoreme 3).

Si I’on note A(M, g) I’espace des solutions f de 1’équation :

Ddf ={-g,

il est clair que le gradient de toute fonction appartenant a A(M, g) est un champ
de vecteurs conforme fermé de (M, g). Le lemme 2 fournit une forme quadra-
tique naturelle @ sur A(M, g) et ’existence de points critiques pour une fonction
f appartenant a A(M, g) est reliée, par la proposition 5, au signe de O(f).

Les théorémes 5 et 6, généralisant des résultats d’Obata [9] et Tashiro [11],
fournissent une classification des variétés pseudo-riemanniennes connexes,
complétes, de dimension supérieure ou égale a 2 et pour lesquelles A(M, g) +
{0}, sauf dans le cas ou la forme quadratique @ est dégénérée positive.

Les résultats des paragraphes 3 et 4 sont utilisés, dans le paragraphe 5, pour
établir le théoréme 8 qui fournit, & une homothétie pres, les variétés pseudo-
riemanniennes connexes, simplement connexes, complétes, régulieres, fortement
réductibles, de dimension supérieure ou égale a 3 pour lesquelles le plus grand
groupe connexe de transformations conformes n’est pas un groupe d’homothé-
ties. La démonstration utilise un théoréme de Wu [13] généralisant le théoreme
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de décomposition de De Rham [10] et assurant que toute variété pseudo-
riemannienne satisfaisant aux hypotheses du théoreme 8 est nécessairement
une variété produit. Le théoréme 8 contient le résultat suivant diit a Tashiro
et Miyashita [12]: “Le plus grand groupe connexe de transformations con-
formes d’une variété riemannienne connexe compléte et réductible est un
groupe d’homothéties”.

I. PRELIMINAIRES

1. Soit M une variété de classe C=, connexe et de dimension n. TM est
le fibré tangent de M et T*M son fibré cotangent. On note C*(M) ’anneau
des fonctions réelles de classe C* sur M et C* ®* TM Q¢ T*M le C=(M)-
module des champs de tenseurs p fois contravariants et g fois covariants de
classe C* sur M. X e C*TM étant un champ de vecteurs sur M, L(X) désigne
I’opérateur dérivation de Lie dans la direction de X.

Pour toute fonction fe C=(M), on note Cr (f) = {me M|d,f = 0} I’en-
semble de ses point critiques. De méme, pour tout champ de vecteurs X ¢
C*TM, Cr (X) = {m e M| X(m) = 0} est I’ensemble des points critiques de X.

Une métrique pseudo-riemannienne sur M est un champ de tenseurs g ¢ C*
&®? T*M tel que, pour tout point m de M, la forme bilinéaire g(m) sur T,M
soit symétrique et non dégénérée.

Le couple (M, g) est alors appelé variété pseudo-riemannienne. M étant
connexe, la signature de g(m) est indépendante de m € M et est appelée signa-
ture de (M, g).

2. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. On désigne par D 1’opé-
rateur de dérivation covariante associé a la connexion canonique de (M, g).
Le tenseur de courbure et le tenseur de Ricci de (M, g) sont notés respective-
ment R e C*TM ®* T*M et Ric e C~ ®* T*M.

Pour tout champ de vecteurs X € C*TM, on pose:

5X = L Tr (DX) e C=(M) .
n

La métrique pseudo-riemannienne g définit, de maniére naturelle, un iso-
morphisme de C*TM sur C*T*M noté: X e C°TM — X’ e C*T*M. L’iso-
morphisme réciproque est noté: a e C*T*M — af e C*TM, [2]. La variété
pseudo-riemannienne (M, g) est dite compléte si sa gerbe canonique est un
champ de vecteurs complet sur TM.

3. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne complete. exp e C*(TM, M)
désigne I’application exponentielle définie par la connexion canonique de (M, g)
et I’on pose:

exp, = exp/T,.M , vmeM .
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E étant un sous-ensemble de M, on dit que (M, g) est E-compléte si M =
UmeE exp (TmM)'

Un champ de vecteurs X ¢ C*TM est un champ de vecteurs conforme de
(M, g) si L(X)g = 26X -g. Un champ de vecteurs conforme X de (M, g) est dit
homothétique (resp. isométrique) si la fonction 6X est constante (resp. nulle)
sur M. On note ¥(M, g) (resp. £ (M, g), resp. S (M, g)) I’algebre de Lie des
champs de vecteurs conformes (resp. homothétiques, resp. isométriques) de
M, g) et €(M,g) C ¥(M, g) la sous-algebre de Lie des champs de vecteurs
conformes complets de (M, g). (M, g) étant compléte, il est bien connu [7] que
HM,8) C (M, ).

CM, g, HM, g), I(M, g) désignent respectivement les groupes de Lie des
transformations conformes, des homothéties, des isométries de (M, g) et leurs
composantes neutres sont notées Co(M, g), H(M, g), I,(M, g).

%,(M, g) étant naturellement isomorphe a 1’algébre de Lie de C(M, g), [1],
la condition: Cy(M, g) + Hy(M, g) est équivalente a: ¥,(M, g) + H# (M, g).

Un champ de vecteurs conforme fermé de (M, g) est un champ de vecteurs
conforme X tel que la 1-forme X° e CT*M soit fermée (dX° = 0). L’en-
semble & (M, g) des champs de vecteurs conformes fermés de (M, g) est un
sous-espace vectoriel de (M, g) et il est immédiat de vérifier qu’un champ de
vecteurs X € C*TM est un champ de vecteurs conforme fermé de (M, g) si et
seulement s’il vérifie:

(1) DyX =3X.Y, VvYecC~TM.

II. PROPRIETES DES CHAMPS DE VECTEURS
CONFORMES FERMES

1. Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne connexe, de dimension
n>2cet XeF(M,g) un champ de vecteurs conforme fermé non nul de
(M, g). En dérivant (1) on obtient immédiatement

(2) R(Y,Z)X =Y(X)-Z — Z(6X)-Y , VY, ZeC°TM
et, par contraction,
(3) Ric(X,Y) = (1 — nY(X), VYecC~TM .

Proposition 1.  Soit u: I — M une géodésique de (M, g) telle que
X ou(0) = k%(O) ,  keR.

Alors Xou: (k + 0)(du/dt) ot 8 € C=(I) est donnée par
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(4) (1) = L (60X o u)(s)ds .

Preuve. Soit (e;);_;.... , une base de ’espace des champs de vecteurs paral-
leles le long de u. Alors

Xou=73 fe, %=iai-ei, freC*), a;eR, f,0)=ka;,
i=1 i=1
sodfy Do sy du By
;1—% el—d—t(X u) = (06X ou) W—Q(BX ua;-e; ,

d’ou:
f(® = £,(0) + 0®)a; = (k + 6())a; .

Corollaire 1. Soit u: I — M une géodésique de (M, g) telle que u(0) e
Cr (X). Alors

Xou=5-iu—.

dt

Proposition 2. (i) Cr(X) N (6X)"(0) = 6.

(ii) Cr (X) a tous ses points isolés dans M.

(iii) dim FM,g) < n + 1.

Cette proposition se démontre facilement au moyen de (1), (3) et du corol-
laire 1.

Proposition 3. Soit u: [0, al — M un lacet géodésique non dégénéré en un
point my € Cr (X). Il existe b e ]0, a[ tel que

m, = u(b) e Cr (X) , 0X(my)-6X(m,) < 0.

Preuve. La fonction 4 définie par (4) satisfait a

80) = 0@ =0, Po)= 2@ =sxm)+0.
dt dt

Il existe donc b € 10, al tel que 4(b) = 0, (df/dt)(b)-(df/dr)(0) < 0. Le résultat
se déduit alors immédiatement du corollaire 1 et de la proposition 2.

2. Dans ce paragraphe, on supposera que la variété pseudo-riemannienne
(M, g) est compléte et que Cr (X) + @.

Le lemme suivant se vérifie par un calcul direct élémentaire.

Lemme 1. Soient

(i) u: R — M une géodésique de (M, g) telle que X o u(0) = k(du/dr)(0),
k e R,

(ii) Z un champ de vecteurs paralléle le long de u,
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(iii) 6 e C=(R) la fonction définie par (4),
@iv) € C*(R) la solution de

dy V7 — — 4 ) =
i HdEXeZ=0, 40 =70 =0.

Alors J = (k + 0)-Z + +--du/dt est le champ de Jacobi le long de u de con-
ditions initiales, [6] :

J(0) = k-Z(0) , 6%](0) — (6X o u)(0)- Z(0) .

Théoréme 1. vme Cr(X), vée T,M — {0}, si exp, (&) € Cr (X),
18, exp, = 1; si exp,(§) e M — Cr (X), 1g, exp,, = n.

Preuve. Soient u:te R — exp (t-&) e M la géodésique de condition initiale
(du/dt)(0) = &, p e T,M quelconque, Z le champ de vecteurs parall¢le le long
de u tel que

_ 1
20 = S "

D’aprés le lemme 1,
du
T, expn(n) = 6(1)-Z(1) + «p(l)-ﬁ(l) ,

ou @ est la fonction définie par (4), et +- est la fonction introduite dans 1’énoncé
du lemme 1.

Si exp (&) = u(1) e Cr (X), (1) = 0 d’apres le corollaire 1. On déduit alors
immédiatement de la formule ci-dessus que rg, exp,, = 1. Si exp (§) = u(1)
e M — Cr (X), 6(1) # 0. Par conséquent, v 5 € Ker T, exp,,,

D= D) du gy g X
Z(1) _—0(1) — (1), d’oui, par transport paralléle ,
_ _ _ 0X(m)-y(1)
=6X(m)-Z(0) = — 2T YL g
7 = 6X(m)-Z(0) (D) 3
0=T,exp,(n) = __A.BX(ZE);)!’(U T, exp,(&) .

I1 en résulte y+(1) = 0 d’ou 5 = 0.
Notations. Pour la suite, on pose, pour tout point m ¢ Cr (X),
W(m) - (expm)—l(M - Cr (X)) U {0} c TmM )
S(m) =T,M — W(m) = (exp,,) '(Cr (X)) — {0} .
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On note également W(m) le plus grand ouvert de T',,M étoilé en O et contenu
dans W(m), et ’on pose

D(m) = exp (W(m)) .

Théoréme 2. Pour tout m ¢ Cr (X),

(i) W(m) est un voisinage ouvert de O dans T, M, et en particulier, W (m)
est non vide,

(i) D(m) est ouvert dans M et la restriction de exp,, a W,m) est un
difféomorphisme de W (m) sur D(m).

Preuve. (i) D’aprés le théoréme 1, W(m) = {§ e T,,M|rg, exp,, = n} et
est donc ouvert dans T,,M.

(ii) Le théoreme 1 affirme que exp,, est un difféomorphisme local en tout
point de W (m). 11 suffit donc de montrer I’injectivité de exp,,/W,(m). Soient

§, El S Wo(m) tels que expm(é) = eXPm({:/)-

E=0¢ =0=¢. &+ 0= ¢ +# 0 et considérons alors les géodésiques
non dégénérées: u: ¢t — exp (¢-&), u': t — exp (¢-&).

u(l) = w'(1) e M — Cr (X). Le vecteur X o u(1) est donc non nul et, selon
le corollaire 1, il est colinéaire a (du/df)(1) et (du’/df)(1). Donc

du’
dt

1) :a%(l), we R* |

Si @1, posons b =Inf{—1, —a},c=Sup{—1,—a},a=c—b>0.
Comme m = exp (—(du/df)(1)) = exp (—(dv’/dt)(1)) = exp (—a-(du/dt)(1)),
u”:tel0,al — exp ((t + b)-(du/dt)(1)) est un lacet géodésique non dégénéré
en m. Par construction, u”([0,a]) < u([0,1]) U «/([0, 1) C D(m) et, par
conséquent, u/’([0,a]) N Cr(X) € D(m) N Cr(X) = {m} ce qui contredit la
proposition 3. On a donc nécessairement & = 1, soit (du’/dt)(1) = (du/dt)(1),
douw =ueté =E&.

3. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne connexe et de dimension
n>2.

Proposition 4. Si dim F (M, g) > 2, il existe k € R, tel que, pour tout X
e F(M,g), on ait

(X))t = k-X .

Preuve. Soient X,Y ¢ #(M,g), R-linéairement indépendants. Compte
tenu des propriétés de symétrie du tenseur de courbure d’une variété pseudo-
riemannienne, on déduit facilement de (2)

ABXNX=dsY NY ' =dsX NY* +dsY N X*=0.

11 existe donc une fonction 7 € C>(M — Cr (X)) telle que
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déX = h. X? sur M — Cr (X)
et une fonction 4’ ¢ C*(M — Cr (X)) telle que
Y = W-X° + h-Y? sur M — Cr (X) ,
cette derniere fonction satisfaisant a
W-XANY =0 sur M — Cr (X) .

L’ensemble V(X,Y) = {me M| X" A\ Y°(m) = 0} n’ayant pas de point inté-
rieur [4], il en résulte A’ = 0.
En différentiant, on obtient alors

dh N X" =dh \NY" sur M — Cr (X) ,

d’ou dh = 0.

Comme M est connexe de dimension n > 2 et que Cr (X) a tous ses points
isolés dans M (Proposition 2), M — Cr (X) est connexe et, par conséquent, /
est constante sur M — Cr (X).

Par continuité, on en déduit qu’il existe k € R tel que

déX = k-X°, déY = k-Y? .

Notation. Pour tout k£ ¢ R*, on note 4,(M, g) C C>(M) I’espace des solu-
tions f de I’équation

(5) Ddf = kf-g .

Le corollaire suivant se déduit facilement de la proposition 4.

Corollaire 2. (i) Si F(M,g) N H#(M,g) + {0}, F(M,g) C #(M,g).

(i) S’il existe k € R* tel que A, (M, g) + {0}, applicationf e A,(M, g) —
(df)* est un isomorphisme de A, (M, g) sur (M, g).

Corollaire 3. S’il existe k € R* tel que A, (M, g) + {0}, alors

HM,g) =IFM,g) .

Preuve. Soient fe A,(M,g), f #0, X e #(M, g) quelconque. L(X)g =
26X .g avec 6X = ae R. On pose h = X(f) e C*(M).

g(Dy(dh)t, Z) = Y(Z(h)) — DyZ(h) , vY,ZecCTM .
Mais
Z(h) = kf g(X, Z) + g((df)*, D X) ,
Y(Z(h) = g(kY(f)- X + akf-Y,Z) + kfg(X, DyZ) + g((df)*, DyD ;X) ,

d’ou



554 Y. KERBRAT

8(Dy(dh), Z) = g(kY(f)-X + akf-Y,Z) + g((df)t, DyD ;X — Dp,zX) .
X étant un champ de vecteurs homothétique est affine, soit
DyD,X — Dy, ;X + RX,Y)Z=0
et
Dy(dh)* = kY(f)-X + akf-Y + R(X, Y)(df)*, vYeCTM,
d’ou il vient, compte tenu de (2),
Dy(dh)* = k(h + af)-Y , vYeC°TM,

ce qui, en raison du corollaire 2, implique a = 0 soit X ¢ (M, g).

III. EXISTENCE DE CHAMPS DE VECTEURS HOMOTHETIQUES
FERMES NON ISOMETRIQUES

Théoréme 3. Les seules variétés pseudo-riemanniennes connexes com-
plétes, de dimension n > 2, possédant un champ de vecteurs homothétique
fermé non isométrique sont les espaces pseudo-euclidiens.

Ce théoréme est une conséquence triviale du suivant.

Théoréme 4. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne connexe com-
plete, de dimension n > 2, possédant un champ de vecteurs homothétique
fermé non isométrique X. Alors

(i) X a un unique point critique m,,

(ii) expn, est une isométrie de I’espace pseudo-euclidien (T ,,,M, g(m,)) sur
M, g).

Preuve du théoréme 4. Par hypothese, X € (M, g) et 6X = a e R*.

(i) Soit m e M quelconque et soit u: R — M une géodésique non dégé-
nérée de (M, g) telle que u(0) = m, X(m) = k-(du/dt)(0), k € R. De la pro-
position 1, on déduit

Xoult) = (k + at)fi—Ltl(t) VieR,

d’ott u(—k/a) e Cr (X).
Par conséquent, Cr (X) est non vide et (M, g) est Cr (X)-compléte. Il est
clair également que

Smy=¢, vmeCr(X),
donc W(m) = T,M = Wym), et M = | nec: x) D(m).
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(ii) Soient m,, m, € Cr (X) tels que D(m;) N D(m,) + @. Alors, m étant
un point fixé de D(m,) N D(m,), il existe § e T, M et & e T, M tels que
m = eXP, (&) = €Xpy, (§). Le long des géodésiques

Up: t—> ut) = exXpp, (&0 »
U:t— u1(t) = €XPp, (t'gl) 5
on a, d’apres le corollaire 1,

dh (y Xou() = at-
dt

du,

Xou(t) = at-
uy(2) a dt

® .

Pourt =1,
X(m) = Xou(l) = Xou,(1) = a-(du/d)(1) = a-(du,/dD)(1) ,
d’ou (a # 0),

du, du
1) = !
dt M dt

m, = expy, (——dd”T"(l)) = exp,, <—

@,

o).

Donc, pour my, m, € Cr (X),
my + m, = D(my) N D(m)) =@ .

(D)) pecr xy st un recouvrement de M, paramétré par Cr (X), par des
ouverts deux a deux disjoints. Comme M est connexe, Cr (X) possede un
unique élément m, et, d’apres le théoréme 2, exp,,, est un difféomorphisme de
T M (=W(my)) sur M (=D(m,)).

(iii) Soient &, 79, e T, , M arbitraires, u: t — exp,,, (¢-&) la géodésique de
condition initiale &.

T, expy, () = J(1), T, expn, () = J' (1),
ou J et J’ sont les champs de Jacobi le long de u de conditions initiales
JO) = J(0) =0, %J(O) —, dEtJ’(O) .
Notons Z et Z’ les champs de vecteurs paralléles le long de u de conditions
initiales Z(0) = », Z’(0) = {. Le lemme 1 exprime alors que
JO =t-Z@), V@) =t-Z'Q0 , vViteR,
d’ou
8(T; expp, (), T: €Xpp, (©)) = gW(1), (1)) = g(Z(1), Z/(1))
= 8(Z(0), Z'(0)) = g(»,0) .
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IV. EXISTENCE DE SOLUTIONS NON NULLES DE
L’EQUATION Ddf = kf-g, k e R*

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne connexe, compléte et de dimen-
sion n > 2. Rappelons (cf. II, 3) que nous notons A,(M, g) I’espace des solu-
tions de I’équation

(5) Ddf = kf-g , ke R* .
Posons A4,(M, g) = A(M, g) et remarquons que
A, (M, 8) = AM, k-g) , v keR*.

Dans ce chapitre, on supposera que A(M, g) # {0} et I’on pourra ne pas
considérer la situation ou la signature de (M, g) est égale a (n,0) ou a (0, n)
(en effet, pour chacun de ces deux cas particuliers, une étude compléte est
déja connue [9], [11]).

1. Lemme 2. (i) Pour toutes fonctions f,h e AM, g), la fonction

o(f, b) = g((df)}, (dh)*) — fh

est constante sur M.

(ii) L’applicationp: (f,h) e AM, g) X AM, g) — ¢(f, h) € R est une forme
bilinéaire symétrique sur AM, g).

La preuve de ce lemme est élémentaire.

Definition. La forme quadratique @: f € A(M, g) — O(f) = ¢(f, f) est ap-
pelée forme quadratique fondamentale de A(M, g).

Proposition 5. Pour toute fonction f e A(M, g) ;

(i) siCr () #0, ¢ < 0, I’égalité n’ayant lieu que pour f = 0,

(i) si D) <0, Cr(f) = 0 et (M, g) est Cr (f)-compléte.

Preuve. (i) Soit m e Cr (f) quelconque. Comme d,f = O,

2(f) = —(f(m)* < 0 .

Sid() =0, Cr(H N f1(0) = Cr (f) # B. f est donc nulle d’aprés la proposi-
tion 2.

@) Si @) <0, on pose O(f) = —a®, a > 0. La fonction f n’étant pas
constante sur M, soit me M — Cr (f) un point régulier quelconque de f.
Notons u: R — M la géodésique de (M, g) de condition initiale (du/dt)(0) =
(df)*(m) (#£0). Un calcul simple utilisant la proposition 1 montre que si |f(m)]
= a, alors (df)*ou(t) = (1 + tf(m))-(du/dD)(t); si (f(m))* = a* — b%, b > 0,
alors (df)fou(f) = (a/b) sin (bt + a)-(du/de)(t) ou a = Arccos (f(m)/a); si
(f(m))* = a® + ¢% ¢ > 0, alors (df)fou(t) = (ea/c) sh (ct + eB)-(du/de)(r) ou
B = argsh (c/a) et ¢ = f(m)/|f(m)|. La conclusion annoncée en découle immé-
diatement.
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2. Cas de forme quadratique fondamentale @ définie positive

Notations. On note (x,y) — x-y le produit scalaire euclidien naturel sur
R? et ’on pose |x* = x-x, ¥ x € R?. On désigne par g la métrique rieman-
nienne sur R? dont la courbure sectionnelle est constante et égale 2 —1; en
coordonnées naturelles (x?):

6 —i=5i_—i ii=1,---,p).
(6) 8ij j 1+ |xF @j p)

Théoréme 5. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne connexe, com-
plete, de dimension n > 2 et telle que

(i) dimAM,g) =p > 0,

(ii) la forme quadratique fondamentale ® de A(M, g) est définie positive.
Alors (M, g) est isométrique a (R? X M, g + pg) ou g est la métrique rieman-
nienne définie par (6) sur R?, (M , &) est une variété pseudo-riemannienne
connexe compléte de dimension n — p telle que AM, g) = {0}, et p e C~(R?)
est la fonction définie par

o) =1+ [x}, VxecRP.

Preuve. L’hypothese (ii) implique, en raison de la proposition 5, que, pour
tout m € M, I’application linéaire f e A(M, g) — d,f e TXM est injective. En
particulier, dim A(M, g) = p < n. Pour toute la suite du paragraphe, on fixe
une base {f;};_.,...,, de A(M, g), orthonormée pour le produit scalaire ¢ et ’on
note F e C~(M, R?) l'application me M — F(m) = (f(m), - - -, f,(m)) ¢ R?
qui, d’apres ce qui précede est une submersion.

On pose également, pour tout x = (x', - - -, x?) € R?.

X, = i x'(dfy)t = x'(df)* = (dx'f)) e F(M, 9) .

Lemme 3. Pour tout couple (x, m) e (R? — {0}) X M,
(i) Foexp (X,(m) = (cha 4 She x-F(m))F(m) 4 she
[24

sh «
a

Gi) X,oexp (X (m)) = (ch @ +

ot @ = [|x} + (x-F(m))*]'# > Q.

Ce lemme s’établit facilement par un calcul direct, en utilisant la proposi-
tion 1.

Soient 1: R? — R? et u: R? — RP les applications définies par

x'F(m)>TX,(m) expm (X:c(m)) i

arg sh | x| X
S Ly,

Ax) =
x|

six+=0, 20 =0,
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1

(AT

wx) =

A et u sont clairement des difféomorphismes de R” et ’on vérifie immédiate-
ment que, pour tout point m € M,

exp (X,.rmy(m)) € F71(0) .

En particulier, F~'(0) # @ et, comme F est une submersion, M = F~'(0)
est une sous-variété de codimension p de M. Introduisons les deux applications
de classe C~:

iitM—>R° XM, j:RPXM-—>M
définies par
i(m) = (F(m), exp (X,.pm)(m)) , meM,
j(x, m) = exp (X,,(m)) , (x,m)e R* X M .

On déduit facilement du lemme 3:
(i) Pour tout x e M,

X or(my © €XP (X#,F(m)(m)) = _TX/nF(m) (my €XPm (X,qu(m)(m)) 5

d’ou joi = Idy. 5
(i) Pour tout couple (x,m) e R? X M :
(7) Foj(x,m) = x,
XyoFoj(ﬁ,m) ° j(xa m) = _TXJ(;” (m) expm (Xi(z)(m)) >
d’oltioj = Idgey - .
Par conséquent, j est un diffomorphisme de classe C~ de R? X M sur M
et j~! = i. Calculons I’application tangente a j. Soit (x, m) € R? X M quelcon-

que. Pour tout (y, &) € R? X TmJ\Zf = R? X Ker d,,F, introduisons une appli-
cation (v, w) € C=(I, R? X M) vérifiant

0 =x, Po=y, wo)=m, Po=¢.
ds ds

Alors
. d ,. d
Tioomyi@, &) = —(jo (v, w))(0) = —— exp (X.p() 0 W(S))
ds ds 5=0
0

= ——¢Xp (t'XZav(s) ° W(S)) s=0 — ](1) s
as t=1
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ol J est le champ de Jacobi le long de la géodésique u: t — exp (¢- X, (m))
défini par

)

J@) = o exp (t+ X,op(sy 0 W(S)) VieR.
s

5=0

On a J(0) = (dw/ds)(0) soit J(0) = &.

D D 9
—J0) = — ——exp (t- X,y o W(s
ar ©) ot os P( 200(s) ())s=t=0
D
=L 9 xp - X o W) = LKy oWl
os ot t=5=0 ds 5=0

soit, compte tenu de F(m) = 0, (D/dt)J(0) = X,_,,,(m).
Si x = 0, la géodésique u est dégénérée et, compte tenu de dyA(y) =y, il
vient immédiatement

Tomi,8) =X,(m) + e T,M.

Supposons x #+ 0 et notons Y, et Z, les champs de vecteurs parall¢les le long
de u de conditions initiales Y ,(0) = X ,(m), Z,(0) = &.

Un calcul direct utilisant (2) et le lemme 3 permet de montrer sans difficulté
que le champ de Jacobi J introduit ci-dessus s’exprime par

J=aYy+x-yT‘ji—L;+/9Z5,

ol «, 3, 7 sont les fonctions sur R définies par

alt) = l71| sh(targsh|x), () = ch(targsh|x]) ,

— 1 t __ sh(targsh|x|)
O = s [ A + [xp” 1] ] '
On a alors
Tac m j 5 =Y,(1) — x-y 1 — 1 ﬂ
@m0 ¢) /() |x| arg sh |x| [ 1+ |xp ] dt )
+ (1 + [xP)7Z.(1)
et I’on en déduit, compte tenu de F(m) = 0,
(x-y)(x-2)

8(T om)i, 8, T pymyi(z, ) = y-2 — + (1 + [xPe&, ) ,

1+ |xf

c’est-a-dire que,
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j*g:g+P'g,

ol § est la métrique pseudo-riemannienne induite par g sur la sous-variété M
de M.

M étant connexe et difféomorphe 3 R? X M, M est nécessairement connexe.
D’autre part, (M, $) est une sous-variété totalement géodésique de (M, g) et
est donc compléte.

Enfin, {j*f};_1,... , €st une base de A(R* X M, g + p-2). Si he A(M, ),
on montre facilement que la fonction (x,m)e R? X M s [p(x)]"*h(m) ap-
partient a A(R? X M, g + p- £) ce qui, compte tenu de (7), implique 2z = 0.
On a donc bien A(M, §) = {0}.

3. Cas de forme quadratique fondamentale @ non-positive

(@) p > 0Oetg >0 étant deux entiers, on note 4, , la forme bilinéaire,
symétrique non dégénérée, définie sur R?*?*! par

p L. p+g+l
6p,q(x,y) — Z xzyz . Z xzyz (x — xl, .. _’xp+q+1) c Rp+q+1 ,
i=1 i=p+1

Yy = (yla . ',yp+q+1) € Rp*att |

H,,= {xeR?*"*|§, (x,x) = —1} est une hypersurface connexe de R?*?*1,
Désignons par g, , le champ de tenseurs induit par 6, , sur H, ,.

(H,,,, 8p,4) est une variété pseudo-riemannienne compléte de signature (p, q).
On démontre facilement que A(H, ,, &,,,) = {h|H,,,/h e Hom (R?*?*', R)},
et que la forme quadratique fondamentale @ de A(H, ., g,,,) est de signature

P, g+ 1.
En particulier, la fonction

(8) h0:x=(xl,...,xﬂ+q+1)er'q|_)xp+q+1GR
appartient 3 A(H,,,, g,.,), est telle que @(h;) < O et
(9) Cr(ho) = {xo =(@,---,0,1), X, = —X, = ©,---,0, _1)} .

Théoréme 6. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne connexe, com-
pléte, de dimension n > 2, de signature (n — q,q), 1 < q < n — 1, pour
laquelle A(M, g) + {0} et la forme quadratique @ de A(M, g) n’est pas positive.
Siqg>1, (M,g) est isométrique @ (H,_, 4, 8,_q,9)- Si g =1, (M, 8) est un
revétement (localement) isométrique de (H,_, 1, 8,_1,1)-

La démonstration de ce théoréme, donnée dans (c), utilisera les lemmes
établis en (b).

(b) Dans I’énoncé des lemmes 4, 5 et 6 on supposera données une variété
pseudo-riemannienne (M, g) satisfaisant aux hypothéses du théoréme 6 et une
fonction fe A(M, g) telle que &(f) < O.
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11 résulte de la proposition 5 que Cr (f) # 0 et M = Uncer () €Xp (TM).
Pour tout point m de M et tout réel a = 0, on pose

Hm,a) ={£eT,M|g&, &) =at CT,M .

Comme 1 <g<n—1, Hm,a) + 0, ¥ aec R*.
Lemme 4. (i) Pour tout m e Cr (f),
S(m) = Lsz H(m, —KII°) , Wym) ={£eT,M|g§, &) > —II"} .
kKEN*
(i) Cr (f) posséde au moins deux points distincts.
Preuve. Soient m e Cr (f), & e T,,M — {0}. En utilisant le corollaire 1, on
obtient aisément :

Si g(¢, &) = 0, alors (df)foexp (&) = f(m) T, exp, (£), foexp (§) = f(m);
si g(&, &) = ¢* > 0, alors

(df)*oexp (&) = -f-(c’"—) she T, exp, (6),  foexp (&) = f(m) chc;
si g(€,&) = —c? <0, alors

(df)toexp (&) = ﬁﬁ’l sinc-T, exp, (&) ,  foexp (&) = f(m) cos c;

et le lemme se déduit immédiatement de ces formules.

Lemme 5. () M = Upncce: (y D(m).

(ii) Pour tout couple (m, m’) de points critiques distincts de f, exp;! (m’)
# 0, et

D(m) N D(m’) # § & exp;! (m) N H(m, —II*) #+ § .

Preuve. (i) Soit m e M — Cr (f) arbitraire. On sait qu’il existe m, € Cr (f)
et¢eT,,M tels que m = exp (§). Sime M — D(m,), il resulte du lemme 4
qu’il existe k € N* tel que

—(k + 1" < g(§,8) C —KII* .

Posons a = kIl (—g(&,8) e lk/(k + 1), 1[, m, = exp (a-&). m, e Cr (f) et
m=exp(pouy=all —a)T,.,exp,, (&) eT,M.

kI

gt y) = —KI(L — a)? E]‘m

) 0[ C ]—”2’ '+' OO[’
d’olt € Wy(m,) et m e D(m,).

(ii) En utilisant la proposition 2 et le lemme 4, on démontre que la relation
binaire # définit sur Cr (f) par
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maZAm' & exp;t (m') += 0

est une relation d’équivalence. On note I7: Cr (f) — Cr (f)/Z = A la surjec-
tion canonique. Pour tout « € 4, on pose E(@) = \Unen-1 D(m). Alors M =
Uaea E(@). 11 résulte du corollaire 1 que & # 8= E(a) N E(B) = 0 ce qui,
compte tenu du théoreme 2 et de la connexité de M, entraine que A posséde
un unique élément et, donc, que

exp,!(m) +0, vmeCr(f), vm eCr(f).

La derni¢re partie du lemme se prouve facilement en remarquant que, pour
tout m e D(m,) N D(m) C M — Cr (f), (my e Cr (f), m, € Cr (), my, +# m,), on
a g((df)¥(m), (df)¥(m)) < O (cf. les formules écrites dans la démonstration de
la proposition 5).

Il découle des lemmes 4 et 5 et de la proposition 2 que, pour tout couple
(m,m’) de points critiques de f, exp;' (m’) est une hypersurface fermée de
T..M. En notant encore g(m) le champ de tenseurs induit sur exp;! (m’) par
g(m), (exp;! (m’), g(m)) est une variété pseudo-riemannienne.

De plus

Lemme 6. Pour tout couple (m, m’) de points critiques distincts de f, I’ ap-
plication

& e expyl (m) o> —T, expy, (&) € T, M

est une isométrie de (exp;' (m'), g(m)) sur (exp,(m), g(m’)).

Preuve. 1l est clair que 2™ est un difféomorphisme de exp,' (m’) sur
exp;,: (m). Soient ¢& eexp;' (m), e T (exp;! (m)) C T,M, veC~(I C R,
exp;! (m")) tel que v(0) = &, (dv/ds)(0) = 7. Alors

A" o(s) = _9 exp (¢-v(s))
ot t=1
et
AV d (o
Tymin o = T(—a— exp (¢- v(s))\ )
D @ .
= —2 2 exp (t-0() [
d’ou
wey_ D 8 D[ 3d
TaE() = ——- - exp (1-0(s) g = 7( L

Mais 1’application ¢ —> (3/ds) exp (¢-v(s)) |-, est le champ de Jacobi J le long
de la géodésique u: ¢ — exp (¢- &), de condition initiale
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D
JO) =0, —JO0) =»n.
(V) p 0) =9y

Il résulte alors du lemme 1 et de g(&,79) = 0 que T. A% (y) = —f(m')/f(m).
Z(1) ot Z est le champ de vecteurs paralléle le long de la géodésique u tel
que Z(0) = 5. Comme |f(m’)/f(m)| = 1, 2 est bien une isométrie.

(©) Preuve du théoréme 6. Soit fe A(M, g) telle que @(f) < 0. On fixe
my e Cr (f).

x, et x, étant les points de H,_, , définis par (9), on se donne un iso-
morphisme orthogonal -, de (T,,,M, g(my)) sur (T, H,_q,q> 81_q,¢(X))-

m e Cr (f) étant un point critique quelconque de f, on déduit du lemme 6
que 2™ est la restriction 2 exp;! (m,) d’un unique isomorphisme orthogonal
om de (T',M, g(m)) sur (T, M, g(m,)).

De méme, en appliquant le lemme 6 a la fonction A, e A(H,_q 4 81-q,0)
définie par (8), 2% est la restriction a exp;! (x;) d’un unique isomorphisme
orthogonal ¢ de (T, H,_q 4 8n-g,0(%0)) SUr (T H,_q 45 8n—q,q(*1). Pour tout
m e Cr (f), si f(m) = f(m,) on pose

jm = €XPzy0 Y0 @ o (€Xpy /W(m))~': D(m) — D(x,) ,
si f(m) = —f(m,) on pose
Jm = €XPg, 0000 @p o (eXPy/Wy(m))™: D(m) — D(x,) .

Par définition, chacune des applications j, est un difféomorphisme et, en ap-
pliquant le lemme 1, on vérifie facilement que c¢’est une isométrie de (D(m), g)
sur (D(xo); gn-q,q) ou (D(xl)> gn-q,q)-
En outre, il résulte du lemme 5 que chaque application j,, est la restriction
a louvert D(m) d’une application j: M — H,_, , et que j est un revétement.
Sig > 1, la variété H,_, ,, diffomorphe & R"~? x §? est simplement con-
nexe. Dans ce cas, j est nécessairement un difféomorphisme.

V. TRANSFORMATIONS CONFORMES DES VARIETES
PSEUDO-RIEMANNIENNES REDUCTIBLES

1. Variétés psendo-riemanniennes fortement réductibles

Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne connexe, m un point de M
et o, C O(T, M, g(m)) le groupe d’holonomie restreint [7] de (M, g). Nous
disons que (M, g) est réguliére si le sous-espace

"M ={eT,M|0(5) =& V0ecay,}
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est, soit nul, soit non isotrope (c’est-a-dire que la restriction de g(m) a To,M
est non dégénérée).

La variété pseudo-riemannienne (M, g) est fortement réductible si o, laisse
invariant au moins un sous-espace non trivial et non isotrope de T,M. Si
(M, g) n’est pas fortement réductible, elle est dite faiblement irréductible.

Remarque. Un champ de vecteurs parallele d’une variété faiblement
irréductible et réguliere, est identiquement nul.

H. Wu a établi [13] le théoréme suivant, généralisation d’un résultat clas-
sique de G. de Rham [10].

Théoréme de décomposition de De Rham-Wu. Toute variété pseudo-
riemannienne connexe, simplement connexe, compléte, réguliére, fortement
réductible et de dimension n > 3 peut s’écrire sous la forme

(10) M,9) = X (M..8) ,

oit (M,, g,) est un espace pseudo-euclidien de dimension n, > 0 et, pour o >
1, (M., g,) est une variété pseudo-riemannienne connexe, simplement connexe,
compléte, réguliere et faiblement irréductible de dimension n, > 2. De plus,
la décomposition (10) est unique a I’ordre pres.

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne admettant la décomposition
(10). Pour tout ¢« = 0, - -+, g, on note P, ¢ C>TM ® T*M le champ de ten-
seurs tel que, v m = (my, ---,m,) € M, P,(m) soit le projecteur orthogonal
de T,M sur T, M,.

Pour tout f e C*(M), on pose

aof = (P@f))’, a=0,---,9.

On pose également
Dy=Dpy, XecCTM, a=0,---,9.

Les champs de tenseurs P, vérifient
(11 DpP, =0, Vea=20,:---,9,
(12) go(P, X P)=0  poura+j,
dont on déduit, par dérivation
(13) a# = P;oL(X)R(P,Y,P,Z)-P, =0 X,Y,ZeCTM),
et, pour toutx =0, -+, ¢q,

(14) P,o LLX)R(P,Y,P,Z)oP, =0 X,Y,ZeC°TM) .
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2. Champs de vecteurs conformes

Théoréme 7. Toute variété pseudo-riemannienne connexe, Ssimplement
connexe, compléte, réguliere, fortement réductible, de dimension n > 3 et
possédant des champs de vecteurs conformes non homothétiques est soit un
espace pseudo-euclidien, soit de la forme

M, ) = My, 8,/k) X (M,, —g/k) ,

ot ke R* et, pour « = 1,2, (M,, g,) est une variété pseuco-riemannienne
connexe, simplement connexe, compléte, réguliére, faiblement irréductible et
telle que A(M,, g,) + {0}. De plus, dans ce cas

0XeAM,, g) ® AM,, g, , VXe?¥WM,pg .

Preuve. Soit(M, g) = X%_,(M,, g,) une variété pseudo-riemannienne con-
nexe, simplement connexe, compléte, réguliere, fortement réductible et de
dimension n > 3 et soit X ¢ ¥ (M, g) arbitraire.

11 est bien connu [8] que, VY, Z,T ¢ C°TM
DDX(Y,Z) = —R(X,2)Y + Z(6X)-Y

+ Y(©0X)-Z — g(Y, Z)-(doX)*,

L(X)R(Y, Z)T = DdsX(Y,T)-Z — DdsX(Z,T)-Y
+ 8(Y, T)-D,(doX)* — g(Z, T)-Dy(d6X)* .

s)

(16)

En comparant (13) et (16), on obtient, pour « # B,

DdsX ® g, + g, ® DPdsX =0 .

Pour toute valeur de @ = 0, - - -, g, il existe donc une fonction f, ¢ C=(M) telle
que
an D*d*6X =f,-g, avec a+pB=>f,+f=0.

(@) Supposons ny = dim M, = 0: (M, g) = X!, (M,,8), 9 > 2.
(i) Sig > 3, le systeme (17) s’écrit

D=d6X =0 V01=1,"',Q-

Chacune des variétés (M,, g,) étant réguliére et faiblement irréductible, il en
résulte 6X = Cte soit X ¢ S# (M, g).
(ii) Sig=2,0ona

(18) D'dvX =f-g,, Dd%X = —f-g,, feC(M).

Remarquons que #(M,,g) N #(M,,g) = {0} en raison du théoréme 3.



566 Y. KERBRAT

Supposons que 4,(M,, g) = {0}, v k € R*. Il résulte alors de la proposition 4
que dim FM,,g) < 1. Si FM,,8)={0},d6X =0,f=0, dout Xe
HM,g). Si dimFM,g) =1, soit YeF(M,,g),Y #0. On déduit de
(18) qu’il existe ;e C*(M,) telle que

(d'0X)t = p- Y, f=poY.
En dérivant deux fois, il vient
Dzdz,u ® Y = — 18> ® (dlaX)# )

d’ou, compte tenu des hypothéses, = 0, donc X = Cte et X ¢ #(M, g).
Supposons qu’il existe k € R* tel que A4,(M,, g,) # {0}, et soit {2, - -, 2,}
une base de 4,(M,, g,). Il découle de (18) et du corollaire 2 que

0X = Zp:'ziﬂi +v,
b

ou p;,ve C°(M,), et f = k Y,2_; A,p1;. En reportant dans (18),

3

A(D*dp; + kpieg) + D'dy = 0
1

k2

Hi € A_y(M,, g,) = AM,, —kg,) , v=deR.

Fixons m, ¢ M, et considérons, sur M,, le champ de vecteurs

Z:m e M, > Z(m) = P‘(X _ %(d&X)")(ml, my) .

On vérifie facilement que L(Z)g, = 2ag, et il résulte alors du corollaire 3 que
a=0donc 06X e AM,, kg,) ® AM,, —kg,).

(b) Supposons ny = dim M, > 1.

(i) Pour g > 2, le raisonnement fait en (a)(i) montre que 6X ¢ C*(M,)
et D'd6X = 0.

(ii) Pour g = 1 et n, = dim M, > 2, on déduit de (14) et (16)

D'd%X = D'd'sX =0,
et le systeme (17) devient
D'd%X =c-g,, D'd6X = —c-g, CceR.

Le théoréme 3 implique alors que ¢ = 0 et X ¢ C*(M,), D'd"%6X = 0.
(ili) Pour g = 1 et n, = dim M, = 1, en raisonnant comme en (a)(ii), on
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obtient que si 4,(M,, g,) = {0}, V k € R¥, alors §X e C~(M,) et Dd%X = O,
et que s’il existe k ¢ R* tel que A,(M,,g) #* {0}, 6X € AM,, kg,) ® AM,,
—kg,) (Remarquons que si n, = 1, dim 4,(M,, g,) = 2, V¥ k ¢ R*).

(iv) Supposons que g > 1 et que X € (M, g) satisfait a

XeC~M,) , D'd%X =0 .

Nous posons (M, ¢") = X, (M,,8,), P = 22, P,, D' = 3¢, D*. A tout
m, € M, et a tout vecteur &, e T,,,M, associons la fonction

Vimosto - m' e M' — g(PX(my, m), &) .
11 résulte de (15) que
D'd" Ve = —8(d0X)H(my), &) 8" -

En appliquant une nouvelle fois le théoreme 3, il vient d’6X = 0 et, comme
6X e C=(M,), 6X = Cte et donc, X € (M, g).

3. Champs de vecteurs conformes purs

Soit (M, g) = (M, 8) X (M,, g,) une variété pseudo-riemannienne telle que
(M,, g,) et (M,, g,) sont des variétés pseudo-riemanniennes connexes, complétes,
réguli¢res, faiblement irréductibles, de dimensions respectives n, > 2 et n, > 1
et telles que A(M,, g;) # {0}, A(M,, —g,) # {0}.

Nous désignons par @, et @, les formes quadratiques fondamentales de
AM,, g) et AM,, —g,) et par ¢, et ¢, leurs formes polaires respectives.
Posons B(M,g) = AM,, g) ® AM,, —g,) C C*(M) et notons ¥?(M, g) le
sous-espace de C=TM des champs de vecteurs de la forme

19) Y, =f—-df, feBM,g).

I est immédiat de vérifier que L(Y ;)g = 2f-g. Par conséquent, ¥?(M, g) C
%M, g). 11 résulte du théoreme 7 que, pour tout X ¢ ¥(M, g), 6X € B(M, g).
Alors X — Y,y ¢ #(M, g). Comme .# (M, g) N ¥7(M, g) = {0}, ¥(M, g) admet
la décomposition en somme directe

(g(Ma g) = f(M9 g)@ (gp(M, g) .

‘Les éléments de ¥?(M, g) sont appelés champs de vecteurs conformes purs de
(M, g). En tenant compte de #(M, g) C %,(M, g) on peut écrire également

(M, 8) = S (M, 8) ®Ei(M,g) ,

ou ¥5(M, g) = €,(M, g) N €?(M, g) est ’espace des champs de vecteurs con-
formes purs complets de (M, g).
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Le corollaire 3 impliquant, d’autre part, que Hy(M, g) = I,(M, g), on a
(20) CM,8) + HM, g) & €M, g) + {0} .

La proposition suivante se démontre par un calcul direct élémentaire.
Proposition 6. Soient a ¢ A(M,, g,), pe AM,, g,),

)
f=2kpecBMg  (ecdM,8), peAM, —g) .

(1) [(da), ([dp)fle £F(M,g).
(i) [[(da)t, @pf, Y] =Y, e €?(M,g) avec

F =B % ol 2w — & 2B A € BOM, )

Nous appelons champ de vecteurs conforme pur réduit de (M, g) un champ
de vecteurs Y, € €?(M, g) associé par (19) a une fonction f de la forme

f - 2/1 ’ A€ A(Mla gl) s ME A(MZ; —gz) .

Proposition 7. Pour que la variété pseudo-riemannienne produit (M, g) =
(M,, g) X (M,, g,) considérée ci-dessus posséde un champ de vecteurs conforme
pur réduit complet et non nul, il faut et il suffit que (M,, g,) soit isométrique
a (S™, —g,) et que (M,, g,) soit isométrique a (S™,g,) si n, > 2 ou a (R, d,)
sin, = 1.

(Dans cet énoncé, ainsi que dans celui du théoréme 8, g, désigne la métrique
riemannienne standard sur la sphere S et §, la métrique euclidienne naturelle

sur R).
Preuve. Soit Y, = (d'f — d*f)* un champ de vecteurs conforme pur réduit

non nul de (M, g):f =2y, 2e A(M,, g), p e AM,, TgZ)' u = (u,, u,) étant
une courbe intégrale de Y, on a, pour les fonctions 2 = Aou, et i = pou,
le systeme différentiel

di . ~(52 g& — (P
@1 - = A+ o), i Do(1)) -

(i) Si @,(2) = a*> 0 et @,)(n) = b* > 0, les fonctions 2 et x prennent
toutes les valeurs réelles. On peut donc choisir ¥ de mani¢re que #0) =
(b/a)2(0) # 0. Alors i = (b/a)a et 1, solution de I’équation

n’est pas définie sur R tout entier. Le champ de vecteurs Y, n’est donc pas
complet.
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(ii) Si @,(2) = a* > 0 et O,(») = 0, on choisit u de maniére que (0) = 0,
A(0) # 0. Alors A(f) = a’tii(t) et i est solution de I’équation dj/dt = a%’.
On en déduit que Y, n’est pas complet.

(i) Si @,(2) = @,() = 0, la fonction | = fou vérifie df /dt = 2f* et, par
conséquent, Y, n’est pas un champ de vecteurs complet.

(iv) Si @,(1) <0, Cr (1) # @ d’apres la proposition 5. Si u,(0) € Cr (2), u,
est courbe intégrale du champ de vecteurs —Z(O)(dzy)" e #M,, g,). Comme
A(0) = 0, si Y, est complet, il en est de méme de (d’x)* # 0. En adaptant
un raisonnement de [14], il est alors facile de vérifier que (d’u)* n’est complet
sur M, que si g, est définie positive et il vient alors de [9] que (M,, g,) est iso-
métrique a (S, g) sin, > 2oua (R,d,) sin®* = 1. On a alors @,(p) < O et,
en recommengant le méme raisonnement, on obtient que, pour que Y, soit
complet, il est également nécessaire que (M,, g;) soit isométrique a (S™, —g,).

(v) Si(M,g) est isométrique a (5™, —g,) X (S™, g) > n,, 2, ou a (S™,
—8) X (R, 4,), il est immédiat que ¥2(M, g) = €*(M, g)-(M, g) possede donc
des champs de vecteurs conformes purs réduits complets non nuls.

4. Le théoréeme principal

Théoréme 8. Pour une variété pseudo-riemannienne (M, g) connexe, sim-
plement connexe, compléte, réguliére, fortement réductible et de dimension
n> 3, ou bien C(M,g) = H(M,g), ou bien (M,g) est homothétique a
(S?u, —"go) X (Sn_nla go)> 2 S n, S n— 2’ oua (Sn—l, —go) X (R) 50) Dans le
second cas, dim C(M, g) = i(n + D)(n + 2).

Preuve. 11 est bien connu [1] que, pour une variété pseudo-euclidienne
(M, g) de dimension n > 2, C,(M,g) = H(M, g).

En raison du théoréme 7, il suffit donc de démontrer le théoréme dans le
cas ou (M, kg) = (My,8) X (M, &), ke R*, (M,,8) et (M,,g,) étant des
variétés pseudo-riemanniennes connexes, simplement connexes, réguliéres,
faiblement irréductibles, de dimensions respectives n, > 2, et n, > 1 et telles
que AM,, g) + {0}, AM,, —g,) + {0}.

(i) Sidim A(M,, g)) = 1, tout champ de vecteurs conforme pur est réduit
et il découle de (20) et de la proposition 7 que C(M, g) = H,(M, g).

(ii) Sip = dim A(M,, g) > 3 et si @, est non dégénérée, fixons une base
{A}i1,...,» de A(M,, g,) orthogonale pour ¢,. Alors, pour tout Y, = (d'f — d*)*
e6*M,8), f = 28, Ay + 0, yy € AM,, —g,), on peut se donner 3 entiers
positifs #, jo, k, < p distincts deux a deux et tels que u,, #+ 0. En appliquant
la proposition 6, il vient

([(@a,), @d2;)'), Y, 1 = Y.,
[[(d2;)), (d2,)'], Y ] = Y
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f/ == @l(zio)zjo/v‘iu - djl(zio))‘ioﬁjo ’
f” = @1(21‘0)@1(21‘0)21“,#1'0 #0.

Si Y, e %i(M,g), il résulte de la proposition 6 que Y, est un champ de
vecteurs conforme pur réduit complet non nul ce qui, avec la proposition 7,
démontre le théoréme dans le cas particulier ou dim A(M,, g,) > 3 et @, est
non dégénérée.

(iii) Si la forme quadratique fondamentale @, n’est pas positive, il résulte
du théoréme 6 que les hypotheses faites en (ii) sont satisfaites.

Si @, est définie positive et dim A(Ml, g) = 2, on sait (theoreme 5) que
(M,,g,) est isométrique a (R*X M, g + 0g) et A(R* X M, g+ 08 C
A(R?, ). 11 en résulte que dim €2(M, g) < dim ¥2(M’, g') ou (M’,g) =
(R* 8) X (M,, g,). dim A(R?, g§) = 3. Le raisonnement fait en (ii) et la propo-
sition 7 impliquent Cy(M, g) = H,(M, g).

(iv) Il reste a démonstrer que C,(M, g) = H,(M, g) si @, est dégénérée et
p=dmAM,g) > 2.

Sous ces hypothéses, on se donne une base {1;};.,,...,, de A(M,, g,), ortho-
gonale pour ¢, et telle que {4, - - -, 2,} soit une base de Ker ¢, (g = dim Ker ¢,
< ). Soit Y, e 47(M, g), f = N0y Ay # 0, € AM,, —g)).

Nous distinguerons deux cas.

Premier cas. f¢Ker o, ® AM,, —g,).

Alors il existe i, > q tel que y;, #+ 0. Fixons un entier positif j, < g. On a

([(d2;)%, (d2;)"), Y1 =Y ,

ou ' = ¢,(2;)2;,1;, #+ 0. Y, est un champ de vecteurs conforme pur réduit et
non complet de (M, g) (proposition 7). Il résulte alors de la proposition 6 que
Y, n’est pas complet.

Second cas. fe Kerp, & AM,, —g,).

(a) Sin, =dim M, > 2 et si @, est non dégénérée, le raisonnement fait en
(ii) et (iii) montre que Y ; n’est pas complet.

(b) Sin,=dimM, = 1, (M,, g, est isométrique a (R, +4,), dim A(M,, g,)
= 2 et @, est, soit définie négative, soit de signature (1, 1).

{m, po} étant une base de A(M,,g,) orthonormée pour ¢,, la fonction f
s’exprime par

f= /21/11 + 22#2 s

ol 4, 4, € Ker ¢,. Un calcul élémentaire montre que, pour toute courbe intégrale
udeY,,

ou(f) = t+a
fou(® b Gt a
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_ fou(© p — Gou©) + hou(0)
hou(0)’ (h o u(0))? ’
Il est facile de vérifier que I’on peut choisir #(0) € M de maniere que b > 0.
11 en résulte que le champ de vecteurs Y, n’est pas complet.

(© Si @, est dégénérée, dans le cas ou f ¢ Ker ¢, ® Ker ¢,, le raisonnement
fait plus haut prouve que Y, n’est pas complet; dans le cas ou f e Ker ¢, ®
Ker ¢,, pour toute courbe intégrale u de Y, la fonction f = fou vérifie df/dt
= 2f%. Le champ de vecteurs Y, n’est donc pas complet.

) SiM,g = (M,g) X (M,, g, satisfait aux hypothéses du théor¢me et
est telle que Co(M, g) # Hy(M, g),

dim C(M, g) = dim €,(M, g) = dim £ (M, g) + dim €2(M, g)
= dim #(M,, g,) + dim #(M,, g,) + dim €?(M, g)
= 4n(n, + 1) + 3(n —n)(n — n, + 1)
+ dim AM,, g,)-dim AM,, —g,)
=+ D)+ i —n)n—-—n+1)+m+Dnr—n+1)
=4in+ Dn+2).

h = @z(/ll)z% + @2(/12)'2; .
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