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SUR LΈXISTENCE DΊMMERSIONS ISOMETRIQUES
LOCALES POUR LES VARIETES RIEMANNIENNES

JACQUES GASQUI

Utilisant sa theorie des systemes de Pfafϊ en involution, Elie Cartan demontre
dans [1] que toute variete riemannienne analytique (X, g) de dimension n
s'immerge isometriquement localement dans Γespace euclidien a \n(n -f 1)
dimensions ou, plus generalement, dans toute variete riemannienne analytique
(Y, gθ de dimension \n(n + 1). Nous nous proposons de donner une nouvelle
version de ce theoreme dans le cadre de la theorie des equations differentielles
non-lineaires de [4]. Nous montrons qu'une certaine equation differentielle
non-lineaire d'ordre 2, R2, construite sur un sous-fibre ouvert du fibre trivial
pr^. X x Y ^ X, et dont les solutions sont des immersions isometriques de X
dans Y, est formellement integrable (theoreme 5.1).

L'equation differentielle /*g' = g, dont les solutions / de rang maximal sont
des immersions isometriques de X dans Y, n'est pas formellement integrable.
En calculant Γobstruction au relevement d'une solution formelle 2 de cette
equation en une solution formelle d'ordre 3, on voit qu'il faut rajouter a ce
systeme les equations de Gauss-Weingarten et de Gauss et Γon obtient ainsi
le systeme d'equations differentielles d'ordre 2 considere par Cartan [1]. A ce
systeme, on rajoute des "inequations" en imposant a la deuxieme forme fonda-
mentale des immersions considerees de verifier une condition generique (cf. §4)
afin d'obtenir une equation differentielle R2 d'ordre 2 (corollaire 4.3).

Si T designe le fibre tangent a X, soit G le sous-fibre de (x) 4T*, dont les
sections sont les double 2-formes sur X. On note H le sous-fibre de T* (8) G
des elements verifiant la deuxieme identite de Bianchi (definition 2.1) et W le
fibre image reciproque du fibre quotient T*®G/H par la projection π: R2^X.
Nous commenςons par etablir que toute solution formelle d'ordre 2 de R2 se
releve en une solution formelle d'ordre 3 en construisant une section Ω de W
sur JR2 qui est Γobstruction au relevement des solutions formelles d'ordre 2, et
ensuite en montrant qu'elle est nulle (corollaire 5.2), ce qui est une consequence
de la deuxieme identite de Bianchi. Nous prouvons, au passage, que Wf

s'identifie canoniquement au deuxieme groupe de cohomologie de Spencer
H^\g2), oύ g2 est le symbole de $2. La condition imposee a la deuxieme forme
fondamentale des jets d'immersions nous permet de montrer que le symbole
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de JR2 est involutif (proposition 5.2), et le theoreme 5.1 s'obtient done comme
consequence du theoreme 8.1 de [4].

Comme la plupart des difficultes que Γon rencontre dans le cas general dis-
paraissent lorsque dim X = 2, nous donnons au § 6 un traitement a part de ce
probleme.

Le § 7 est consacre a une demonstration du theoreme de Jacobowitz-Moore
[7] sur les immersions conformes locales des varietes riemanniennes analytiques.
La plupart des calculs se reduisent a ceux faits dans le cas isometrique. La
seule difference essentielle avec la demonstration du theoreme de Cartan se
trouve dans la proposition 7.6.

Toute ma reconnaissance va au Professeur H. Goldschmidt qui m'a donne
tant de precieux conseils tout au long de de travail.

0. Existence de solutions formelles pour les equations dίfferentielles
non-lineaires

Les resultats de ce paragraphe se trouvent dans [4] ou [5]. Soit X une variete
differentiate (i.e., de classe C°°) de dimension n: on note T (resp. Γ*) le fibre
tangent (resp. cotangent) a X.

Etant donne un entier positif k, on pose

δ(h 4+ 1) - ΣJi ® h It /*+i

pour tout produit symetrique lx lk+1 de k + 1 vecteurs cotangents en un
meme point de X, et Γon etend cette operation en un morphisme de fibres
vectoriels sur X

δ:Sk+1T*-+T*®SkT* .

On etend a son tour δ en un morphisme de fibres vectoriels sur X

δ: ΛjT* ® 5 f c + 1 T * -> Λj+1T*

envoyant ω ® u sur (— l)jω A δu, si ω e ΛjT* et u e Sk+1T*.
Lemme 0.1. Sί m > 1, la suite

0 > S W T * δ > T * <g) Sm~ιT* -?-> Λ2T* (x) 5 W " 2 T * >

δ > ΛnT* (x) Sm~nT* > 0

est exacte.
Soient ξ: W -+ X un fibre vectoriel, Y une variete differentiable, / une ap-

plication differentiate de Y dans X et gk un sous-fibre a fibre variable de
SkT* ® F W, oύ k > 1. Si / est un entier positif, on definit le /-ieme prolonge-
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ment de gk comme etant le sous-fibre a fibre variable gk+ι de sk + ιT* ® F W,
noyau du morphisme Jί>koψ, oύ

ΔlΛ: Sk + ιT* ®YW-+ SιT* (x) S*T* ® F W

est Γ application naturelle, et

g)F PF -> SιT* (g)

le morphisme induit par la projection canonique de SkT* (x)F W sur
(SkT* (8)F JF)/gfc. On pose g^^S*-1!* ®YW pour / > 0. II est facile de voir
que δ{gk + ι+1) C T* ® r ̂ fc+ί et> P a r consequent, <5 induit un morphisme

δ: Λ'Γ* ® F g fc+z+1 -> Λ>+1Γ* (g)F gk+ι

pour m > &, on a done un complexe

> 8m > * Q9F gm-i > ' ' ' > Λ

dont on note Hm~jJ(gk) la cohomologie en ΛjT* ® F gm_^. On dira que gk est
r-acyclique si Hm>J(gk) = 0 pour m > k et 0 < / < r, et que gfc est involutif
s'il est ?z-acyclique. Soient x <ε X et p e Y tels que f(p) = x; on note pour le
moment T, gk, , etc., les fibres en x ou p de ces fibres. Si ί e T, on note
3 t 1'application lineaire de 5m + 1Γ* dans SmΓ* definie par

(δtu)(v19 - , Ό = (&0(ί, Vx, , vTO) ,

pour tous u € 5 m + 1 Γ* et vt e T, i = 1, , m. Soient {t19 , tn} une base de
T et F un sous-espace vectoriel de £ m T* (x)F W si / est un entier compris
entre 1 et π? on designe par F{ίl5 , ί j ou F(0 le sous-espace des elements
uάtV tels que <5ίyw = 0 avec / = 1, •••,/; on posera, par convention, V(O)
= V. Comme les δt commutent entre elles, on a des applications

Definition 0.1. Si les applications (0.1)* sont surjectives pour tout /, on dit
que {t19 - - -, tn} est une base quasi-reguliere pour gk.

Le resultat suivant est classique.
Lemme 0.2. Les conditions suivantes sont equivalentes:
(a) {t19 , tn} est une base quasi-reguliere pour gk

(b) on a Σ dimgΛ { ί l f... f ί # 1 = dimg f c + 1.
i = 0

Lemme 0.3, [6]. Le sous-espace gk est involutif si et seulement s'il existe

une base quasi-reguliere pour gk.
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Soit π: E—>X un fibre. On note π: Jk(E)^X le fibre des &-jets de sections
de E. Le fibre

est un fibre aίfine de fibre vectoriel associe SfcT* {S)Jk_1(E) V(E): on peut done
identifier le fibre SkT* <g) Jfc(jB) F(£) a un sous-fibre du fibre vertical V(Jk(E)).

Definition 0.2. Une equation differentielle d'ordre k sur le fibre E est un
sous-fibre Rk de Jk{E) le /-ieme prolongement Rk+ι de Rk, est egal a Jι(Rk)
Π Jk+ι(E), oύ Jι(Rk) est identifie a un sous-fibre de Jt(Jk(E)) enfin, le symbole
de #£ est le sous-fibre a fibre variable gk = V(Rk) Π 5*Γ* <g)Bk V(E).

Remarque. S'il existe un fibre F de base X, une section s de F sur X et
£>: Jk(E) - > F u n morphisme de fibres sur X tels que Rk = Kers (0 , on a

(gΛ)p - Ker (^^ : (5feΓ* ® Λ t F(E)), -> Vψmψ)) ,

pour tout p e Rk.
Definition 0.3. Une equation diίϊerentielle d'ordre k sur E, Rk, est for-

mellement integrable si, pour tout / > 0, on a
1) πk + ι : Rk + i+l -> Rk+ι est surjective, et
2) f̂c + z+i est un fibre vectoriel sur Rk.
Le theoreme qui suit donne un critere pour Γintegrabilite formelle.
Theoreme 0.1, [4]. Soit Rk c Jk(E) une equation differentielle d'ordre k

sur E telle que πk: Rk+ι —> Rk soit surjective. Si gk est 2-acyclique et si gk+1

est un fibre vectoriel sur Rk, alors Rk est formellement integrable.
Soit Rk une equation differentielle d'ordre k sur E, egale a Kers (φ: Jk(E)

—> F), oύ F est un fibre sur X, oύ φ: Jk(E) —> F est un morphisme de fibres
sur X de rang constant et s une section de F sur X. On note W le fibre vectoriel
a fibre variable sur Rk, conoyau du morphisme

φ* o δ: Sk+ί J* <g)Λt Γ(£) -> T* ®

Le lemme qui suit permet de mesurer fibre par fibre Γobstruction a la surjec-
tivite de Γapplication πk : Rk+1 —> Rk.

Lemme 0.4? [5]. // existe une section Ω de W telle que la suite

Rk + ι^RkI=>W
0

soit exacte.
Demonstration. Si τ designe la projection canonique de T* ®Rh V(F) sur

W, alors Ω se definit par

Ω(u) = τ(u, p,(φ)v - h(s)(x)) ,
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si u e Rk, oύ x = π(u) et v est un element quelconque de Jk+ι(E) tel que πk(v)
= u.

Supposons que X soit une variete analytique reelle et que le fibre E soit
analytique; on dira qu'une equation Rk d'ordre k sur E est analytique si c'est
un sous-fibre analytique de Jk(E).

Theoreme 0.2, [4]. Soit Rk une aquation analytique (Γordre k sur E qui
est formellement intέgrable. Alors, έtant donnέ p <= Rk + t, avec π(p) = x e X,
il existe une solution analytique s de Γequation Rk snr un voisinage de x telle
que jk+ι(s)(x) = p.

1. La deuxieme forme fondamentale d'une immersion

Soient (X, g) et (Y, g') deux varietes riemanniennes de dimension finie telles
que dim X = n soit inferieur ou egal a dim Y = m. On note

1) π: E —> X le fibre trivial prλ: X x Y—> X on ne distinguera pas, dans
la suite, une application de X dans Y de son graphe, section du fibre π\E->X\

2) T (resp. Tγ) le fibre tangent a X (resp. Y)
3) V (resp. P') la derivation covariante associee a la connexion rieman-

nienne sur (X, g) (resp. (Y, g'))
4) R (resp. R;) le tenseur de courbure de (X, g) (resp. (Y, g')), section de

(x)4 Γ* (resp. ® 4 71*) sur Z (resp. Y).
Si / est une application differentiate de X dans Y, de rang maximum en

x e X, on a le lemme suivant:
Lemme 1.1, [7]. Si ξ eTx et si ή est un champ de vecteurs sur X nul en

x, alors le vecteur tangent P'Uξf*fj — ί*Pζή en f(x) a Y, oύ f^ designe la dif-
ferentielle de /, est nul.

Demonstration. Soient x\ , xn des coordonnees locales sur un voisinage
n

U de x dans X. Si ή. = 2 aβ\dxύ sur £/, on a
.7=1

y = i

comme α/jt) = 0 pour tout /, les vecteurs P/^f^η et / ^ F ^ sont egaux.
q.e.d.

Ce resultat nous permet de construire une application

de la maniere suivante: si ξ et η e Tx, on pose



66 JACQUES GASQUI

oύ η est une extension quelconque de η sur un voisinage de x dans X en fait, il
est facile de constater que Bζ e S2T* (g) TYffix). La forme Bζ est appelee deux-
ieme forme jondamentale de Γimmersion / en x il est clair que Bζ ne depend
que du 2-jet de / en x plus precisement, on a le resultat suivant:

Lemme 1.2. Soίent (Xi)ι<i<n (resp. (;yα)i<α<m) des coordonnέes locales au
voisinage de x ς. X (resp. f(x) e Y) si, dans ces systemes de coordonnέes, f
est donnέe par les applications fa(x\ , xn), a = 1, , m, on a

m

(l.i) Bίdd/dx*),, (β/dχ')x) = Σ θr(dldy)
l

f{x),

(1.2) ί r =

/̂ / ĵ coefficients Γ\s (resp. Γ'jβ) sont donnέs par les egalites

dx% k=i dxk \ dyβ 7=1 dyr /

Remarque. Si ξ Qt η sont des champs de vecteurs sur un voisinage de x
dans X, Γapplication y —> Bζ(ξy, ηy) est deίinie sur un voisinage de x et sera
notee Bf(ξ,η).

2. Preliminaires algebriques

On designera par G le sous-fibre de (x)4 Γ* des elements ω de <8>4 Γ* veriίiant
les identites de courbure

ω(ξ, η, ζ, A) = — ω(η, ξ9 ζ, /O ,

(2.1) ω(f, η, C, ί) + ω(^, ζ, f, Λ) + ω(ζ, ξ,η,λ) = O,

ω(ξ, η, C, ̂ ) = ω(ζ, ̂ , f, 27)

p O U r tOUS ξ, 7],ζ,λ€ T.

Soient x e X et {e19 , en) une base de Γ^. Si F est le sous-espace vectoriel
de Λ2TX (x) Λ2TX ayant pour base les vecteurs EiJkl = et A es ® ek A el9 avec
/ < 7, k < /, / < /:, jf < /, on a le lemme suivant:

Lemme 2.1. Vhomomorphisme ψλ de Gx dans V, defini par

pour tout ω € Gx, est un isomorphisme.
Demonstration. Montrons d'abord que ψx est injective. Soient ω eGx tel

que φSsύ) — 0 et i, j , k, I des entiers compris entre 1 et n tels que / < 7 et k < /:
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a) si i > k et / > /, alors ω{ei9 ej9 ek9 eL) = ωίjkl = ωklίj = 0 (par hypo-
theses)

b) si i > k et j < /, on a ωίjkι = (okjU — ωkίJι et les termes du membre
de droite de cette egalite sont de la forme ωstuv, avec s <t, u<v, s <u, t <v,
done nuls

c) enfin, si / < k et / > /, on a ωijkl = ωkHj, et on se ramene a la situation
deb).

II est done clair que ω = 0. La surjectivite de ψλ s'obtient par la meme
methode.

Lemme 2.2. Soit a un entίer compris entre 0 et n: le sous-espace Gn_a(e19

• -9en) des element ω de Gx veήfiant les έgalites ω{eί,ej,ek,e1) = 0, avec
i < / < n — a est de dimension γja(a + l)[3n2 — (2a + l)ή\ en particu-
lier, ay ant G0(e19 , en) = G^e^ , en) — Gx, le sous-fibre G est de rang
-^n\n> - 1).

Demonstration. II est evident que φi\Gn_a(e19 9en) realise un isomor-
phisme de Gn_a(e19 , en) sur le sous-espace Va de V ayant pour base les
vecteurs Eίjkl avec / < /, k < I, ί < k, j < I, j > n — a + 1. La difference
dim Gn_a(e19 , en) — dim Gn_a+ι(e19 , en) est done egale au nombre des
Ein-v+uci distincts tels que / < n — a + 1, i < k, k < /, / > n — a + 1:
il y en a

Σ {(fl - a)(n - a + j) - \(n - a)(n - a - 1)} = \na{n - a) = a(a)
J = i

a

d'un autre cote, dim Gn_a(el9 , O = Σ fl(i^) c e Q11^ t o u s calculs faits, est

egal a -^na(a + l)(3n — 2α — 1).
Definition 2.1. On dira qu'un element ω 6 Γ* (x) G veriίie la deuxieme

identite de Bianchi si:

(2.2) ω(f, 9 , ζ, J, μ) + ώί7, ζ, f, ^5 ̂ ) + ω(ζ, f, 9 , λ, μ) = 0

pour tous £, 37, ζ,λ,μe T.
Lemme 2.3. L^ sous-fibre H de Γ* ® G des elements vέrifiant la deuxieme

identite de Bianchi est de rang -j^n2(n2 — \)(n + 2).
Demonstration. Elle se fait en trois etapes:
a) Si JF est le sous-espace vectoriel de Tx (x) F ayant pour base les vecteurs

Fnijici = eh (x) E ΐ t / Λ l avec /z < 7, / < j , k < I, i < k, j < I, Γhomomorphisme
φ2 de Hx dans W qui, a tout ω € Hx, associe Γelement

Σ ω{eh9 ei9 ej9 ek9 eι)FMjkl

h£ji<jk<l

est un isomorphisme ce resultat se demontre par des methodes analogues a
celles utilisees dans le lemme 2.1.
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b) Si Hn_a(eι, -en) est le sous-espace des elements ω de Hx tels que

ω(eh, ei9 ej9 ek9 et) = 0 , avec h <j < n — a et i < j ,

φ2 realise un isomorphisme de Hn_a(e1, , en) sur le sous-espace de W ay ant
pour base les vecteurs

h<j,i<j,k<l,i<k9j<l,j>n — a + 1 .

c) A partir de la, on calcule les differences

dim Hn_a(el9 , en) - dim # n _ α + 1 O 1 ? , en)

et, par consequent, les dimensions des sous-espaces Hn_β(el9 9en).
Remarque. II est bien connu que le tenseur de courbure (resp. la derivee

covariante du tenseur de courbure) de X est une section de G (resp. H) sur X.

3. Construction de i'equation fondamentale

Etant donne un entier positif k, on note Jk(E) le sous-fibre ouvert de Jk(E)
forme des &-jets d'applications de rang maximum. On entend par la que

Jk{E) = U h{E)x ,
xex

oύ, pour tout x € X, Jjc(E)x designe Γensemble des /:-jets d'applications differ-
entiables de X dans Y de rang maximum en x. Pour simplifier, nous ecrirons
souvent dans la suite "soit p = jk(f)(x) e Jk(E)x" pour "soit p = jk(f)(x) e
Jk(E)x, oύ / est une application de X dans Y de rang maximum sur un voisi-
nage d e i e X".

Soit

le morphisme de fibres sur X defini par

(3.1) ?/(P) = (/V

si p = jtfXx) ε J^E)^
Proposition 3.1. Si p = h(f)(x) e Jι{E)x etCeT*® Tγ>f(x), on a

(3.2) ?4p(O(£, ?) = S'«m /^) + ^(C(9), fj)

pour tous ξ,η eTx. De plus, R[ = Ker0 φ' est une equation diβέrentielle.
Demonstration. La formule (3.2) montre que Γapplication
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est surjective, done R[ est le noyau d'un morphisme de rang constant.
Remarque. Nous verrons un peu plus loin que Γapplication πλ: R2 —> R[,

oύ R2 designe le premier prolongement de R[, est surjective par contre, le
lecteur verifiera facilement que le symbole de R[ n'est pas en general involutif,
ni meme 2-acyclique.

Soient

φ: J2(E) — S2Γ* , ψ : J2(E)

les morphismes de fibres sur X definis par

(3.3) φ = φf o πλ

et par

(3.4) ψ(p)(f, 9, 0 = * W £ , ^), /*0

pour tous f, η, ζ 6 Γj, oύ p = j2(f)(x) e J2(E)X.
Proposition 3.2. Le premier prolongement R'2 de R[ est έgal a K e r o ( ^ 0 ψ ) .
Demonstration. Soit p = ]2(f)(x) e J2(E)X tel que πλ(p) € R[, et soient

ξ, η, ζ € TΛ on a:

f, ??, 0 = WfM UO - g(V& 0
(3.5) - έίf b 7^,/^) - ^ , 0 ] +

oύ I, ^, ζ sont respectivement des extensions quelconques de ξ, η, ζ sur un
voisinage de x dans X il est done clair que, si p g /?2> alors ψ(p) = 0 et
p € Ker0 (^ 0 -ψ). Reciproquement, si ψ(p) = 0, on a, en egalant ^ et ζ dans
(3.5),

pour tout ξ eTx ti tout champ ^ sur un voisinage de x dans X, done p e R'2.
Corollaire 3.1. R2 est une aquation diβέrentielle.
Demonstration. Soient x € X, p = h(f)(x) e Λ ^ ) * et C € 52T* (x) TF,/(a;)

on a:

(3.6) Ψ*p(C)(£, η, 0 - ^

pour tous ξ,η,ζeTx; Γapplication

est done surjective. Le diagramme suivant
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0 0

γj{x)

V(J2(E))P

 (ψ®f)*1') s2T* Θ (S2T* ® T*)

U \pn

1 1
0 0

oύ i est l'injection lineaire naturelle de 52T* ® Γ* dans 52T* 0 (52T* ® 71*),
est exact et commutatif par consequent Γ application

θ Ψ)*p : F(/2(E))^ -> 52T* θ (52T* ® Γ*)

est surjective: i?2 est done le noyau d'un morphisme de rang constant. D'un
autre cote, on peut toujours trouver une immersion a seconde forme fonda-
mentale donnee au point x: plus precisement, etant donne q g JX(E)X t€β e
S2T* (g) TYfπQ(q), il existe une application h de X dans Y telle que h(h)(x) = ^
et que Bh

x = θ. La fibre i^,* n'est done pas vide.
Remarque. L'application π1 '.R^-^RΊ est surjective et le premier prolonge-

ment du symbole de R[ est un fibre vectoriel sur R[: si / est un entier positif,
le /-ieme prolongement de R'2 est done egal au (/ + l)-ieme prolongement de
R[.

Soit

le morphisme de fibres sur X defini par

^(p)(£, η, ζ, X) = (f*R' ~ R)(ξ, η, C, « + g\B{{ξ, « , B/(,, 0 )

pour tous f, //, ζ, ^ e TX9 si p = j2(f)(x) e J2(E)X.
Proposition 3.3. La suite de fibres a fibre variable sur X

K3 > K2 > Cr ,

0

oύ R'3 est le premier prolongement de R'2, est exacte.
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Demonstration. Nous recopions ici, a quelques details pres, la demonstra-
tion de proposition 2.1 de [5]. Soient p <= R'2 et q un element quelconque de
J3(E) tel que π2(q) = p. On verifie facilement que

(3.8)

Γapplication poπ2 est done nulle sur R's. Par ailleurs, si p(p) = 0, Γexactitude
des suites

0 > S3 J * (x) Γ* - ^ U T* (x) S2T* (8) Γ* -i-> Λ2Γ* (x) T* (x) Γ* ,

air 4-

S * (8)Λ, T* > 0

implique Γexistence d'un element a de SPT* (8)Λ/ F(E) tel que

on a alors

A(Ψ)((-α) + (?) = - ^ o ^ α ) + P1(ψ)(q) = 0 ,

done ( —α) + g € R'3 et Γon a ^2(( —α) + q) = /?, ce qui demontre le resultat.

Si p = /2(/)W e ^(E)^ et C e 52Γ* (g) 7Y, / W, on a

(3 9)
- g'(Bζ(ξ, 0 , CO?, fl) - g>(B'x(q, X), C(ξ, 0 )

pour tous f, 37, C, Λ e T x .

Lemme 3.1. Si p = /2(/)W 6 J2(E)X, Γimage de Vapplication

p*poδ: 53Γ* ® Γ F f / w -> Γ* ® G,

e5ί contenue dans le sous-espace Hx de Γ* ® Gx forme des tenseurs verίfiant
la deuxίeme ίdentitέ de Bίanchί.

Demonstration. Si C e 53Γ* (x) TYJ{X) et si ξ, η9 ζ, ^, // sont des vecteurs
tangents en x a X, on a

En sommant Γ expression ci-dessus par permutation circulaire sur ξ, η, ζ, on
verifie facilement qu'on obtient zero.

La proposition 3.3 montre que Γequation R'2 n'est pas formellement integra-
ble. Le noyau R2 = Ker0 (φ 0 ψ 0 p) ne sera pas en general une equation
diίϊerentielle cependant nous allons montrer dans la suite que, si la dimension
de Y est suffisamment grande, la restriction de R2 a un certain sous-fibre ouvert
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de /2(E) est une equation differentielle formellement integrable.
Remarque. Dans la terminologie classique des sous-varietes (voir [7, Ch.

VII]) Ker0 ψ est Γequation de Gauss-W eingarten et Ker0/o Γequation de Gauss.

4. Calcul de certains caracteres

Nous supposons desormais que m > \n(n + 1) Θ c J2(E) designera le
sous-fibre ouvert de J2(E) construit de la maniere suivante: un jet j2(f)(x) ap-
partient a Θx si et seulement s'il existe un sous-espace U de dimension n — 1
de Tx tel que f*Tx et Bf

x(S2U) engendrent un sous-espace de dimension
jn(n+ 1) de TYtf{x). Remarquons tous de suite que cette condition equivaut a
trouver une base {t19 ••-,*„} de Tx telle que les vecteurs f^t19 9f*tn et
B{.(ti9 tj), avec 1 < i < j < n — 1, soient lineairement independants.

Le fait qu'un jet p = j2(f)(x) appartienne a R'2 impose seulement a la deux-
ieme forme fondamentale de / en x de prendre ses valeurs dans Γ orthogonal
f^Tjζ de ίχTx dans Tγ>f{x), qui est de dimension superieure ou egale a
\n(n — 1): quel que soit x e X, on pourra done toujours trouver des jets ap-
partenant a R'2 Π Θx. Cette remarque etant faite, on se fixe, dans ce paragraphe
et dans le suivant, un element p = j2(f)(x) 6 Θ on note, pour le moment,
T,G,H, , etc., les fibres en x de ces fibres on posera, en outre, B{ = B,
Tγ.fix) = Tγ et f*T± = T±.

Proposition 4.1 (Elie Cartan [1]). Si {t19 , tn} est une base de T telle
que les vecteurs B(ti9tj)9 avec 1 < i < j < n — 1, soient lineairement in-
dependants, alors

P*P(S2Tftu...,tn_a] (x) TV) = Gn.a(t19 , K)

pour tout entίer a compris entre 0 et n.
Demonstration. Le cas a = 0 etant trivial, nous supposerons dans la

demonstration que a > 1. L'inclusion

est evidente elle est d'ailleurs vraie pour n'importe quelle base de T. Recipro-
quement, si ω e Gn_a(tl9 -9tn)9 soit C Γelement de S2Tftu...,tn_a} ® Tγ dont

les composantes C(tu tj) se calculent, a Γaide d'une double recurrence sur les
indices / et /, comme suit:

1) le vecteur C(tn_a+1, tn_a+ί) est choisi tel que les relations

g'(B{th, tk), C(tn_a+ί, ίn_β + 1)) = -ω(th, tn_β+19 tk, tn_a+1)

soient verifiees pour tous entiers h, k tels que h < k < n — a, ce qui est
possible, puisque les relations ci-dessus signifient que le vecteur C(tn_a+1, /TO_β+1)
doit avoir des produits scalaires donnes avec les vecteurs B(th, tk), pour 1 <
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h < k < n — a, qui sont lineairement independants.
2) Si n — a + 1 < / < /, le vecteur C(^, tj) est choisi tel que les relations

g'(B{th, tj), C(tt9 h)) + g\B{tu tk), C(fh9 tj)) - g\B(th, tk), C(ί4, tj))

- g\B{tt, tό), C(th, tk)) = ω(th, ti9 tk9 tj)

soient verifiees pour tous entiers h, k tels que h < k, h < / et k < / un tel
choix est encore possible, puisque les relations ci-dessus signifient que le vecteur
C(fi, tj) doit avoir des produits scalaires donnes, dependant des vecteurs C(tr, ts),
pour r < /, s < / ou r < /, s < /, avec les vecteurs lineairement independants
Biίh, tk)9 pour h < ί, h < k < /.

On a done p#p(C)(ti9 tj, tk9 tt) = ω{ti9 tj, tk9 tL) si i < j , k < I, i < k, j < I
et / > n — a + 1 comme ω e Gn_a(t19 , tn) et C e S2Tftu...^tn_a} (g) Tγ, on a

P*p(P)(fi9 tjy h> h) = ω(h, tj, tk9 tj) = 0 si i < j < n — a ,

quels que soient k et /: il s'ensuit que ^ ( C ) = ω (voir le lemme 2.1).
Coroilaire 4.1. S/ {ί15 , ίTO} esί wπβ Z?^e de T telle que les vecteurs f^t19

• * * 9 f*tn e t B(h> ^ ) J a v e c 1 < ^ < / < ^ — 1> -sotewί lineairement independants,
on a

(ψ Θ /o)^(5 2 Γ* l 5 . . . 5 ί n _ α } (x) Γ F ) = S2Γfίl5...,ίn_α} (x) Γ*) Θ Gn_a(ti, '",tn)

pour tout entier a compris entre 0 et n; en particulier Vapplication

(Ψ Φ P)*P ^2^* ® ^ F -> (^2Γ* ® ϊ1*) Θ G

e ί̂ surjective.
Demonstration. Reprenant la construction de la proposition 4.1, les

vecteurs C(ti9 tj) pourront ici avoir, en plus, des produits scalaires donnes avec

/**i> * * •> U*n> d ' o ί ι l e resultat.
Comme cas particulier du coroilaire 4.1, on obtient:
Coroilaire 4 2. Sous les hypotheses du coroilaire 4.1, on a

(4.1) P*ΛS2Tftl,..,tn_a} <g> Γ±) - G ^ ^ , , U ,

pour tout entier a compris entre 0 et n; en particulier, Γapplication

est surjective.
Coroilaire 4.3. Le noyau Ker0 (φ 0 ψ 0 p \ Θ) = i?2 (Ί ύ? esί wn^ aquation

diβέrentielle.
Demonstration. L'application p: 5 2 Γ* (x) T^ -* G definie par
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β(C)(ξ, η, ζ, X) = g'(C(ξ, X), C(v, 0 ) - g'(C(ξ, 0 , C(v, X))

pour tous ξ, η,ζ,λeT, si C e S T * (x) Γ£, est surjective: en efϊet, si ω € G,
on construit des solutions C de /?(C) = ω telles que les vecteurs C(ei9 βj) avec
1 < / < / < n — 1, oύ {eu , en) est une base de T, soient lineairement
independants (on demontre ce resultat en utilisant, avec des modifications
mineures, la construction donnee, pour a=n, dans la propsition 4.1). Comme
f*R' — ReG, on peut trouver C e 5 2 T*® T$, dont la restriction au carre
symetrique d'un sous-espace de dimension n — 1 de T soit injective, telle que

par ailleurs, il existe q = ]2(h)(x) e J2(E)X tel que πλ(q) = πλ(p) et que B\ — C:
comme ψ(q) = 0 (puisque C prend ses valeurs dans T^ = h*T±) et que p(q)
— f*R' — R — p(C) = 0, le jet q appartient a R2 et meme a R2 Π G. La fibre
de i?2 Π Θ au-dessus de chaque point de X n'est done jamais vide. Le dia-
gramme

0 0

Tγ

 (f®p)*p > E'

I
I -

0 0

oύ E' = (52Γ* <g) 71*) Θ G et ι est Γinjection lineaire naturelle de E r dans
52Γ* 0 E\ est exact et commutatif par consequent Γapplication

Θ ψ Θ ^)^p : Γ((P)P -> 52T* Θ

est surjective ainsi R2 Π Θ est le noyau d'un morphisme de rang constant,
done une equation difϊerentielle.

On pose R2 = R2 Π 0 et on appelle g2 le symbole de ^ 2 on suppose dans
la suite que le jet p defini au debut du paragraphe est dans i£2.

Corollaire 4.4. Le conoyau de Γapplication
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sΊdentifie canoniquement au deuxίeme groupe de cohomologie* de Spencer

Demonstration. Le diagramme commutatif suivant

0 0 0

. .1
l i d

Γ* (g) S2T* <g> Γ£ P * p > Γ* ® G > 0

Γ* ® T± —'•* Λ2T* ® T* (g) Γ^ >

d

0 > A3T*(g)T^ —'-> A3T*(g)T^
est exact sauf en T* (x) G? dans sa premiere ligne, et en Λ2T* (x) Γ* (x) T^,
dans sa premiere colonne: il permet done de construire Γ identification sou-
haitee.

Corollaire 4.5. Sous les hypotheses de la proposition 4.1, on a

(4.2) dim fe)p{ίl>...,ίn_α} = -Aα(α + l)[-3n 2 + (2a - 5)n + 6m] ,

pour tout entier a compris entre 0 et n.
Demonstration. Ce resultat s'obtient aisement en combinant le lemme 2.2,

Γegalite 4.1 et Γexactitude de la suite

0 > ( & W . . ίra_α} > S2T*u...,tn_a] ® n - ^ > Gn_a(f19 - . . , / „ ) > 0 .

5. Le theoreme de Cartan

Avant d'aller plus loin, nous enoncerons le theoreme principal que nous
avons en vue:

Theoreme 5.1 (Elie Cartan). Vequation diffέrentielle R2 est formellement
integrable.

Soient W et W les fibres vectoriels sur R2 definis par

o δ) , o ύ Φ ^ ^ Θ ψ Θ p ,

W = Coker fa o δ |Ker (+φOβ))

(5.1)

et par

(5.2)

W = Coker

W
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appliquant le lemme 0.4, on construit une section Ω de W sur R2 telle que la
suite

(5.3)

oύ R3 designe le premier prolongement de R2, soit exacte. II existe q e R'3 tel
que π2(q) = p (prop. 3.3), done p^φXq) = 0 et pλ{ψ){q) = 0 par consequent,
Ω(p) est la classe d'un element de la forme (0, 0, θ) € T* <g) (S2T* 0 (S2T*
(x) Γ*) Θ G ) . Si C € S3Γ* (x) Γ£, on a toujours ^ p o δ(C) = 0 et ψ* p o <S(C) = 0:
la classe Ω(p) sera done nulle si et seulement si θ est dans Γimage de Γhomo-
morphisme

p*p o δ: S3Γ* (x) Γ^ -^ T* (8) G

en d'autres termes, Ω prend ses valeurs dans W identiίie a un sous-fibre de W.
Lemme 5.1. Vέlέment θ = pλ{p){q) de T* ®G,oύq est un relevement

de p dans R'39 est un representant de Ω(p)dans Wf

v en outre, il vέrifie la deux-
ieme identίtέ de Bianchi.

Demonstration. Le fait que θ soit un representant de Ω(p) est une con-
sequence triviale de la definition de Ω. On peut supposer, sans perte de
generalite, que le relevement q est egal a j3(f)(x) dans ces conditions, on a

θ(ξ, η, ζ,lμ) = ξ {(/*#' - R)(η, ζ, I μ) + &{Bf% fi), Bf(ζ, λ))

-g'(Bf(r),λ),Bf(ζ,μ))}

pour tous ξ, Ύ], ζ, λ, μ e T, oύ ή, ζ, λ, β sont respectivement des extensions quel-
eonques de η, ζ, λ, μ sur un voisinage de x dans X. Le signe © mis devant une
fonction de ξ, η, ζ voudra dire que Γon somme par permutation eireulaire sur
ξ, 7], ζ. Si on choisit les extensions des vecteurs ξ, η, ζ, λ, μ telles que le crochet
de deux queleonques d'entre elles soit toujours nul, on a

β), Bf(ξ,X)) - g\Bf% X), Bf(ζ, fi))}

j+l) - gψ'fjj, F'fjUfi) - g{V~vμ, Ffλ)

WuP'^ul, Γ'fMfi) - g\v'Uξv'ai*μ, r'fjj) - g(Vξv~ημ, pζl)

{λ, Vημ) + g(VξV~λ, Fζμ) + g(FξF~ζβ9 Vji)

-R(ξ, η, μ, Fζλ) + R(ξ, η, λ, Vφ
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— (25 Rf(Vf ί a ί Γ ί 2 ί tΐ\ R'(ί Ύ) Vf ί Γ ί 2 ί ti)

= ©f CR — f*R')(rj, ζ, ί, /ϊ) ,

done 0 verifie la deuxieme identite de Bianehi.
Proposition 5.1. Uimage de Vapplication

P^kV O * kJ -I \ζ_y -L Y — * JL KSy ^~7

est έgale a H.
Demonstration. Soient {ί15 , tn} une base de T satisfaisant les conditons

donnees dans la proposition 4.1, {tf, , t%} sa base duale dans Γ* et ω =
n

Σ tf (x) o)i un element de H: compte-tenu du lemme 3.1 et de la 1-acyclicite

de Γoperateur δ, le resultat nous est acquis si nous prouvons que, pour tout
entier A compris entre 1 et n, il existe C ( 1 ), , Cih) € S2Γ* (x) Tγ tels que

P*P(C{k)) = ωk , avec k = 1, , A ,

et que

δttσ» = δtp
ί} , avec 1 < ί, / < A .

Nous allons proeeder par recurrence sur A. La propriete est vraie pour A = 1,
puisque Γapplication p ^ : 52Γ* ®T^-^G est surjective; supposons-la vraie
pour un entier A > 1: soit

Γelement de S2T* (g) T^, dont les composantes sont donnees par les equations

δtiC{h+1> = δth+1C
a) , avec i = 1, . . ., ft

on a, pour tous entiers /, /, k, I tels que 1 < /, / < A,

9 tj, hi h)

= g yByti, ti), Ci '{.tj, tjc)) + g yrs^tj, tk), c x yιu t^)
4 \ f**{h + V)(4 4 W cιf(Tl(i i \ C{hΛ-V)(4 4 \\

? Γfc/? ^ l \Jj9 ll)) — 6 \P\!j9 ιV > ^ l \τii ιk))
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= -o>i(t}, ίft+1, h, tt) + g'(B(th+1, tk), C^itj, *,)) - g'(B(th+1, *,), C(i%, **))

+ g'iBiU, tt), C«'«»+ 1 ) tk)) - g'iBiU, tk),

= —Cύiitj, th + ί, tk9 tι) — (Oj(th + 1, ti9 tk9 tj)

d'apres la deuxieme identite de Bianchi; le raisonnement se termine par la

remarque suivante: si C = Σ t*-t*® Cυ <= S2T* <8> Γ£ et & e G sont tels

q u e p^p(O(ti9tj9tk9tι) = tΰ(tί9tj9tk9tι) p o u r t o u s ent ie r s / ,/ ,&,/ tels q u e
1 < h j < h9 il existe

tel que

C=

2) dj = C o , si / < / et i < h.
Ce resultat est une consequence triviale de Γegalite

(Q2rT~l'% /O\ ΠΓAS\ /^* (f f \
r ' kίDV ί ί i ••• th\ ^~s Y' vJ^^ίjj " * * , 1%)

Corollaire 5.1. Lβ fibrέ vectoriel Wf est έgal au fibrέ image rέciproque du
fibrέ quotient Γ* (x) G/H par la projection π: R2—> X.

Corollaire 5.2. Vapplication π2: R3 —> ̂ 2 est surjective.
Dέmonstration. Le lemme 5.1 et la proposition 5.1 montrent que Ω est la

section nulle de W sur ^ 2 ; Γexactitude de (5.3) entraine le resultat.
Proposition 5.2. One base {t19 , tn) de T, satisfaisant les conditions

donnέes dans la proposition 4.1, est quasί-rέguliere pour (g2)p.
Dέmonstration. Utilisant le lemme 2.3 et la proposition 5.1, on trouve que

(g-)P = Ker ( ^ o δ: 53T* (x) T^ -> Γ* (x) G) a pour dimension

d'un autre cote,

n
"y Him (o Λ

α=0 α } = T2 Σ <x(a + 1)1
α = 0

[-3n2 + ( 2 α -

- 2)(-n2 - 3n

5)n + 6m]

+ 4m) ,

d'oύ le resultat cherche.
Dέmonstration du thέoreme 5.1. D'apres la proposition 5.2, Uί2 est une

equation involutive. L'application π2: R3^> R2 est surjective (Cor. 5.2). Enfin,
le premier prolongement du symbole de ^ 2 est le noyau du morphisme de fibres
vectoriels sur R2
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( ψ θ ^ o J : 53Γ* <g) V(E) -» Γ* <g) ((S2T* ® Γ*) θ G) ,

qui est de rang constant: c'est un fibre vectoriel. L'equation R2 remplit done
les conditions donnees dans le theoreme 0.1 ainsi R2 est formellement inte-
grable.

Comme corollaire des theoremes 0.2 et 5.1, on a le resultat suivant:
Corollaire 5.3 (Theoreme de Janet-Car tan). Si X et Y sont des variέtέs

riemanniennes analytiques, alors X s'immerge isomέtriquement localement
dans Y.

Remarque. Tout comme celle dΈlie Cartan, cette demonstration s'applique
aux varietes pseudo-riemanniennes puisque, nulle part, nous ne faisons inter-
venir le caractere positif des metriques.

6. Le probleme a deux dimensions

Nous allons donner une demonstration du theoreme 5.1, dans le cas oύ
dim X = 2, independante de la demonstration de ce dernier. Soit p = /2(/)(x)
€ R2: on note pour le moment T, G, g29 g3 les fibres en x ou p de ces fibres

on posera encore Bζ = B et j^T^ — T^. '
Lemme 6.1. Une base {t1912} de T telle que le vecteur B(t191^ soit non nul

est quasί-reguliere pour g2.
Demonstration. Soient C € g2 et C € SPT* (x) T^ tels que δtlC = C. Puisque

B(t19 tx) n'est pas nul, on peut choisir C tel que

g\(tλ, O, δt2C(292)) g ( ( ί 1 , t2), δt£(tl912))

- g\B(t2, t2), δtfi(fu O)

L'egalite (6.1) signifie que δtfi 6 g2: nous avons done montre que Γapplication
δt1-83-*g2 e s t surjective. D'un autre cote, la surjective de Γapplication
d ί2 ^3{ίl} -> 2̂{ίχ} est triviale, d ' o ύ le resultat.

Lemme 6.2. Vapplication ρ*poδ: S3Γ* (x) 7> -> T* (g) G «/ surjective.
Demonstration. Soit {ί15 ί2} une base de T telle que 5(ί1 ? tj soit non nul.

Un element C de ^ T * (x) T^ appartient a g2 si et seulement si la relation

0 , C(t2, Q) = 2g/(B(ί1, t2), C(ί1? ί2)) -

est satisfaite. II est done clair que dim g2 = 3(ra — 2) — 1 et que dim g2[tl} =
m — 3 par consequent, dimg3 = dimg2 + dimg2 { ί l } —Am— 10. Par ailleurs,
on a dim T* <g) G = 2 et dim 53T* (x) T^ = 4m — 8, done ^ o δ est de rang 2.
q.e.d.

L'integrabilite formelle de $ 2 decoule aisement de ces deux lemmes.
Lemme 6.3. Supposons que la varίέte Y soit de dimension 3 : si, pour tout

couple de points (x, JCO € X X Y, les courbures sectionnelles de Y en xf sont



80 JACQUES GASQUI

strictement supέrίeures a la courbure gaussienne de X en x9 alors Γequation R2

est elliptique.
Demonstration. Soit {t1912} une base de T telle que B(tλ, tj soit non nul et

que B(t1912) = 0. Soient λ e T* — {0} et v € 7>: si λ2 (x) v € g29 on a

Comme dim Γ£ = 1, il existe un nombre reel a tel que B(t29t2) = aB(t19 tλ):
on a

' - Λ ) ^ , ti911912)

par hypotheses, (f*R' — R)(t1912, t1912) > 0, done a > 0. On a

[ α W + ^WV^Cii, O, v) = 0 ,

par consequent v = 0.

7. Immersions conformes

Nous supposons que les dimensions de X et Y sont a nouveau quelconques.
Definition 7.1. Une immersion / de X dans Y est conforme si f*g' = wg,

oύ w est une application differentiable de X dans i? appelee rapport de Γim-
mersion conforme /.

On verifie f acilement la
Proposition 7.1. Si f: X —> Y est une immersion conforme de rapport u,

on a Γequation de Gauss-Weingarten:

(7.1) g>(B(ξ9 v)9 /*ζ) - ϋ(ξ'U)g(η9 ζ) + (ψu)g(ξ9 ζ) - (C «)g(f, η)}

pour tous champs ξ, η, ζ sur X, si B dέsίgne la seconde forme fondamentale
de V immersion f.

Si x € X et u e C°°(X, R), on definit une forme bilineaire symetrique Hux

sur Tx en posant

pour tous ξ, Ύ] e TX9 oύ η est une extension quelconque du vecteur η sur un
voisinage de x dans X. La forme //tt>ar, qui est bien definie, est appelee Hessien
de u en x il est clair que # w > x ne depend que du 2-jet de u en x. On note Hu

la section

de 52Γ* sur X ainsi obtenue.
Un calcul analogue a celui de la proposition 7.1 permet d'enoncer
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Proposition 7.2. Sous les hypotheses de la proposition 7.1, on a Vequation
de Gauss:

(f*R' - uR)(ξ, η, ζ, λ) + tf(B(η9 ζ), B(ξ, λ)) - g\B(v, λ), B(ξ, Q)

(7.2) = ±{Hu(ξ, Qg(q, λ) + Hu(η, λ)g(ξ, 0 - Hu(ξ, λ)g(η, ζ)

-Hu(η,Qg(ξ,λ)}

pour tous champs ξ, η, ζ, λ sur X.
Les deux membres de Γegalite (7.2) sont clairement des sections de G sur

X. Les equations (7.1) et (7.2) sont les generalisations des equations de Gauss-
Weingarten et de Gauss au cas conforme.

On designe par F le fibre trivial sur X

prλ: X x Y x /?* -» X ,

par τ la projection canonique de Jk(F) sur Jk(E) et par Jk(F) le sous-fibre
ouvert de Jk(F) des /c-jets p tels que τ(p) € Jk(E), si £ > 1. Si p e Jk(F), on
identifiera toujours F(E)π o ( τ ( ί ) ) ) = ΓF j j r o ( Γ ( p ) ) au sous-espace TF ) 3 r o ( τ ( p ) ) 0 {0} de

Soit

^: Λ(F)

le morphisme de fibres sur X defini par

(7.3) φ'{p) = (/V

si P = /i(/, w)(x) 6 /iCiOa , oύ / est une application de Z dans Y de rang max-
imum en x 6 X et w une application de X dans R non nulle en JC.

Proposition 7.3. Le morphisme de fibres sur ψ

φ% : T* (x) F(F) - F(S2T*)
Ji(F)

est surjectif; de plus N[ == Ker0 (^0 e ί̂ une equation diβέrentielle.
Demonstration. Si p e J^F), la restriction de φ%p a Γ*(p) (g) TYt7CQ{xm) est

egale a p i Γ ( p ) comme φ*rip) est surjective, φ'#p Test aussi. A partir de la, -on
montre facilement que N[ est une equation difΐerentielle.

Soient

φ: J2(F) -> 52Γ* , φ: J2(F) -> 52T* ® Γ* , p: J2(F) -> G

les morphismes de fibres sur X definis respectivement par

(7.4) ^ = ^OTΓJ ,

par
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, ζ) - (ζ «)£(£, 7])}

et par

,, ζ, X) + g>(Bζ(q9 0 ,

(7.6) - g ' (5^, J), B'x(ξ, 0) + «««,,(?, *)*(?, 0 +

- Hu§x(ξ, Qg(η, λ) - Hu>x(v, X)g(ξ, ζ)},

pour tous ξ, η,ζ,λ€ Tx, si /? = /2(/, W)(JC) e /2(F), oύ / est une application de
rang maximum de X dans Y deίinie sur un voisinage de x et u une application
de X dans i? non nulle en x.

Par un calcul analogue a celui de la proposition 3.2, on a:
Proposition 7.4. Le premier prolongement N'2 de N[ est έgal a Ker0

Si p e J2(F), on a

done le morphisme de fibres sur ψ

(x) F(F) -^ F(52Γ* (x) Γ*)

est surjectif ainsi, d'apres la demonstration du corollaire 3.1, 2V£ est une
equation diflerentielle. Par ailleurs, si / est un entier positif, le /-ieme prolonge-
ment de N'2 est egal au (/ + l)-ieme prolongement de N[.

Proposition 7.5. La suite de fibres a fibre variable sur X

0

oύ N'Ά est le premier prolongement de N'2, est exacte.
Demonstration. Soient p € N'2 et q un element de JJJF) tels que π2(Φ = P

On a la formule

(7.7) p(p) - ίfeWto)) ,

qui est Γanalogue de la formule (3.8) du cas isometrique, d'oύ le resultat (cf.
Prop. 3.3).

Soit g = g' X ô la metrique produit sur Y X R, oύ gQ est la metrique eucli-
dienne sur R. Si p = j2(/? M)(JC) € /2(F), soient Bί f%et 5{ les elements de
52Γ* ® (Γ F f / ( α ; ) Θ R) respectivement egaux a Bf

x 0 Jfftt#a. et 5^ © ^ . Avec
ces notations on a
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p(p)(ξ, η, ζ, X) = (f*R' - uR)(ξ, η9 ζ, X) + g(B'x(η, ζ), B£»(ξ9 X))

ξ, 0 , Bί-"{η9 X)) + ±{HUfX(v, ζ)g(ξ, X) - Hu,x(ξ, ζ)g(v, X)}

pour tous ξ, η,ζ,λeTx.

Supposons desormais que m > \n(n + 1) — 1 on peut alors construire un
sous-fibre ouvert € de J2(F) de la maniere suivante: un jet /2(/, u){x) de J2(F)
appartient a ΰx si et seulement s'il existe un sous-espace U de dimension n — 1
de Tx tel que f^Tx et Bζ(S2U) engendrent un sous-espace de dimension

Proposition 7.6. // existe q e €x Π Ker0 (9 Θ ψ 0 jo), <JM /̂ <̂ Ŵ  soil x e X.
Demonstration. Soient p = /Ί(/, u){x) e N[ et {e19 , en} une base de Tx.

Avec les techniques de la proposition 4.1 et du corollaire 4.3, on peut con-
struire des formes C e 52T* (x) ΓF f / ( α ;, et H e S2T* telles que

g(Cfe, β4), C ( ^ , eι)) = (j*R' - uR)(ei9 ej9 ek9 et)

+ g{C{ei9 ek)9 C(eί7 et)) + ^H(ej9 ek)g(ei9 ei) - H(eu ek)g(ej9 eι)}

pour tous entiers /, /, k, I compris entre 1 et n, oύ C = C®H et C = C®\gx.
On determine les vecteurs C(ei9 e3) par une double recurrence sur les indices /
et / a partir des equations (7.8) en prenant soin de choisir les vecteurs

Ue» *' Uen et C(ei9 ej) avec 1 < / < j < n - 1 ,

lineairement independants. On peut alors imposer aux vecteurs C{e^ e3) de
verifier en plus les equations

g/(C(ei9ej),fχek) = ^{(eru)g(ej9ek) + (eru)g(ei9ek) - (ek'U)g(eί,ej)}

pour tous entiers /, /, k. Si q = /2(Λ, v)(x) e J2(F)X est un jet tel que πλ(q) = p,
B\ — C et que Hvx = H, alors q est par construction dans ϋx Π

Nous pouvons maintenant enoncer:
Theoreme 7.1. Le sous-fibre N2 = € Π Ker0 (φ 0 ψ 0 jo) βίί wnβ equation

differentielle involutive et formellement integrable.
Demonstration. Soit p = j2(f9 u)(x) εN2; si C € S2T*®{TYtf{x) ®R), on a

(7.9) Ψ*P(C)(f, ,̂ 0 -

5 f , X), C(V, 0) + g(S/(,, ζ), C(f,

f(Bζ(ξ, ζ), C( 9 , « ) - f(5£(?, «, C(f, 0 )

pour tous ξ9 η,ζ,λeTx. Ces formules sont les analogues des formules (3.6) et
(3.9) ducas isometrique: a ce moment la, en recopiant les calculs du lemme
3.1, du corollaire 4.2 et de la proposition 5.1 en remplaςant g' par g, Bζ par
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Bζ, Tγ par Tγ 0 R et T^ par Tγ 0 7?, on en deduit immediatement que N2

est une equation differentielle involutive. D'autre part, d'apres le lemme 0.4
et la proposition 7.5, on construit une section Ω de W — πι(T* (x) G/H), oύ
π: N2 -+ X est la projection naturelle, telle que la suite

N2 z
0

soit exacte. Si q e iV2, Γ element 0 = p^pXq) e Γ* (x) G, oύ g est un jet de N3
tel que τr2(g) = /?, est un representant de Ώ(p) dans PF ,̂: un calcul analogue a
celui du lemme 5.1 montre que θ e H (i.e.: verifie la deuxieme identite de
Bianchi), par consequent Ώ est la section nulle du fibre Wr \ ainsi N2 est for-
mellement integrable.

Si Γon impose aux varietes riemanniennes (X, g) et (Y, gθ d'etre analytiques,
on retrouve le theoreme de Jacobowitz-Moore [7]. Comme dans le cas isome-
trique, cette demonstration s'applique aux varietes pseudo-riemanniennes puis-
que nous n'avons pas fait intervenir le caractere positif des metriques.
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