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TOPOLOGIE FAIBLE SUR DES VARIETES DE BANACH.
APPLICATION AUX GEODESIQUES

DES VARIETES DE SOBOLEV

JEAN-PAUL PENOT

L'idee de munir d'une topologie faible certaines varietes de Banach, les
varietes fonctionnelles notamment, n'est pas nouvelle. L'importance de cette
topologie pour Γanalyse non-lineaire (cf. J. L. Lions [12]) plaide en ce sens.
C'est a R. S. Palais que Γon doit d'avoir mis en lumiere dans son intervention
au Congres de Nice [16] la clarification qu'apporterait Γintroduction d'une
topologie faible dans les varietes fonctionnelles. Ainsi les ensembles intrin-
sequement bornes de K. Uhlenbeck [20] sont les parties relativement com-
pactes de la variete de Sobolev Wk

p(π) pour la topologie faible introduite dans
cet article et on a Γanalogue du theoreme classique: les sous-ensembles bornes
de Wk

p(π) pour sa metrique canonique sont les parties relativement compactes
pour la topologie faible. Bien entendu la topologie faible coincide avec la topo-
logie forte dans toute variete de dimension finie.

II est facile de voir qu'on ne peut esperer transporter la topologie faible
usuelle des modeles au moyen des cartes canoniques de la variete Wv{π) (ou
plus generalement d'une variete fonctionnelle 3F{π) oύ π: P —> M est une
submersion de base compacte). En eίϊet Γimage d'une telle carte est Γensemble
J^(M, U) des sections de classe ίF d'un fibre vectoriel ξ: V —> M a valeurs
dans un ouvert U de V et cet ensemble n'est pas ouvert dans Γespace de
Banach 3F{M^ V) P o u r s a topologie faible. En effet, si Um = ξ~\rri) Π U est
borne dans Vm = ξ~\m) pour tout meM Γensemble J^(M, U) ne peut con-
tenir une droite affine. De plus les changements de cartes qui sont de la forme
s —• g o s oύ g: U —> Vf est une application fibree de U dans un autre fibre
vectoriel ξ' = (V',ξ',M) ne sont pas continus pour les topologies faibles sur
^(M, V) et ^ ( M , V), pour une raison analogue.

La topologie faible σ d'un espace de Banach doit done etre renforcee pour
remedier a ces inconvenients. Plusieurs solutions sont possibles (§ 1) celle
qui est adoptee ici est le choix de la topologie sequentielle σs associee a σ. Un
autre choix (la topologie σb du § 1) est adopte par R. Graff [8]. L'observation
que les changements de cartes de Wk

v(π) sont continus pour σs et σb a ete com-
muniquee par J. Dowling et K. Uhlenbeck a R. Palais. U. Koschorke s'est
interesse a des questions voisines [11].
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Nous reprenons (§ 4) l'etude (incomplete, mais correcte) des geodesiques
minimisantes des varietes de Sobolev faite par J. Dowling [1] apres avoir
adapte (§ 3) la methode directe du calcul des variations a la situation. Enίin
nous verifions (§ 5) la condition (C) a Γaide de la topologie faible et d'une
notion de structure de Finsler admissible (qui manque dans la note de H.
Eliasson [6]). L'etude des geodesiques minimisantes illustre encore une fois la
place a part qu' occupent les varietes fonctionnelles parmi les varietes de
Banach (Γexistence des geodesiques minimisantes etant en defaut dans des
varietes hilbertiennes comme des tores ou des ellipsoϊdes, cf. J. Dowling [1],
N. Grossman [9], J. McAlpin [13]).

Je remercie R. S. Palais pour le role qu'il a joue dans l'eclosion des idees
contenues dans cet article. Je tiens aussi a souligner ma dette envers H. Elias-
son: le paragraphe 4 de cet article n'aurait pas vu le jour si je n'avais pas eu
connaissance de [5]. Cette note contient la plupart des techniques de ce para-
graphe, a Γexception toutefois du lemme (crucial) 11 et de la generalisation
(facile mais lourde) a Γordre superieur. La connaissance de cette note ou de
la presentation simplifiee du present article, (Weak topology on functional
manifolds, Proceedings of the Summer College on Global Analysis and its Ap-
plications, Trieste, 1972, a paraitre) facilitera la lecture de ce paragraphe,
mais n'est pas requise.

1. Renforcement de la topologie faible d'un espace de Banach

Etant donne un espace de Banach E, designons par τ sa topologie et par σ
sa topologie faible. Introduisons les topologies σb (resp. σk) finales pour les in-
jections iB: B —> E (resp. iκ\ K^ E) ou #(resp. K) parcourt la famille des
parties bornees (resp. faiblement compactes) de E et est muni de la topologie
induite par a. Soit σs la topologie dont les parties fermees sont les parties
sequentiellement fermees de (E, σ) (A est sequentiellement ferme pour σ si A
contient les limites des suites de A convergentes pour σ).

Lemme 1. a) σ C σb C σs C τ .
b) σk — σs .

La preuve de a) est immediate. Pour etablir Γinclusion non triviale de b) il
suffit de remarquer que si A est une partie sequentiellement fermee de (E, σ)
et si K est une partie compacte de (E,σ), A Π K est sequentiellement ferme
et relativement compact pourσ, done ferme pour σ.

Remarque 1. Les inclusions du lemme 1 (a) sont strictes en general. Pour
E reflexif de dimension infinie on a σ Φ σδ, σs Φ τ. En efϊet une base de
voisinages de 0 pour σb est formee des ensembles A0 polaires d'une partie A
du dual E* de E constituee de Γensemble des termes d'une suite qui converge
vers 0 dans E* fort (Dunford-Schwartz [2, p. 427]). Comme il est impossible
de trouver une partie finie F de E* telle que F° soit contenue dans A0 si A est
forme de vecteurs lineairement independants on a bien σ Φ σb. L'inclusion
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σs C τ est stricte car la boule unite fermee de E est compacte pour σs mais
non compacte pour τ. Pour E = lγ on a σs = τ comme il est bien connu et
τ Φ σb. En eίϊet soient B (resp. D) la boule unite ouverte (resp. fermee) de
E,S = D — B. Si B etait ouverte pour σb il existerait A € σ tel que β = fiΠ
£> = 4̂ Π D . Mais comme E — Z> est ouvert pour o et comme E — S = A U
(E — D),S serait ferme pour σ ce qui est contraire au fait que 0 est un point
adherent a S pour σ. Ainsi σb Φ τ = σs.

Les candidatures de <7δ et σs pour renforcer la topologie σ sont egalement
recevables, bien que ces topologies ne soient peut etre pas compatibles avec la
structure vectorielle de E. Le choix de σs nous semble plus approprie parce
que σs est plus fine et plus naturelle pour la methode directe du calcul des
variations (son usage est implicite dans Vainberg [21] par exemple). De plus:

a) σ et σs ont memes suites convergentes (Kisynski [10]) et memes com-
pacts (il en est done de meme pour σ et σb).

b) σs est compatible avec la structure vectorielle de E en ce sens que E
est un L-espace (J. P. Penot [18]) pour la convergence associee a σs; on dis-
pose d'une theorie elementaire du calcul difϊerentiel dans ce cadre (J. P. Penot
[18]).

c) Si (Z, ω) est un espace topologique, une application continue /: (Z, ω)
—> (E, σs) est propre si et seulement si Γimage reciproque par / de tout sous-
ensemble compact de (E,σs) est compacte (R. S. Palais [15]).

d) Les topologies σs et σb sont utiles pour formuler des notions de com-
plete continuite d'une application.

Le lemme suivant montre que dans la pratique σs et σb coincident tres
souvent.

Lemme 2. Pour que σs — σb il suffit que Γune des hypotheses suivantes
soit verifiee:

a) Le dual de E est separable (ce qui est le cas si E est separable et reflexif),
b) E est reflexif.
Preuve. Soit F un ferme de σs, soit B une boule fermee de E; prouvons

que B (Ί F est ferme pour σ. Si le dual de E est separable, B est metrisable
pour la topologie induite par σ (Dunford-Schwartz [2, p. 426]) de sorte que
B Π F qui est sequentiellement ferme est ferme pouro . Si E est reflexif B Π F
est relativement compact et sequentiellement ferme pour σ done ferme pour
σ (Edwards [3, p. 549]). q.e.d.

II serait interessant de savoir dans quels cas σs ou σb est compatible avec
la structure vectorielle de E. Nous nous contenterons du resultat suivant (Dun-
ford-Schwartz [2, p. 428]).

Lemme 3. Si E est reflexif σs = σb fait de E un espace vectoriel topologi-
que localement convexe separέ.
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2. Bivarietes

Definition 1. Un espace Cr-bicartographie est un couple (X, J / ) forme d'un
ensemble X et d'un atlas J / = {φt = (Ui9 φi9 Et), i e 1} oύ Et est un espace de
Banach, φi une bijection d'un sous-ensemble Vt de X sur un ouvert de (Eu σs),
tel que pour tout (/,/) e / x /, ^(t/* Π £/,) soit ouvert dans (Ei9σ8) et que
0./ ° ^ϊ"1: &(#* Π C/̂  ) —> ^(C/i ΓΊ £/,-) soit continue pour σs et de classe C r pour
τ. Nous dirons que J / est un bi-atlas.

L'ensemble X reςoit deux topologies notees σs et r pour lesquelles les Ut

sont ouverts et les φt des homeomorphismes. Si φ = (U, φ, E) est un homeo-
morphisme d'un ouvert U de (X,σ8) sur un ouvert pour σs d'un espace de
Banach E nous disons que φ est une carte Cr-compatible avec si si pour tout
/ € / , ^ o 0-1 et ^ o φ-1 sont de classe C r .

Definition 2. Une Cr-bivariete est une classe d'equivalence d'espaces Cr-
bicartographies pour la relation d'equivalence: (X, s/) — (Y, 38) si X = Y,
et si toute carte de s/ (resp. de 38) est Cr-compatible avec Γ atlas 38 (resp. s/).

II est equivalent de dire qu'une Cr-bivariete est un Cr-espace bicartographie
(X, <$/) oύ s/ est un Cr-biatlas maximum (i.e., contenant toutes les cartes qui
lui sont Cr-compatibles). On a une notion naturelle de Cr-morρhisme d'espaces
bicartographies ou de Cr-bivarietes que nous n'expliciterons pas. Dans la suite
nous confondrons souvent un espace bicartographie avec la bivariete associee.

Remarque. Dans la definition 1 on pourrait demander que les φj o φi1 soient
de classe C ί pour une notion appropriee. Le cas ί = 1 peut etre traite a Γaide
de la classe C\ introduite dans J. P. Penot [18]; il permet de parler de la
Cr~^bivariete tangente a une Cr-bivariete de classe C\ pour la topologie σs, de
champ de vecteurs continu pour σs etc. . Dans cette direction on a le resultat
suivant.

Proposition 1 (S. Gautier et J. P. Penot [7]). Si X est une Cr-bivariete
(r > 1) de classe C\ pour σs dont les modeles sont reflexifs et si v est un champ
de vecteurs continu pour σs sur X, par tout point x de X passe une courbe
intέgrale de v.

Έxemples. 1) Toute variete de dimension finie est une bivariete. Tout
ouvert pour σs d'un espace de Banach est une bivariete. Une sphere d'un espaee
de Hubert est un espace C°°-bicartographie par les cartes obtenues par projec-
tion radiale sur les hyperplans tangents.

2) Nous dirons qu'un couple de varietes paracompactes (X, X') est un Cr-
chaίnon si X est contenue dans X' et s'il existe un Cr-atlas

qui induit un atlas de X: pour tout i e I il existe un espace de Banach Ei con-
tinument injecte dans E\ tel que φt = {JJ^φ^E^) obtenue par restriction de
φ'i9 avec Ui = ϋ Π X, soit une Cr-carte de X. H. I. Eliasson [5], [6] a qui
Γon doit cette notion dit "X is a weak submanifold .of Xn\ Un Cr-chaϊnon
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(X, X') sera dit de Rellich si les injections Et —> E^ des modeles sont compactes,
si les changements de cartes φά o φr1 sont bornants (i.e., transforment un borne
de Et en un borne de Eά) et si les modeles Et sont reflexifs.

Dans ce cas les changements de cartes sont continus pour les topologies σs.
En efϊet, si ψ: β ^ —> Ej est un tel changement de cartes, oύ Ωtj = φiWi Π Uj)
est ouvert dans (Ei9 σs) et si (*n) est une suite de Ωυ qui converge vers x e ΩiS

pour a,, la suite (ψ(xn)) est bornee dans E^ et converge vers ψ(x) pour la
topologie induite par E's sur Ed done converge vers ψ(x) dans (Ej,σs).

Proposition 2. Si (X, X') est un Cr-chaίnon de Rellich X est une Cr-
bivarίέtέ. De plus la topologie faible sur X est plus fine que la topologie induite
par X'.

Plus exactement X devient un espace Cr-bicartograρhie par Γatlas «s/ res-
triction a X de Γatlas srfr du chainon. Notons qu'une Cr-bivariete X peut etre
ainsi obtenue a partir de Cr-chaίnons differents; souvent X' peut etre pris
dans une chaine (Xn) de varietes. La notion de bivariete est done plus intrin-
seque que celle de chaϊnon.

Definition 3. Un tube pour un Cr-chaϊnon (X, X') est la donnee de Cr-
fibres vectoriels ξ: E —> X, ξf: Er —> X', d'un morphisme injectif considere
comme une inclusion de ξ dans f/ au-dessus de Γinjection X —> Xf et d'un
Cr-difϊeomorphisme ff = (ξ\ ε'): Of -+ U d'unv oisinage ouvert O' de la
section nulle dans Ef sur un voisinage ouvert JJf de la diagonale dans Xr x Xr

qui induit un Cr-difϊeomorphisme θ: O = O' Γi E -> U = U' f) (X X X).
En particulier si X = Xr on obtient la definition d'un tube sur une C r-

variete X (cf. J. P. Penot [17] pour cette notion et la notion voisine de tube
fibre sur une submersion π: P —> B: difϊeomorphisme θ d'un voisinage ouvert
de la section nulle d'un fibre vectoriel ξ: E —> P sur un voisinage ouvert de la
diagonale dans P XBP, de la forme θ = (?, ε)).

Proposition 3. Si π: P —> J5 e5/ wπe Cr-submersion surjective de base com-
pacte munie d'un Cr-tube et si ^ est un foncteur fonctionnel de classe Ck [14],
[17] le couple {^(π),C\π)) est un Cr~k-chainon muni d'un Cr~k-tube, J^(ττ)
dέsignant Γensemble des sections de π de classe ϊF, note aussi tF(B, P) ou
&(P)(r > k). En particulier, QVk

p(π), C°(τr)) est un Cr~k-chaίnon de Rellich
pour kp > dim B.

Proposition 4. Si (M, Mf) est un Cr-chaϊnon muni d'un Cr-tube, si S est
une variέtέ compacte et si 2F est un foncteur fonctionnel de classe Ck le couple
(^r(S,M),^r(S,M/)) est un Cr~k-chaιnon muni d'un Cr~k-tube.

Ces deux resultats peuvent etre combines. Ainsi (W%{S9 Wι

q(π)), C°(S, C°(τr))
est un chainon pour p > dim 5, ql > dim B et Wk

p(S, Wι

q(π)) est une bivariete.
Nous dirons qu'une bivariete X est reguliere si la topologie faible σs est

reguliere. Nous voyons facilement que cela implique la propriete:
(R) II existe un bi-atlas s/ de X tel que toute carte φ = (U, φ, E) de J / se

prolonge en un homeomorphisme φ de Γadherence U de U dans (X,σs) sur
Γadherence de φ(U) dans (E,σs).
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Cette propriete est verifiee si X est la bivariete deduite d'un chaίnon de
Rellich {X, X') oύ X' est une variete reguliere. Si de plus X' est paracompacte
nous avons la propriete:

(R;) II existe un bi-atlas (φi)ίeI de X, φt = (Ui9 φi9 Et) tel que (Ui)ieI soit
un recouvrement localement fini de (X,σs), une partition (In)n>0 de / avec
Ui Π Ujr = 0 pour /, / eln,iφ j , et un recouvrement ouvert (F*) ί ( Ξ 7 de (X, σs)
tel que Γ adherence Vt de J^ pour σs soit contenue dans C/< et appliquee par
φi sur Γ adherence de φi{Vτ) dans (E ί ? σs).

Enonςons un analogue du theoreme de Eberlein-Smulian.
Theoreme 1. 1) Soit A un sous-ensemble d'une bivariete reguliere X.

Les deux assertions suivantes sont equivalentes:
a) Toute suite de points de A admet une valeur d!adherence dans (X, σs).
b) Toute suite de points de A possede une sous-suite convergente dans

(X,σs).
2) Dans ce cas Vadherence de A coincide avec sa fermeture sequentielle.
3) 5/ de plus X satisfait OR') et si A est ferme pour σs les assertions a) et

b) equivalent a la compacite de A.
4) Si X est la bivariete associέe a un chainon de Rellich (X, X') avec X'

paracompacte, les assertions a) et b) equivalent encore a Γassertion:
c) A est relativement compact pour σs.
Preuve. Pour prouver 1) il suffit de montrer que a) implique b). Soit x une

valeur d'adherence d'une suite (an)n>0 de A. Soit φ = (ί/, φ, E) une carte d'un
bi-atlas ^ d e Z verifiant (R) avec xeU. Soit « ) w > 0 la sous-suite de (an)n>0

formee des termes appartenant a U et soit A' = {a'n, n > 0}. Comme toute suite
de φ(A') admet une valeur d'adherence dans φ(U) = φ(U) pour σs done pour
σ, le theoreme de Smulian (R. E. Edwards [3, th. 8.12.1, p. 549]) assure que
(φ(,an))n>o admet une sous-suite convergente dans U.

2) Soit x un point adherent a A dans (X, σs). En prenant une carte φ =
([/, φ, E) comme dans 1) nous voyons que φ(x) est adherent a φ(U Π A) pour
σs done pour σ. Comme φ(U Π A) est tel que toute suite de ses points admette
une sous-suite convergente nous pouvons trouver une suite de φ(U ΓΊ A) qui
converge vers φ{x) (R. E. Edwards [3, th. 8.12.4, p. 549]), d'oύ le fait que x
appartient a la fermeture sequentielle de A.

3) Soit (φi)iζi un atlas verifiant (i?7) et soit A un sous-ensemble de X ferme
pour σs et verifiant a) e'est-a-dire un sous-ensemble ferme et denombrablement
compact pour σs. Soit Fn = U*e/TC Vι j e'est un ferme pour σs comme reunion
d'une famille localement finie de fermes. Montrons qu'il existe un sous-
ensemble fini Γn de In tel que A Π Vt = 0 pour i e In — I'n. Dans le cas con-
traire nous pourrions trouver une suite d'indices distincts ik e/ n , k > 1, et
une suite ak e A Π Vik. Cette suite (ak) admettrait une valeur d'adherence
x € Fn nous pourrions done trouver un indice /„ e In avec x e Vio C Uίo.
Comme Uίo ΓΊ Vik = 0 pour tout k > 1 nous aurions une contradiction avec
le fait que x est valeur d'adherence de {βk)Ίc>ι. Pour tout / € /nous voyons par
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transport a Γaide de φt que A Π Vt est compact pour σs. Ainsi A Π Fn est
compact pour tout n > 0. Si (Oj)jζJ est un recouvrement ouvert de A dans
(X, σs) nous pouvons trouver pour tout n > 0 u n sous-ensemble fini Jn de /
tel que (Oj)j€Jn recouvre A Π Fn. Comme A est denombrablement compact
nous pouvons trouver un recouvrement fini de A extrait du recouvrement
(Oj)jζJ, pour ]' = Urc>o Jn

 e t A est bien compact.
4) Si X est associe a un chaίnon de Rellich (X, Xf) avec X' paracompacte

et si A C X veriίie b) nous voyons que A est relativement compact dans Xf

car Xf est metrisable. Nous pouvons done recouvrir A par un nombre fini de
domaines U[ de cartes φ\ = (£/£,$, £•) telles que $ se prolonge en un homeo-
morphisme φ^ de Γadherence £/J de £/< dans A" sur Γadherence de $(£/') dans
£,'. Soient E/, = C/J Π X,Ot Γadherence de E/< dans (X,σ s): Γ7, C ^ Π Z ,
^ = φ^ I C7ί# Nous voyons que φi(Ui Γϊ A) est relativement compact dans (Eu σ)
done dans (Euσs) puisque σs est plus fine que σ et que σs = σk. Ainsi A est
reunion finie d'ensembles relativement compacts A Γi Ui done est relativement
compact dans (X, σs).

Remarque. Une meme variete de Banach X peut etre munie de plusieurs
structures de bivarietes compatibles avec sa structure de variete, comme le
montre Γexemple suivant. Soit H un espace de Hubert separable, X = H —
{0}, β: X —> H un C°°-diffeomorphisme tel que β(x) = x pour tout x$D avec
D = {x € # , |JC| < 1}. La difϊeomorphisme ^ n'est pas un isomorphisme de la
bivariete (X, σs) sur (H, σs) car D est compact dans ( # , σs) mais β~~\D) = D
— {0} n'est pas compact dans (X, σs).

3. Application a la methode directe du calcul des variations

Dans ce paragraphe nous donnons des conditions pour appliquer le critere
classique de Weierstrass:

Critere. Soient X une bivariete, /: X —> R une fonction semi-continue
inferieurement (s.c.i.) et pseudo-propre pour la topologie faible. Si / est mino-
ree, / atteint sa borne inferieure.

Nous disons que / est pseudo-propre si toute suite (xn)n^o de X telle que
(f(xn)) soit bornee admet une valeur d'adherence. Si X est la bivariete associee
a un chaϊnon de Rellich (X, X') avec X' paracompacte il revient au meme
d'apres le theoreme 2.1 de dire que pour tout ensemble relativement compact
A de R, j~\A) est relativement compact pour σs.

Proposition 1. Soit X la bivariete associee a un chaίnon compact (X, X'),
X' etant reguliere. Les assertions 1) et 2) ci-dessous sont έquivalentes:

1) /: X —> R est pseudo-propre pour σs.
2) a) /: X —> R est pseudo-propre pour la topologie induite par X/

b) il existe un bi-atlas s/ de (X, X') tel que pour tout φ e <szf, φ =
(ί/, φ, E), tout sous-ensemble A de φ(U) sur lequel f o φ~ι est bornee est borne
dans E.
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Preuve. II est clair que 1) implique 2) a) et 2) b) : nous pouvons trouver
en efϊet un atlas si de (X,Xf) satisfaisant OR), X' etant reguliere et si φ =
(U,φ,E) appartient a <$/, si A C φ(U) est tel que foφ~ι(A) soit borne,
Γ adherence φ~ι(A) = φ~ι(A) de φ~\A) pour σs est compacte done A est
compact dans (E,σs) done borne. Inversement supposons que / verifie 2). Si
(Λι)τi>o e s t u n e suite de X telle que (Kxn))n>o soit bornee il existe une sous-
suite (x'n) de (xn) qui converge vers un point xf dans Xf. Si 0 = (U,φ,E) est
une carte verifiant 2) b), U etant la trace sur X d'un ouvert [/' de X' nous
pouvons supposer que « ) est contenue dans £/. La suite (^<X)) est alors
bornee dans E done la topologie induite par Er sur Γensemble des points de
cette suite coincide avec la topologie induite par σs de sorte que sa limite
appartient a E. Ainsi xf e X et xf est la limite de (X) pour σs.

Donnons quelques criteres permettant d'etablir la condition 2) b) dans le
cas oύ / est de classe Cι (i = 0 ,1 , 2):

b^) il existe un bi-atlas de (X, X;) tel que pour tout φ — (U, φ, E) dans sf
φ(U) soit la trace sur E d'une boule de Ef modele de Xr centree en 0 et qu'il
existe des constantes positives β09 βi, a29 β2> des functions a0, ax: R+ —» R+

verifiant lim^+ o o ao(ί) = + oo, lim^+ 0 0 Γ 1 ^ ) = + oo telles que pour tout
y € φ(U) on ait

bo) /ω>*o(ii)>ιi)-A),
y > «i(\\yII) - A,

pour / = f°φ~\\\y\\ (resp. || j | f ) designant la norme de y dans E (resp. dans£')•
Seule la preuve que bx) assure 2) b) n'est pas evidente, b2) impliquant bx)

d'apres le theoreme des accroissements finis pour a^t) = a2t
2, βλ — sup (/32||;y|Γ,

y e φ(U)). Soit A un sous-ensemble de φ(U) avec j(a) < m pour tout a e A.
Posons ^ = \\Df(0)\\ et choisissons 5 > 0 tel que \\Df(y) - I>/(0)|| < γ pour
||y|| < δ. Nous pouvons trouver p > 0 tel que ^ ( 0 > 4^/pour t> p. Siy e A
verifie \\y\\ > max (2δ, 2p) nous avons pour ε = δ/\\y\\:

= ?(0)+ Γ
Jo

= /(0) + Z>/(O) y + Γ (Dj(ty) -
Jo

+ C λ
J ε t

soit m - /(0) + ^ - ft Log δ > rllJll - ft Log ||y || ce qui montre que ||y||
est borne siy e A.

Exemple. Soit π: P —> B une submersion surjective de base compacte et
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soit L e Dfk(P, R) un lagrangien d'ordre k, polynomial de poids pk (p € N,
p>2),pk> dim B (Palais [14, §§ 16 et 19]). Supposons que L soit a partie
principale definie positive ce qui signifie que si Γon munit π,τB,τP = τ P |Ker Tπ
de connexions et si L s'ecrit

L(JC) = Σ * * i 4 α ( F β % ...,Fβ>jc)

avec Aa e C*(V(Lai(π*τB τ'P), , Laj(π*τB rP) R)) on a pour a = (&, , Λ)
(p fois), ^4α(w, , u) > 0 pour u e Lk(π*τB, τr

P), u Φ 0. Alors la fonction

/z,: W£6r) -• # definie par /L(JC) = ί LQkx) verifie b0).

Donnons quelques criteres pour assurer la semi-continuite d'une fonction
/: X —• R de classe C€ (/ = 0, 1, 2) dans le cas oύ X est la bivariete deduite
d'un chaίnon compact (X, X'):

Ci) Pour tout x e X il existe une carte φ = (£/, ̂ , £) de J / restriction d'une
carte φ' = (Vf,φf, E) de X1 centree en x telle que pour tout y ζ φ(U) on ait

Co) /GO > -Adlyl lO + 7(0),

c2)

oύ / = / o φ~\ βQ: i?+ -> i?+ verifiant lim£^0 j80W = 0, β,: # + -> /?+ etant con-

tinue et verifiant t^β^ήdί < + oo, β2 etant une constante positive.
Jo

On peut aussi utiliser les resultats de J. Serrin (avec une hypothese de con-
vexite) de F. Browder (si f est pseudo-monotone) oύ de P. Hess. Donnons a
titre d'exemple une variante d'un resultat de ce dernier: Si /: E —> R est G-
derivable, si T = f est hemicontinue, localement bornee, / est s.c.i. pour σs

pourvu que T satisfasse la condition: (P) Pour toute suite (un) qui converge
vers u dans (E, σs) on a lim sup (Tun, un — u) > 0.

4. Applications aux geodesiques de varietes de Sobolev

Definition 1. Une surmersion riemannienne consiste en la donnee d'une
submersion surjective difϊerentiable π: P —• 5, de structures riemanniennes sur
5 et les fibres de π et d'une scission v de la suite exacte:

0 > dP ^=ί TP - A π*TS > 0 .

Le noyau de Tπ1 est note δP. Si /: P -* Q est un morphisme (fibre) de varietes
fibrees P et Q au-dessus de S on note δf la restriction de Tf hδP: δf: δP -• δQ.
Le morphisme v est un projecteur du fibre τP = (ΓP, r P , P) sur le sous-fibre
Γp = (δP, τP,P). II permet de munir P d'une structure riemannienne telle que
Tπ1 induise une isometrie de δPL sur π*TS.

Les connexions riemanniennes sur les fibres de π definissent une application
de connexion K!: δ2P -^ δP. Nous prolongeons cette application en une
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application K: TδP -» δP en posant K = X7 o δv o σ oύ <j: Γ2P -• Γ2P est Γin-
volution canonique de T2P echangeant TτP et τ Γ P on verifie facilement que σ
se restreint en une application de TδP dans δTP et que Γon a le lemme suivant:

Lemme 1. K est une application de connexion pour le fibre τP —
(δP,τ'P,P).

Si x est une section difϊerentiable de π nous posons Vx = v o Tx: TS —> δP.
Pour * 6 W*(TΓ), avec k > n/p, n = dim S, nous avons Vx e Wk

p~\L(τs x*τ'p)).
Si u est une section de πoτ' telle que ^ = Γ Ό M nous definissons FΛw par
recurrence sur ή. Ce morphisme /z-lineaire de Γ»S dans δP au-dessus de x est
caracterise par Vu = K o Γw et

ΓΛ + 1M(V 0 > , vA) = F(Fhu(y19 ,vΛ)).i70 - Σ ^Λ«(^i» •' ,PVi'Vo, -,Vh)
z = l

pour tous champs de vecteurs locaux v09 v19 , vh sur S. On peut encore con-
siderer la section w* de x*τ'P, definir une connexion dans Lh(τs x*τ'P) associee
a la connexion sur S et a la connexion induite de K par x.

Le resultat suivant est bien connu [4], [14], [17], [20].
Proposition 1. Si π: P —> S est une submersion riemannienne de base com-

pacte de dimension n,X = Wk

v(π)9 ensemble des sections de π dont les
expressions locales sont dans un espace de Sobolev Wk

v, est une variέtέ
differentiate pour kp > n, p> 1. En posant pour u 6 Wk

p(πoτP) = TX

/ k C \1/p

\h=0jS /

on definit une structure de Finsler sur X qui est une structure riemannienne
pour k = 2. Si les fibres de π sont completes, X munie de la distance dPtk asso-
ciee a cette structure de Finsler est complete.

Nous allons appliquer la methode directe exposee au paragraphe precedent
a la preuve du resultat suivant.

Theoreme 1. Soil π: P —> S une submersion riemannienne de fibres com-
pletes et de base compacte. Deux points x0 et xλ d'une meme composante
connexe de X = W\(π) peuvent etre joints par un chemin de longueur minimum

PPosons / = [0,1], Z = {we Wιβ, X), w(0) = x0, w(l) - JCJ,

Kz) = [ \z(t)\lkdt = Σ Γί
J 0 h = 0J0 J S

On peut associer a Z e t Z les chaϊnons de Rellich (X, X'), (Z, Z') avec

X' = C\π) , Z' = {ce C°(/, X'), c(0) - JC0, c(l) - x,} ,

de sorte que X et Z deviennent des bivarietes. Verifions la condition 2a) de
la proposition 3.1. Pour cela nous aurons besoin du
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Lemme 2. Soit A un sous-ensemble d'une composante connexe de X borne
pour la distance dPιk. Λlors A est relativement compact dans X'.

Ce resultat a ete etabli par K. Uhlenbeck [20] et H. Eliasson [4] sous des
conditions restrictives. La preuve que nous donnons utilise le fait que π est
une submersion riemannienne et n'est pas seulement munie d'une R.M.C.
structure au sens de [4]. Dans ce cas, si z: I —> X est un chemin differentiable
nous avons

—Fzit) v = Fi(ί) - v pour tous tel,v εTS ,
dt

D/dt designant la derivation covariante d'un champ de vecteurs le long du
chemin / —> z(t)(τsv) de π~\τsv). Designons par 2: / x S -^ P Γapplication
associee a z: z(f9s) = z(t)(s). Si nous designons par 3 le champ de vecteurs
canonique sur R, 3(0 = (/, 1), nous avons en efϊet

D-Fz(t) v = X—(Γz(O v) = K—(voTz(t) v)
dt dt dt

= KoTvo T^zidii), v) = Ko Tvoσo ^^2(9(0, v)

tandis que

L'egalite annoncee resulte de la relation K = KoTvoσ qui provient de la
symetrie de K'(K! oσ\δΨ = K') et de la relation TvoσoTvo σ(w) = σoTvo σ(w)
pour tout w e TδP.

Choisissons q > n tel que k — n/p > I — n/q et montrons que \Fx\q est
borne pour tout xeA, ce qui etablira que Γensemble A est equicontinu,
d'apres la relation [4, lemma 3, p. 79]:

dP(x(s),xW) < c(\Fx\qds(s,s'y-^ + ds(s,s')) ,

oύ c est une constante ne dependant que de q et de S. Choisissons un chemin
differentiable z: I —» X avec z(0) = a fixe dans A et z(l) = x, de longueur
inferieure a d = 2 maxx€A dPtk(a, x). Pour s 6 S, et pour une base orthonormale
(e15 , en) de TSS nous avons

d\Fz(t)(s)\2 = 4~t |F*(0*il2 = 2 Σ (-^-Vz{t)eu Fz{i)e
dt

( w Γ) 2\ J

< 2
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de sorte que

4-[ Wz{ί){s)\^ds= [ ^q\Vz{i){s)r'4-W^){s)fds
dt JS Js 2 dt

—Fz(t)(s) ds
dt

puisque (D/dt) Vz — Fz. L'inegalite de Gronwall nous donne

\Fx\q<\Fa\q + [ \Fz(t)\qdt .

Comme il existe une constante c > 0 ne dependant que de k, p, q et S telle
que \Fz(ί)\q < c\z(i)\Ptk (Eliasson [4, th. 2, p. 72]), nous obtenons

ce qu'il fallait etablir. Comme A est borne dans X done dans X', A(s) =
{*(V), x e A} est relativement compact dans T Γ " 1 ^ pour tout s € S1 puisque TΓ^C?)

est complet et le theoreme d'Ascoli-Arzela acheve la preuve du lemme.
Etablissons maintenant la condition 2a') ce qui donnera:
Lemme 3. /: Z —> R est pseudo-propre pour la topologίe ίnduite par Zf.
Preuve. Considerons un sous-ensemble Zλ de Z tel que |/(z)| soit majore

par c € R+ pour tout z e Zx. Pour z e Z15 tl912 e / avec tλ < ί2 nous avons

dPffc(z(/i),z(ί2)) < J t \z(t)\P,kdt < (ί2 - O'-

Ainsi Zλ est un sous-ensemble equicontinu de C°(/, Z) done de C°(7, X7) puisque
Γinjection ^ -^ X est lipschitzienne (de rapport ne dependant que de S, k, p)
et Zx{i) = {z(0, z 6 Z J est borne dans X puisque dp>k(x0, z(ί)) = dp>k(z(0), z(t))
< c1/p. Le lemme precedent et le theoreme d'Ascoli permettent de conclure.
En identifiant Z' et Zr c C\l X S, P), son image par^Γ application z! —> z',
avec zf(ί,s) = zf(i)(s), et en identifiant Z a son image Z par cette application,
on peut donner une preuve plus directe du lemme en etablissant Γequicontinuite
de Z x image de Zx dans Z et en remarquant que tout sous-ensemble borne
d'une fibre de π est relativement compact.

Avant de passer a la verification des conditions locales sur / nous allons
expliciter la structure difϊerentiable sur Z. Posons

B = I X S , P = I X S , π = ldΣ X π: P-^B ,

Zf = {zf € C°(/r), z'(0, j) = (0, JCO(J)), r ( l , J) = (1, JCX(J)), V^€ 5} .
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Soit z' —> J! Γ application de Z' dans 71 definie par

Z'(t,s) = (

Proposition 2. Lfapplication z' —* J! definit un ίsomorphisme du chainon
de Rellich (Z, Z') swr un chainon de Rellich (Z, Z')

L'image Z de Z par Γapplication z —> z peut etre caracterisee comme le
sous-ensemble de 71 forme des sections de π dont les expressions locales ont
pour partie principale des applications de wy(J X D,Rm), oύ / est un sous-
intervalle compact de /, D le disque euclidien de Rn, W^k(J X D, Rm) etant le
complete de C°°(/ X D, Rm) pour la norme

IMI = f Σ ff \D%w(t9x)\*dtdx + f
L|α|<fc \JJXD JJ

Definissons les cartes des chainons (Z,Z f), (Z,Z'). Soit θ: OP -+ UP\t tube
fibre geodesique sur π: O P est un voisinage ouvert de la section nulle dans
δP, UP est un voisinage ouvert de la diagonale dans P x s P tt θ — (τP, ε) est
un difϊeomorphisme obtenu a Γaide de Γapplication exponentielle e associee a
la connexion K sur τP [17]. Nous deduisons de θ un tube fibre θ = (Op, θ, Up)
sur π, avec θ = Id7 X θ.

Ce tube fibre permet de definir des cartes du chainon (Z, 71) en un point
zoe Z image de z0 € Z fixe. Posons

et designons par ψ = (V, ψ,A) le voisinage tubulaire de la section z0 obtenu
a Γaide du tube θ:

V = {(ί, p)el x P, (zo(ί, τ(p)), p) € t/p} C P ,

^ = {(/, ^ ) e / χ 5 χ O P , Zo(/, s) = τf

P(v)} C F ,

Γapplication fibree ψ: F —• A au-dessus de B etant donnee par

ψ(t, p) = (*, j , β-Xzoί/, 5), p)) pour 5 = π(p), (*, p) € 7 ,

ou encore ^(/, v) = (zo(ί, ^), ψ""1^, ^5 v)) pour j = π o rP(i;), (ί, J, v) e ̂ 4.
Designons par v —• |ι;|, la structure de Finsler sur η induite par z0 de celle

de Tp, par Γ la derivation covariante sur η image reciproque de celle de τP par
Zo et par Γi et F2 ses restrictions definies par:

V{y = Fy-0 X C5) , F2y = Γyo/2 ,

oύ 9 est le champ de vecteurs canonique sur /, ζ^ la section nulle de τS9 ί2

Γinjection canonique de pfTS = I X TS dans TB = TI x TS. La derivation
F2 sur η et la derivation covariante sur fs = pfτs: pfTS -^ B = I x S induite
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par p2: / X S —> S de la derivation covariante sur 5 induisent une derivation
notee encore F2 sur Lh(τs,η) pour ft > 1. Ceci nous permet de normer les
espaces

E = {yz Wγ(v), KO, s) = 0, y(l,s) = 0 yfs ε S} ,

E> = {y> e σ(η), WO, s) = 0, y'(l,s) = 0 ys ε S}

par | | y ||' = max \y(t, s)\ pour yf <= £'
(t,s)ζIXS

* -\ι/v
V QFζF^l

h=0

pour j € E, avec | j | p = ( ί |K^? )̂
\jixs

Nous definissons une carte (φ, φ') pour le chainon (Z, Z0 en posant

c F} , ϋ' = {? e Z! f(B) C F} ,

= ψ o 2 pour Z € 17 , ^(20 = ψ o 2' pour I' zu' .

De la meme maniere le tube fibre θ permet de definir des cartes pour (X, X')
il induit un tube (θx, θx>) sur (X, X') avec

θx = (Ox, θx, Ux) , θx. = {Oz,9 θz.9 Uz.) ,

O Z = { ^ Γ Z ; v(S) C Op} , C/x = {(xl9 x2)tXχ X, (x19 x2)(S) C UP} ,

6>x(v) = 0o?; pour v € Ox C Γ Z = Wk

p(πoTp), le tube 0X, etant defini de
maniere analogue. Le tube (θx,θx,) definit a son tour les cartes de (Z,Z').
Introduisons les notations necessaires: nous posons, zo£ Z ayant ete fixe,

ς = zUx , E = {yε W\{ξ) y(0) - 0, y(l) = 0} ,

f = zo*τx, , F = {/ e C°(f) /(0) = 0, / ( I ) = 0} ,

U = {z e Z (z0, z)(7) c £/x} , t/' = {̂  e Z' (z0, zθ(/) c Ux,} ,

et nous definissons ^ : U -^> E, φ': U' -^> E' par

pour zeU,teI ,

pour z'εU',teI.

Nous munissons f' de la structure de Finsler induite par z0 de la structure
de Finsler sur τx>, et nous normons Er par

- maxmax|y*(O(j)| ,
ί€/ tς.i ses

si y(ί) = (t,y*(t)). Nous munissons f de la derivation covariante induite par
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z0 de la derivation covariante sur τx deduite de Γ application de connexion
Kx: T2X —• TX definie par Kx(w) = K o w. Ceci nous permet de normer E
par

/ C1 Γ1

= ( |y*ωi|.»Λ+
\Jo Jo

dt

pour y(ί) = (ί,y*W), 3>*: / — ΓZ, τxo;y* = z0.
Nous voyons que Γexpression de Γapplication Z-*Z,T!->Ί! dans les cartes

(φ, φ'), (φ, φf) est la restriction de Γapplication de (E, E') dans (£, E') donnee
par y —> y, / —> j 7 avec

oύ y*:I-+TX verifie r xo>;* = Zo, Γ a p p l i c a t i o n / - > / etant definie de
maniere analogue. Comme cette application est un isomorphisme lineaire de
(E, Ef) sur (E, E'), la proposition est etablie.

Remarque. Nous avons pris pour z0 un point arbitraire de Zo. II aurait
suffit de prendre un point z0 dans C°°(7 X S, P) les cartes ainsi obtenues for-
mer aient encore des atlas pour les chainons consideres. Les fibres vectoriels
ξ,ζ',η seraient alors de classe C°° et non de classe W\, W^k et les derivations
covariantes introduites seraient de classe C°°, ce qui ne necessiterait pas la
generalisation de ces notions que nous avons utilisee (pour une mise en forme
plus complete de ces questions voir [17]). L'interet de proceder comme nous
Γavons fait sera manifeste dans la preuve de la semi-continuite de /.

Par la suite nous ne ferons plus la distinction entre Z et Z, Zf et Zf. Conser-
vons les notations introduites dans la preuve precedente (en identifiant les
cartes φ, φ).

Lemme 4. // existe une application fibree b°: A —> F au-dessus de B telle
que δb° s'annule sur la section nulle de η et telle que pour tout z € U

d,y = Vλy + b°oy ,

oύ pour y = φ(z) = ψ o z on a defini dλy par:

Une preuve elegante de ce lemme decoule du lemme 3.1 de Eliasson [4]. La
verification peut aussi etre faite par le simple calcul local qui suit. Fixons
(tQ, s0) e I X 5, et supposons que π soit triviale au voisinage du point zo(to, s0).
Une trivialisation de π en 70 X SQ X Po —> 70 X So induit une trivialisation Io x
5 o χ i ? m ^ / o X So de η (70,So, Po etant des ouverts de 7, Rn, Rm respectivement,
avec n = dim 5, m = dim π~ι(s0)). Nous pouvons supposer que le symbole de
Christofϊel Γf de la connexion K! sur les fibres de π s'annule au point (s0, p0)
correspondant a zo(.to, sQ) dans la trivialisation (en prenant une carte geodesique
de K'KSQ)). L'application ψ s'exprime dans les trivialisations choisies par
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ψQ(t, S, p) = (t, S, 0o \S, Z0(t, S), p))

pour (t, s, p) € /0 X So X Po, avec

0OO, p, v) = (J, p, e(s, p, v)) pour (j, p, v) e So X Po X Rm .

L'application e est l'expression de Γapplication exponentielle associee a K\
Elle est caracterisee par Γequation

e(s, p, tv) = Γ'(s, e(s, p, tv))( e(s, p, tv), e(s, p, tv)) ,
df \dt dt /

d
j , p, 0) = p , = V .

ί = 0

Nous en deduisons

Z)2β(^, p, 0) = Id , Z V ( J , p, 0) = Id ,
(**)

O A 4 p, 0) = 0 , Z ) ^ ^ , p0,0)(t;, v) = Γ ( J 0 , Po)(^? v) = 0 .

L'expression de dxy pour une section y est (si Γon identifie une section a sa
partie principale):

tandis que l'expression de Vλy est

F^(ί, j) = y(t, s) + Γ'(s, e(s, zo(t, s), y(t, s))) (io(t, s), y(t, s))

de sorte que

b°(tQ, sQ, v) = [Dze(sQ, p0, v)]- 1 o D2ί?O0, p0, v) | 0 (ί 0 , s0)

— Γ'(s0, e(s09 p0, v)) (io(to, sQ), v) .

Les relations (**) donnent bien D3b°(t0, so,Q) = 0.
Remarque. L'existence de b° peut etre etablie globalement comme suit.

Designons encore par K Γapplication de connexion sur η: zfδP —> B induite
par Zo de Γapplication de connexion K sur τ'P. Designons par v le projecteur
de TA sur δA obtenu en transportant par ψ le projecteur τ 7 X v de T P sur
δP = I X δP. Comme la suite

0 > δA > TA > A xTB > 0
B

est exacte nous pouvons trouver une application ίibree β: A —> L(TB, F) au-
dessus de B qui soit la difference des deux projecteurs ΐ> et (τA, K) de TA sur
δA = A XBF:
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v = (τA,K + βoτA Tη) .

Si y € E est une section de A —> B nous avons done

(y(t9s),dj(t,s)) = <5ψo(rj x v)(d(t), Z(t,s)) =

)9V<y(t9s) + β(y(t,s))(d(t),ζs(s)))

de sorte que b°(a) = β(ά)(d(t), ζ s 0 ) ) si η(a) = (t, s). Avant de calculer Γexpres-
sion dans la carte φ des derivees covariantes Vhi faisons un bref rappel sur
les connexions induites.

Rappel. Soit η = (F, η, B) un fibre vectoriel muni d'une connexion K de
derivation covariante associee F. Si a: A —> B est une application differentiable,
le fibre η* = ( F * , ^ * , ^ ) image reciproque de 77 par a est pourvu de la con-
nexion K* donnee par

X* = r ^ x K: ΓF* = T ^ x TF -+ F* = A X F .

Si 5* est la section de 37* deduite d'une applications s: A -^ F qui se projette
sur a,s* — (ldA,s), nous avons

F*s* = K* o Ts* = (τA, KoTs) = (τA, Vs): TA-* A X F = F* .
B

Appliquons ce qui precede au fibre η et a Γ application a — rj\A: A —> B.
Nous obtenons une connexion K* sur 7;* = τ^: α*F = 4̂ χBF = dA —> A.
Sur ce fibre nous avons aussi la connexion K transportee par ψ de la connexion

deduite de K sur V a P. Designons par λ* = (Id^,/l) la section de
L\η*9 τA ^*) difference des deux connexions K* et K:

Explicitons: si 0 , v) e dA = A X B F, (z, w) e T(VtΏ)δA (Z TA x TF

K(z,w) = X*(z,w) + ^*( j)(( j^),z) = (j,^(>v) + λ(yX(y,v),z)) .

En utilisant Γisomorphisme z —> (τA(z), Tη(z), K(z)) de TA sur 4̂ XBTB χBF
nous pouvons ecrire:

K(z,w) = (y,

oύ λλ et /l2 sont des morphismes fibres au-dessus de B:

λ. A-^LKF^B F) , Λ2: ^ -> L2(F,F F) .

Un calcul local facile montre que λλ et λ2 s'annulent sur la section nulle ζ de η.
Nous avons ainsi obtenu le
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Lemme 5. II exisίe des applications fibrees a\\ A -+ L(F,L(TB,F)) et
alω: A ~>L2(F,L(TB,F); L(TB,F)) telles que pour toute section (y,v) de
δA —A XBF —> B appartenant a E x E nous ayons

V2{y,v) = (y,F2v + aλ

Qoy.v + alf(1)oy.vF2y) .

De plus a] et αj>(1) s'annulent sur la section nulle ζ de η.
II suffit en effet de definir a\ et a\ΛX) par

{a\{a) v)-u = λγ{a){v9 u) , « ( 1 ) ( t f ) v t){u) = λ2{a){v, t{u))

pour aeA,uε TbB, b = η{a), vεFb,te L(TbB, Fb).
Posons τs = Id 7 X τs: / X TS -> / X S, η0 = η et ηh = Lh(τs 27) pour

h > 0. Convenons que FΛ/y == i; pour h = 0. Nous disons que « = («!,•••, αr̂ )
est un multi-entier si α est une suite finie d'entiers at positifs. Nous posons
\a\ = a, + -" + aj.

Lemme 6. Pour h = 1, , k il existe des applications fibrees

a\\ A-* L{ηu ηh) pour 0 < / < h - 1 ,

ata:A->LJ+1(yι,yai, •• , ^ ; ^ ) pour 0 < / < h - 1, / + \a\ < h ,

α: = (ojj, . . . ? α^ ) te/Z^ ^we powr toute section (y,v) de δA —A XBF ~^> B

appartenant a E X E nous ayons

Pϊiy> v) = (y, Viv + Σ (aΐ°y V\v
\ 0ζl<K-l \

+ Σ ai,a°y'PΪ»'F?y Pi'y)) .
\a\<h-l / /

De plus flo,(Λ) s'annule sur la section nulle ζ de η.
La derniere assertion peut etre precisee: a%Λh): A —> L2(jy, ηh 37̂ ) est donne

par

pour β e Ab = A Π η~\b), v eFb, t <ε ηl\b), ut z τs\b), i = 1, , h. Pour
etablir le lemme 6 nous faisons une recurrence sur h et nous utilisons les faits
suivants:

1) Si ^ et ^ sont deux fibres vectoriels munis d'une connexion au-dessus
d'une meme base B et si p: η —> rj est une application fibree il existe une
application fibree, notee Vp par analogie avec le cas oύ p est un morphisme de
fibres vectoriels,

Vp: Ύ] —> L(τBi7])
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telle que pour toute section y de η et pour tout champ de vecteurs u sur B on
ait

F(p o y) - u = (Fp) o y. u + δp(y, Fy-u) .

2) Si, avec les notations precedentes, γ est une section de Lj(ηaί, , ηa. η')
et si Vi est une section de ηa. pour / = 1, , /, nous avons pour tout u e TB

F(γ-vί - Vj)'U = Fγ-u-v, Vj +
i

Nous deduisons des lemmes 4 et 6 Γexpression de Γ^z dans la carte φ.
Lemme 7. Pour h = 1, - -, k il existe des applications fibrees a\,a\^a

donnέes par le lemme prέcέdenί eί des applications fibrees

bh: A -* ηh , bh

a\ A^ V{ηai, , ηa. ηh) pour \a\ < h ,

telle que pour toute section y e E a valeurs dans A nous ayons

Σ ί Σ l
0Sί<fi-l \ UlSΛ-ί

+ Σ Bi(y) + b
\a\<h

avec

A-IXy) = < α o y. Fψλy - F?y FVy pour I > 0, a = (α19 , a3) ,

0, Aξ(y) =

Dβ p t o b^ s'annule pour la section nulle de η pour a = (h).
En efϊet nous constatons que b\h){a)-w = δb\y)ow + flJ;(Λ)b°(fl) >v pour

aeA, weτ]h.
Designons par G: A —• L(F,F) Γapplication fibree donnant la partie prin-

cipale de la metrique sur τ^: δA —> 4̂ transportee par ψ de la metrique sur
τ'~: δP->P:

P

\G(a)u\ = \δψ(a, ύ)\ pour (a,ύ) eδA = A x F .
B

Le choix de la metrique | | sur η comme image reciproque par z0 de la
metrique sur τ'p implique que G(ζ(fc)) = Id pour tout b € B. Comme B est
compact et G continu nous pouvons trouver p > 0 tel que pour tout a e F
veriίiant \a\ < p nous ayons a € A et
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\ \ u \ < \G(a)u\ < 2\u\ p o u r t o u t u e F .

Dans les majorations qui suivent nous ferons un large usage du resultat suivant
dύ a K. Uhlenbeck [20] et H. Eliasson [3].

Lemme 8. Soient S une variέίέ riemannienne compacte, p e[l, oo]9k e N
verifiant k > nip, n = dim S. Pour tons h = 0, , k, q € [1 , oo] verifiant
h — n/q < k — n/p (avec inέgaliίέ stride si q = + oo) // existe c > 0 ne
dependant que de S, p, q, h, k telle que pour tout fibre vectoriel riemannien
ξ au-dessus de S on ait

\u\q,κ < c\u\v>k pour tout u e Wk

p(ξ) ,

la norme \ \p>k έtant obtenue a Γaide de la connexion V de ξ et de sa
mέtrique par

Σ W'u\»\ •

Nous noterons ch la constante obtenue pour h = 0, , k, q = ph = kp/h.
Lemme 9. Pour tout y e E verifiant \\y\\' < r avec r < p nous avons les

majorations suivantes dans lesquelles les constantes mf, m£α, nh, nh

a, p
h, qh ne

dependent que de r, les constantes c, cp, ca, clfU ne dependent ni de y ni de r:

( i ) [ J jΛfϋ 'ψJ <m?| |>Ί | ,

(ii) [J |ί ' ' ι°3Ί ί )J <cpn
h,

(iii) [jjB^y)^ ^c^iWyWy-^Wyt^ pour a Φ (h) ,

(iv)

(v)

(vi) [[M*.0')|p]V l < clt/niΆyΌ1-w'*\\yΓw'k pour a Φ (h),ι>o.

De faςon precise les constantes mf, mf α, nh,n«, ph, qh sont les bornes
superieures des normes des applications eft, a£a, bh, bh

a, da$tih),db$h) respective-
ment sur le compact Ar = {a e A, \a\ < r).

Preuve. Les majorations (i) et (ii) sont evidentes. Pour etablir (iii) avec
a = (a19 - -, (Xj) posons qi = kp/ai pour / = 1, , / et appliquons Γinegalite
de Holder ce qui est legitime puisque l/q1 + + 1/qj = \a\/(kp) < 1/p:

VP 5

^n- Γl
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Comme il existe des constantes ca. telles que

c (ΊvJ Λai/k(

nous obtenons

ΓΓ Λ

d'oύ le resultat annonce. La majoration (iv) decoule de Γinegalite

< sup
|α |<r

qui provient du fait que 6fΛ) s'annule sur la section nulle de η. La majoration
(v) utilise cet argument et un calcul analogue a celui qui suit. Pour obtenir la
majoration (vi) nous appliquons Γinegalite de Holder, ce qui est legitime
p u i s q u e \\pι + \\qx + . . + ljqj < 1/p p o u r pt = kp/l, qt =

l/P

Γ Γ1 1 VP

< Cιcai • • camla sup qy.UV-""* sup Qy,|,,t)'«"* d F ^ I , , * ) " *
ί€/ «€/ Uo J

< CCιcai... cajmiMy\\y-]a]/ky\\]a]/lc\\y\\,

oύ c est une constante telle que

sup | ^ | P | f c < cr||y\\ pour tout y € E .

L'existence de cette constante est attestee par le lemme suivant:
Lemme 10. // existe une constante c > 1 telle que pour h = 0, , k,

q e [ί,ph] avec ph — kp/h nous ayons pour tout y e E

suplFfrtl, <c\\y\\ .
tei

Preuve. II existe des sections R1}, j = 0, , h — 1 de L(ηd ηh) telles que
pour tout y e E nous ayons

Comme J5 est compact nous pouvons trouver cB > 1 telle que

I F/fyfo J) I < cB(\ ViVjiU s) I + ΛΣ I fίy(ί, s) \) pour tout (/, s) e B .

Or
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4~\F?y(ί,s)I2 < 2\Fξy(t,s)\\VλViy{t9s)\
at

comme nous le voyons en prenant une base orthonormale de TSS done

at Js

Ainsi

Jo

Lemme 11. La jonctίon f est pseudo-propre pour la topologie faible.
Preuve. Posons pour m > 0 et r <= ]0, p[ assez petit

Yr,m = {y e E, \\y\γ < r,foφ-i(y) < m} .

Nous allons montrer par recurrence sur h = 0, , k qu'il existe des constantes
Mh, Nh ne dependant que de r et m telles que pour ph = kp/h nous ayons

a) sup I Fξyt \Ph < Mh pour tout y e Yr>m ,
tζ.1

tout y <= Yr>m .

Nous en deduirons que Yr>m est borne dans E d'oύ Γassertion du lemme 11.
Pour h = 0, ph = + oo et Γassertion a) a lieu pour Mo = r. Comme

(yt, V.yt) = (yt, djt - b° o ^ ) pour y e Yr>m ,

et comme le choix de r et le lemme 8 nous assurent que

l ^ ί U < 2\zt\oo < 2co\z>t\p,k pour z = φ~Ky) ,

nous obtenons

" < 2co(m)1/p + n° = No .

Soit h > 0. Supposons les assertions a) et b) etablies pour h! < h. Remar-
quons d'abord que cette hypothese de recurrence et Γinegalite
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dt( * ) sup I Viyt \q < cB P (| VΪVjt \q + l ί I V{yt \q)
t€l Jθ\ j=0 )

etablie dans la preuve precedente, avec q = ph = kp/h, permettent de deduire
Γassertion a) de Γassertion b). Exprimons V\V{y a Γaide du lemme 7:

Σ MfύO +
• • - • - ' M < f t

aφh

En utilisant Γinegalite de Holder comme dans la preuve du lemme 9 nous
obtenons

sup
tei

\a\<h-l ' I \a\<h

avec c\ = (mes B)ιk-l)/ιkp\ cq = (mes £)1 / < z, Ma = Mai - - Maj pour

a = (a19 -",aj) , p Λ = sup |&40

Λ, <*)(*) I > ^ = sup \δBh

h(a) | .

Si nous avons choisi r assez petit pour que

rcB(Nop
h + qh) < 1 , h = 0, , Λ ,

nous obtenons b) grace a Γinegalite (*).
Lemme 12. Lα fonction f est semi-continue inferieurement pour la topo-

logie faible.
Preuve. Pour y = φ(z), z e U et h = 0, , k posons

h(y) =

de sorte que foφ~\y) = fo(y)p + + ίidyY- Pour etablir la semi-continuite
de / au point z0 il suffit de montrer que si (yv) est une suite de φ(U) qui con-
verge faiblement vers 0 dans E nous avons

l m i n f / Λ G O > / Λ ( 0 ) .

Posons m = supv€iNΓ \\yv\\ et choisissons r e ]0, p[. Nous pouvons supposer que
11 y J Γ < r P o u r t o u t v e N s a n s restreindre la generalite puisque 11 yv \ \ tend vers 0.

Les majorations du lemme 9 nous assurent que la suite

\ \a\<h-l
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est b o r n e e d a n s Γ e s p a c e Lp(ηh) des sections de ηh de puissance p * m e - s o m m a b l e .
N o u s en deduisons q u e

lim M I G(yv) wv - G(0) >vv H - 0 .

Ainsi

YC l1/p

liminf/,00 = liminf [JjwJ'J
Y Γ 1 χ l *

= lim inf I Γ^Γ^ + i Λ o ^ + Σ ^ O O \p

car lim U |^f,α(jv)|p]1 / P = 0, lim Γf I ^ W p j ^ = 0 d'apres les majora-

tions (iii), (iv), (v), (vi) du lemme 9 et le fait que HyJI' —• 0. Nous voyons
facilement que P}P{yu + bhoyv + Σi0<ι<h-1a^oyv.p

ι

2P1yv converge faiblement
vers bho0 dans Lp(ηh). Comme la norme d'un espace de Banach est semi-
continue inferieurement pour la topologie faible nous obtenons

liminf/ΛG0

ce qui acheve la preuve du lemme 12 et du theoreme.

5. Verification de la condition (C)

Nous nous proposons de verifier dans ce paragraphe la condition (C) de
Palais-Smale pour la bivariete Z, la fonction / du paragraphe precedent et la
structure de Finsler canonique sur Z. Rappelons cette condition: (C) Toute
suite (zv) de Z telle que (/CO) soit bornee et que (\\df(zv) ||) tende vers 0 possede
une sous-suite convergente dans Z.

Exposons d'abord la methode employee.
Definition 1. Soit (Z, Z') un chainon de Rellich pour un bi-atlas si issu

d'un atlas sίr sur Zr. Une structure de Finsler w —> ||w|| sur Z est dite si-
admissible si pour tout z0 € Z et pour toute carte φ =.(t/, φ,E) de si centree
en z0 il existe un voisinage V de z0 dans Z7 tel que pour tout sous-ensemble B
de φ(U) borne dans E et contenu dans φ(U Π F7) il existe une constante K > 1
telle que 1/X||tf|| < || Γ-^Cy^ ^) II < ^ll^ll pour tout (y,v)eB X E.

Theoreme 1. 5/ (Z, Z r) .̂yί wn chainon de Rellich pour un biatlas si, si Z
est muni d'une structure de Finsler si-admissible, une condition suffisante pour
qu'une fonction de classe C\ /: Z —> R satisfasse (C) est que f soit pseudo-
pro pre pour la topologie faible sur Z et verifie

(50) Pour tout ZQ€Z il existe une carte φ = (U, φ, E) de si centree en z0

telle que pour toute suite (yv) de φ(JJ) convergeant faiblement vers 0 dans E



VARIETES DE BANACH 165

avec limv Df(yv) yv — Df(O)-yυ = 0 pour f = / o φ~ι il existe une sous-suite de
0 0 Qίui converge jortement vers 0 dans E.

Remarque. II est equivalent de supposer que lim Df(yv) yv = 0 ou que
\\mD](yv)-yv - Dj{O)-yv = 0 si 0 0 tend vers 0 dans (E,σ).

Preuve. Soit (zv) une suite de Z telle que ||d/(zυ)|| tende vers 0 et que (/(zj)
soit bornee. Puisque / est pseudo-propre pour (Z, σs) nous pouvons supposer
que (zj converge vers un point zoz Z pour σs. Soit φ la carte de la condition
(50) et soit j v — φ(zv) pour v assez grand. Comme ||D/00ll tend vers 0 et
comme 0 0 est bornee nous avons Df(yv) yv —• 0 et (50) permet de conclure.

Reprenons les notations du paragraphe precedent pour verifier la condition
(C) pour f. Nous munissons Z de la structure de Finsler donnee par

Y C ~\1/p

avec I M L = | u(t, s)\p\ elle est uniformement equivalente a la structure
Uixs A

de Finsler w -> [ΣS-od^fwg + IFί^iWlpl1^- Exprimons cette structure de
Finsler dans la carte φ deduite du voisinage tubulaire ψ = (V, ψ, A) d'une
section z0 € Z. Le lemme 4.6 nous donne pour h = 0, , k, y e φ(U), v e E:

Piiy, v) = 0, vΛ) avec vΛ = Γξv + Σ (^f(y, v) + Σ AlJly, v)\
0<h<l-l\ \a\<h-l /

et Af(y, v) = tfoy. P\v, A£a(y, v) = a\^a o y- V\v V^y Vψy pour a =
(«!, •,#./). En combinant ce resultat et le calcul precedant le lemme 4.5
nous obtenons

Lemme 1. Pour (y, v) e φ(JJ) X E, h = 0, - - ,k nous avons V\Vλ{y, v) =
(y9 v'h) avec

v'h = , Vλv) + Σ Ala(y, F.v))
\a\<h-l /

pour

B?(y,v) = Vtoy V\v , BIJy,v) = bh

hmoy Fι

2v-VfVλy ,

«?,»,«ϋ% v) = Km,a ° y VlvVfVj Γ?y . Vyy si a = (fχ19 , otj) .

Les applications 6^, 6^m, fefϊTOjα sont des applications fibrees de A dans
L(ηh, ηh), L\ηu ηm ^ Λ ) , L^+ 2(^, ^TO, ̂ β l, , ηa. 37J respectivement. De plus
b̂ ; qui est fonction lineaire de λ s'annule sur la section nulle de A. Des majora-
tions analogues a celles du lemme 4.9 donnent le resultat suivant:

Lemme 2. Pour tout r > 0 // existe une constante R > 0 telle que pour
tout (y, v) e φ(U) X E verifiant \\y\\ < r on ait
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\\vh\P - \F$v\p\ < RΣ\Plv\p ,
1 = 0

\\K\p - WWMv\ < R\\y\mv\* + * Σ V ^ I * +
1 = 0

Nous pouvons supposer que pour \\y\\' < ^R'1 nous avons

i\u\ < \G(y)u\ < 2\u\ pour tout u .

Ainsi

- (2k + \\y\\)Rt<\W»\p + WK)
h=0

- R\\y\\'\Fϊv\p]

- (kR + i)Σmrv\p + \riv\p)
h=0

> 4IIvII -R'(\Vλv\p + \v\p)

pour HJΊI' < jR'1, \\y\\ < r et pour une constante R' obtenue a Γaide de
Γinegalite de Poincare. La majoration de HG"1!! et Γexpression de Vγ(y,v)
nous assurent qu'il existe R" tel que

> \\\v\\l(R'R" + 1) pour \\y\\ < ±R~\ \\y\\ <r. ParaUleurs

< 2\\\v\\ + (2k + \\y\\')R ΣQrϊPMp + I ^ I P
L h = 0

<4(kR+ D\\v\\

pour H yll' < jR1, \\y\\ < r. Nous avons ainsi obtenu le

Lemme 3. La structure de Finsler sur Z est <srf-admissible, stf dέsignant
Vatlas du chainon (Z9Z).

Verifions maintenant la condition (50) pour p = 2. Posons / = foφ'1,

wh(y) = F%Fiy + bhoy + J] Bh

a(y) + Σ Ui(y) + Σ Attβt(
\a\<h 0<l<h-Ί \ \a\<,h-l
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k c
Comme f(y) = Σ I G(y) wh(y) f nous avons

h = 0JB

Dj(y) y = p2 Σ f <G(y) wh(y),δG(y,y)-wh(y) + G(y)-Dwh(y)-y> .
h = 0J B

Soit (yv) une suite de φ(U) qui converge faiblement vers 0 dans E et telle que
Df(yv)'yv tende vers 0. La convergence de (||jJΓ) vers 0, les majorations du
lemme 4.9 et le fait que wh(yv) et tous ses termes soient bornes dans L2(ηh)
nous assurent apres le calcul explicite de Dwh(y) y que

lim f <G(yJ.wh(yXδG(yv9yJ.wh(yjy = 0 ,

v J B

v J B

pour

« J ) = V\Vλy + Σ JaB
h

a(y) + Σ (Ai(y) + Σ (/« + l)Λ?,βϋθ) .
\a\<h 0<l<h~l \ \a\<h-l /

Ainsi

lim Σ
v h = 0 J E

done

ί
0 J B

Comme (FIF^J tend faiblement vers 0 dans L2(ηt) et comme \b%yv —
0, les majorations du lemme 4.9 nous permettent d'en deduire que |>v
0 et que

lim = 0 .
2

Par recurrence sur h nous obtenons que limυ | V^Vxyv |2 = 0. Le calcul du lemme
4.11 nous permet alors de conclure que (||yj|) tend vers 0. Comme / est
pseudo-propre pour la topologie faible nous avons ainsi obtenu le

Theoreme 2. La function f: Z-> R, Z = {ze WRI, Wk

2(π)), z(0) = JC0,

£(1) = jej donnee par f(z) = \z(f)\lιkdt verifie la condition (C) pour la struc-
J o

ture riemannienne canonique sur Z.
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