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TOPOLOGIE FAIBLE SUR DES VARIETES DE BANACH.
APPLICATION AUX GEODESIQUES
DES VARIETES DE SOBOLEV

JEAN-PAUL PENOT

L’idée de munir d’une topologie faible certaines variétés de Banach, les
vari€tés fonctionnelles notamment, n’est pas nouvelle. L’importance de cette
topologie pour I’analyse non-linéaire (cf. J. L. Lions [12]) plaide en ce sens.
C’est a R. S. Palais que I’on doit d’avoir mis en lumiére dans son intervention
au Congrés de Nice [16] la clarification qu’apporterait I'introduction d’une
topologie faible dans les variétés fonctionnelles. Ainsi les ensembles intrin-
séquement bornés de K. Uhlenbeck [20] sont les parties relativement com-
pactes de la variété de Sobolev W%(x) pour la topologie faible introduite dans
cet article et on a ’analogue du théoréme classique: les sous-ensembles bornés
de W¥(x) pour sa métrique canonique sont les parties relativement compactes
pour la topologie faible. Bien entendu la topologie faible coincide avec la topo-
logie forte dans toute variété de dimension finie.

Il est facile de voir qu’on ne peut espérer transporter la topologie faible
usuelle des modeles au moyen des cartes canoniques de la variété W«(x) (ou
plus généralement d’une variété fonctionnelle #(x) ou n: P — M est une
submersion de base compacte). En effet I’'image d’une telle carte est I’ensemble
ZF (M, U) des sections de classe & d’un fibré vectoriel &: V — M a valeurs
dans un ouvert U de V et cet ensemble n’est pas ouvert dans ’espace de
Banach % (M, V) pour sa topologie faible. En effet, si U,, = & '(m) N U est
borné dans V,, = £'(m) pour tout m ¢ M ’ensemble % (M, U) ne peut con-
tenir une droite affine. De plus les changements de cartes qui sont de la forme
s—gosoug: U— V' est une application fibrée de U dans un autre fibré
vectoriel & = (V’, &/, M) ne sont pas continus pour les topologies faibles sur
F(M,V) et F(M, V"), pour une raison analogue.

La topologie faible ¢ d’un espace de Banach doit donc étre renforcée pour
remédier a ces inconvénients. Plusieurs solutions sont possibles (§ 1); celle
qui est adoptée ici est le choix de la topologie séquentielle ¢, associée a ¢. Un
autre choix (la topologie o, du § 1) est adopté par R. Graff [8]. L’observation
que les changements de cartes de W’ (z) sont continus pour g et ¢, a été com-
muniquée par J. Dowling et K. Uhlenbeck a R. Palais. U. Koschorke s’est
intéressé a des questions voisines [11].
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Nous reprenons (§ 4) I’étude (incompléte, mais correcte) des géodésiques
minimisantes des variétés de Sobolev faite par J. Dowling [1] aprés avoir
adapté (§ 3) la méthode directe du calcul des variations a la situation. Enfin
nous vérifions (§5) la condition (C) a l'aide de la topologie faible et d’'une
notion de structure de Finsler admissible (qui manque dans la note de H.
Eliasson [6]). L’étude des géodésiques minimisantes illustre encore une fois la
place & part qu’ occupent les variétés fonctionnelles parmi les variétés de
Banach (Pexistence des géodésiques minimisantes étant en défaut dans des
variétés hilbertiennes comme des tores ou des ellipsoides, cf. J. Dowling [1],
N. Grossman [9], J. McAlpin [13]).

Je remercie R. S. Palais pour le rdle qu’il a joué dans I’éclosion des idées
contenues dans cet article. Je tiens aussi a souligner ma dette envers H. Elias-
son: le paragraphe 4 de cet article n’aurait pas vu le jour si je n’avais pas eu
connaissance de [5]. Cette note contient la plupart des techniques de ce para-
graphe, a ’exception toutefois du lemme (crucial) 11 et de la généralisation
(facile mais lourde) a I'ordre supérieur. La connaissance de cette note ou de
la présentation simplifiée du présent article, (Weak topology on functional
manifolds, Proceedings of the Summer College on Global Analysis and its Ap-
plications, Trieste, 1972, a paraitre) facilitera la lecture de ce paragraphe,
mais n’est pas requise.

1. Renforcement de la topologie faible d’un espace de Banach

Etant donné un espace de Banach E, désignons par ¢ sa topologie et par o
sa topologie faible. Introduisons les topologies g, (resp. ay,) finales pour les in-
jections iz: B — E (resp. ix: K — E) ou B(resp. K) parcourt la famille des
parties bornées (resp. faiblement compactes) de E et est muni de la topologie
induite par ¢. Soit o, la topologie dont les parties fermées sont les parties
séquentiellement fermées de (E, o) (4 est séquentiellement fermé pour o si 4
contient les limites des suites de 4 convergentes pour ¢).

Lemmel. a) 0Cog,Co0;C 7.

b) O = 0O .

La preuve de a) est immédiate. Pour établir I'inclusion non triviale de b) il
suffit de remarquer que si 4 est une partie séquentiellement fermée de (E, o)
et si K est une partie compacte de (E,g), 4 N K est séquentiellement fermé
et relativement compact poure, donc fermé pour o.

Remarque 1. Les inclusions du lemme 1 (a) sont strictes en général. Pour
E réflexif de dimension infinie on a ¢ # ¢y, 0, #+ . En effet une base de
voisinages de O pour o, est formée des ensembles A° polaires d’une partie A4
du dual E* de E constituée de ’ensemble des termes d’une suite qui converge
vers 0 dans E* fort (Dunford-Schwartz [2, p. 427]). Comme il est impossible
de trouver une partie finie F de E* telle que F° soit contenue dans A4° si A est
formé de vecteurs linéairement indépendants on a bien ¢ == ¢,. L’inclusion
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g; C r est stricte car la boule unité fermée de E est compacte pour g, mais
non compacte pour z. Pour £ = [, on a ¢, = r comme il est bien connu et
T # g,. En effet soient B (resp. D) la boule unité ouverte (resp. fermée) de
E,S = D — B. Si B était ouverte pour g, il existerait 4 ¢ g tel que B = B
D = A4 N D. Mais comme E — D est ouvert pour g etcomme E — S = 4 U
(E — D), § serait fermé pour ¢ ce qui est contraire au fait que O est un point
adhérent a S pour ¢. Ainsi g, # 7 = o,.

Les candidatures de o, et g, pour renforcer la topologie ¢ sont également
recevables, bien que ces topologies ne soient peut étre pas compatibles avec la
structure vectorielle de E. Le choix de g, nous semble plus approprié¢ parce
que g, est plus fine et plus naturelle pour la méthode directe du calcul des
variations (son usage est implicite dans Vainberg [21] par exemple). De plus:

a) o et g; ont mémes suites convergentes (Kisynski [10]) et mémes com-
pacts (il en est donc de méme pour ¢ et g;).

b) o, est compatible avec la structure vectorielle de E en ce sens que E
est un L-espace (J. P. Penot [18]) pour la convergence associée a o,; on dis-
pose d’une théorie élémentaire du calcul différentiel dans ce cadre (J. P. Penot
[18D.

¢) Si(Z, w) est un espace topologique, une application continue f: (Z, w)
— (E, a,) est propre si et seulement si ’image réciproque par f de tout sous-
ensemble compact de (E, g,) est compacte (R. S. Palais [15]).

d) Les topologies o, et g, sont utiles pour formuler des notions de com-
pléte continuité d’une application.

Le lemme suivant montre que dans la pratique ¢, et g, coincident trés
souvent.

Lemme 2. Pour que o, = o, il suffit que l'une des hypothéses suivantes
soit vérifiée:

a) Le dual de E est séparable (ce qui est le cas si E est séparable et reflexif),

b) E est réflexif.

Preuve. Soit F un fermé de o, soit B une boule fermée de E; prouvons
que B N F est fermé pour ¢. Si le dual de E est séparable, B est métrisable
pour la topologie induite par ¢ (Dunford-Schwartz [2, p. 426]) de sorte que
B N F qui est séquentiellement fermé est fermé pourg. Si E est réflexif B N F
est relativement compact et séquentiellement fermé pour ¢ donc fermé pour
¢ (Edwards [3, p. 549]). q.e.d.

11 serait intéressant de savoir dans quels cas g, ou ¢, est compatible avec
la structure vectorielle de E. Nous nous contenterons du résultat suivant (Dun-
ford-Schwartz [2, p. 428]).

Lemme 3. Si E est réflexif o, = g, fait de E un espace vectoriel topologi-
que localement convexe séparé.
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2. Bivariétés

Définition 1. Un espace C"-bicartographié est un couple (X, 2/) formé d’un
ensemble X et d’un atlas &/ = {¢;, = (U;, ¢;, E;), i € I} ou E; est un espace de
Banach, ¢; une bijection d’un sous-ensemble U; de X sur un ouvert de (E;, g),
tel que pour tout (i,j) eI X I, ¢,(U; N U;) soit ouvert dans (E;,s;) et que
G007t ¢,(U; N Uy — ¢;(U; N Uy) soit continue pour g, et de classe C” pour
z. Nous dirons que 7 est un bi-atlas.

L’ensemble X recoit deux topologies notées g, et = pour lesquelles les U,
sont ouverts et les ¢, des homéomorphismes. Si ¢ = (U, ¢, E) est un homéo-
morphisme d’un ouvert U de (X, ;) sur un ouvert pour g, d’un espace de
Banach E nous disons que ¢ est une carte C"-compatible avec .« si pour tout
iel, pog;' et ¢;0 ¢~ sont de classe C".

Définition 2. Une C7-bivariété est une classe d’équivalence d’espaces C’-
bicartographiés pour la relation d’équivalence: (X, ) ~ (Y, %) si X =Y,
et si toute carte de .« (resp. de #) est C”-compatible avec I’atlas & (resp. 7).

11 est équivalent de dire qu’une C7-bivariété est un C"-espace bicartographié
(X, &) ou &/ est un C”-biatlas maximum (i.e., contenant toutes les cartes qui
lui sont C"-compatibles). On a une notion naturelle de C”-morphisme d’espaces
bicartographiés ou de C"-bivariétés que nous n’expliciterons pas. Dans la suite
nous confondrons souvent un espace bicartographié avec la bivariété associée.

Remarque. Dans la définition 1 on pourrait demander que les ¢; o ¢; ! soient
de classe C* pour une notion appropriée. Le cas ¢ = 1 peut étre traité a I’aide
de la classe C% introduite dans J. P. Penot [18]; il permet de parler de la
Cr~'-bivariété tangente a une C”-bivariété de classe C} pour la topologie g;, de
champ de vecteurs continu pour g; etc. - - - . Dans cette direction on a le résultat
suivant.

Proposition 1 (S. Gautier et J. P. Penot [7]). Si X est une Cr-bivariété
(r > 1) de classe C%, pour g, dont les modéles sont réflexifs et si v est un champ
de vecteurs continu pour g, sur X, par tout point x de X passe une courbe
intégrale de v.

Exemples. 1) Toute variété de dimension finie est une bivariété. Tout
ouvert pour ¢, d’un espace de Banach est une bivariété. Une sphére d’un espace
de Hilbert est un espace C~-bicartographié par les cartes obtenues par projec-
tion radiale sur les hyperplans tangents.

2) Nous dirons qu’un couple de variétés paracompactes (X, X”) est un C"-
chainon si X est contenue dans X’ et s’il existe un C-atlas

A = {¢; = U, ¢, ED,iel}  deX’

qui induit un atlas de X : pour tout i € [ il existe un espace de Banach E; con-
tinument injecté dans E tel que ¢, = (U;, ¢;, E;) obtenue par restriction de

7, avec U; = U; N X, soit une Cr-carte de X. H. 1. Eliasson [5], [6] a qui
I’on doit cette notion dit “X is a weak submanifold of X’”’. Un C7-chainon
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(X, X’) sera dit de Rellich si les injections E; — E’ des mod¢les sont compactes,
si les changements de cartes ¢, o ¢;* sont bornants (i.e., transforment un borné
de E; en un borné de E;) et si les modeles E; sont réflexifs.

Dans ce cas les changements de cartes sont continus pour les topologies g,.
En effet, si+: 2,; — E; est un tel changement de cartes, ou 2,; = ¢,(U; N U;,)
est ouvert dans (E;, g,) et si (x,) est une suite de 2,; qui converge vers x € 2;;
pour gy, la suite (y(x,)) est bornée dans E; et converge vers y(x) pour la
topologie induite par E/; sur E; donc converge vers y(x) dans (E;, g;).

Proposition 2. Si (X, X’) est un C’-chainon de Rellich X est une C'-
bivariété. De plus la topologie faible sur X est plus fine que la topologie induite
par X’.

Plus exactement X devient un espace C7-bicartographié par l’atlas .o/ res-
triction a X de l’atlas o/’ du chainon. Notons qu’une C"-bivariété X peut étre
ainsi obtenue a partir de C7”-chailnons différents; souvent X’ peut étre pris
dans une chaine (X,) de variétés. La notion de bivariété est donc plus intrin-
seéque que celle de chalnon.

Définition 3. Un tube pour un C’-chainon (X, X’) est la donnée de C’-
fibrés vectoriels &: E— X, &1 E/ — X’, d’un morphisme injectif considéré
comme une inclusion de & dans & au-dessus de l’injection X — X’ et d’un
Cr-diftéomorphisme ¢’ = (&¢/,¢'): O’ — U’ d’unv oisinage ouvert O’ de la
section nulle dans E’ sur un voisinage ouvert U’ de la diagonale dans X’ x X’
qui induit un C7-difféomorphisme : 0 =0’ N E—-U = U’ N (X x X).

En particulier si X = X’ on obtient la définition d’un tube sur une C’-
variété X (cf. J. P. Penot [17] pour cette notion et la notion voisine de tube
fibré sur une submersion z: P — B: difféomorphisme ¢ d’un voisinage ouvert
de la section nulle d’un fibré vectoriel £: E — P sur un voisinage ouvert de la
diagonale dans P X z P, de la forme 6 = (&, ¢)).

Proposition 3. Siz: P — B est une C™-submersion surjective de base com-
pacte munie d’un C"-tube et si F est un foncteur fonctionnel de classe C* [14],
[17] le couple (F (z), C'(xn)) est un C™~*-chainon muni d’un C™~*-tube, % (x)
désignant I'ensemble des sections de n de classe &, noté aussi ¥ (B, P) ou
F(P)(r > k). En particulier, (W¥(z), C(z)) est un C"*-chainon de Rellich
pour kp > dim B.

Proposition 4. Si (M, M’) est un C"-chainon muni d’un C"-tube, si S est
une variéié compacte et si F est un foncteur fonctionnel de classe C* le couple
(F (S, M), F(S,M")) est un C™"*-chainon muni d’un C"~*-tube.

Ces deux résultats peuvent étre combinés. Ainsi (W%(S, Wi(x)), C'(S, C'(x))
est un chainon pour p > dim S, gl > dim B et W%(S, W'.(x)) est une bivariété.

Nous dirons qu’une bivariété X est réguliere si la topologie faible g, est
réguliére. Nous voyons facilement que cela implique la propriété:

(R) 1l existe un bi-atlas &/ de X tel que toute carte ¢ = (U, ¢, E) de o se
prolonge en un homéomorphisme ¢ de 1’adhérence U de U dans (X, q,) sur
I’adhérence de ¢(U) dans (E, gy).
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Cette propriété est vérifiée si X est la bivariété déduite d’un chainon de
Rellich (X, X") ou X’ est une variété réguliére. Si de plus X’ est paracompacte
nous avons la propriété:

(R’) 1l existe un bi-atlas (¢,);c; de X, ¢; = (U, ¢;, E;) tel que (U;); soit
un recouvrement localement fini de (X,os,), une partition (I,),-, de I avec
U, NU; =@ pouri,jel,, i+ j, et un recouvrement ouvert Vierde (X, a5)
tel que I’adhérence ¥, de V; pour g, soit contenue dans U, et appliquée par
¢; sur I’adhérence de ¢,(V;) dans (E;, o).

Enoncons un analogue du théoréme de Eberlein-Smulian.

Théoréme 1. 1) Soit A un sous-ensemble d’une bivariété réguliére X.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

a) Toute suite de points de A admet une valeur d’adhérence dans (X, o).

b) Toute suite de points de A posséde une sous-suite convergente dans
(X, 00).

2) Dans ce cas 'adhérence de A coincide avec sa fermeture séquentielle.

3) Side plus X satisfait (R’) et si A est fermé pour o, les assertions a) et
b) équivalent a la compacité de A.

4) Si X est la bivariété associée a un chainon de Rellich (X, X’) avec X’
paracompacte, les assertions a) et b) équivalent encore a lassertion:

c) A est relativement compact pour a;.

Preuve. Pour prouver 1) il suffit de montrer que a) implique b). Soit x une
valeur d’adhérence d’une suite (a,),, de 4. Soit ¢ = (U, ¢, E) une carte d’un
bi-atlas &/ de X vérifiant (R) avec x ¢ U. Soit (a}),-, la sous-suite de (a,),s,
formée des termes appartenant a U et soit A’ = {a;, n > 0}. Comme toute suite
de ¢(A’) admet une valeur d’adhérence dans #0) = a(ﬁ) pour g; donc pour
g, le théoreme de Smulian (R. E. Edwards [3, th. 8.12.1, p. 549]) assure que
(¢(a)) o admet une sous-suite convergente dans U.

2) Soit x un point adhérent a 4 dans (X, s,). En prenant une carte ¢ =
(U, ¢, E) comme dans 1) nous voyons que ¢(x) est adhérent a (U N A4) pour
g, donc pour ¢. Comme ¢(U N A) est tel que toute suite de ses points admette
une sous-suite convergente nous pouvons trouver une suite de ¢(U N A4) qui
converge vers ¢(x) (R. E. Edwards [3, th. 8.12.4, p. 549]), d’ou le fait que x
appartient & la fermeture séquentielle de 4.

3) Soit (¢,):c; un atlas vérifiant (R’) et soit A un sous-ensemble de X fermé
pour g, et vérifiant a) c’est-a-dire un sous-ensemble fermé et dénombrablement
compact pour g;. Soit F, = |, V;; ¢’est un fermé pour ¢, comme réunion
d’une famille localement finie de fermés. Montrons qu’il existe un sous-
ensemble fini 7, de I, tel que 4 N V; = @ pour i ¢ I, — I,,. Dans le cas con-
traire nous pourrions trouver une suite d’indices distincts i, € I, kK > 1, et
une suite a, € A N V,,. Cette suite (a,) admettrait une valeur d’adhérence
xeF,; nous pourrions donc trouver un indice i, eI, avec xeV,, C U,,.
Comme U;, N Vik = @ pour tout £k > 1 nous aurions une contradiction avec
le fait que x est valeur d’adhérence de (a,);>;. Pour tout i e I nous voyons par
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transport a 1’aide de ¢, que A N V; est compact pour g,. Ainsi A N F, est
compact pour tout n > 0. Si (O;),.; est un recouvrement ouvert de 4 dans
(X, 65) nous pouvons trouver pour tout » > 0 un sous-ensemble fini J,, de J
tel que (O}) .., recouvre 4 N F,. Comme A est dénombrablement compact
nous pouvons trouver un recouvrement fini de A extrait du recouvrement
(Op)jeq pour JV = | ,s, J, €t A est bien compact.

4) Si X est associé a un chainon de Rellich (X, X’) avec X’ paracompacte
et si A C X vérifie b) nous voyons que A est relativement compact dans X’
car X’ est métrisable. Nous pouvons donc recouvrir 4 par un nombre fini de
domaines Uj; de cartes ¢; = (U}, ¢}, E}) telles que ¢; se prolonge en un homéo-
morphisme ¢, de I’adhérence U’ de U’ dans X’ sur I’adhérence de ¢}(U}) dans
E!. Soient U, = U, N X, U, I’adhérence de U, dans (X,s,): U; C U, N X,
#; = &;|U;. Nous voyons que ¢,(U; N A) est relativement compact dans (E;, o)
donc dans (E;, ;) puisque g, est plus fine que ¢ et que g, = o,. Ainsi 4 est
réunion finie d’ensembles relativement compacts 4 N U, donc est relativement
compact dans (X, ;).

Remarque. Une méme variété de Banach X peut étre munie de plusieurs
structures de bivariétés compatibles avec sa structure de variété, comme le
montre ’exemple suivant. Soit H un espace de Hilbert séparable, X = H —
{0}, B: X — H un C~-difféomorphisme tel que B(x) = x pour tout x¢ D avec
D = {xe H,|x| < 1}. La difféomorphisme § n’est pas un isomorphisme de la
bivariété (X, g,) sur (H,g;) car D est compact dans (H, ;) mais §~'(D) = D
— {0} n’est pas compact dans (X, o).

3. Application a la méthode directe du calcul des variations

Dans ce paragraphe nous donnons des conditions pour appliquer le critére
classique de Weierstrass:

Critére. Soient X une bivariété, f: X — R une fonction semi-continue
inférieurement (s.c.i.) et pseudo-propre pour la topologie faible. Si f est mino-
rée, f atteint sa borne inférieure.

Nous disons que f est pseudo-propre si toute suite (x,),s, de X telle que
(f(x,)) soit bornée admet une valeur d’adhérence. Si X est la bivariété associée
a un chainon de Rellich (X, X’) avec X’ paracompacte il revient au méme
d’aprés le théoréme 2.1 de dire que pour tout ensemble relativement compact
A de R, f7'(A) est relativement compact pour g;.

Proposition 1. Soit X la bivariété associée a un chainon compact (X, X'),
X’ étant réguliere. Les assertions 1) et 2) ci-dessous sont équivalentes:

1) f{: X — R est pseudo-propre pour g;.

2) a) f:X — R est pseudo-propre pour la topologie induite par X' ;

b) il existe un bi-atlas o/ de (X,X’) tel que pour tout e o, ¢ =
(U, ¢, E), tout sous-ensemble A de ¢(U) sur lequel fo =" est bornée est borné
dans E.
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Preuve. 1l est clair que 1) implique 2) a) et 2) b): nous pouvons trouver
en effet un atlas &/ de (X, X’) satisfaisant (R), X’ étant régulicre et si ¢ =
(U, ¢,E) appartient a <7, si A C ¢(U) est tel que fog~'(4) soit borné,
I’adhérence ¢ (4) = ¢ %(4) de ¢ *(4) pour o, est compacte donc A4 est
compact dans (E, ¢;) donc borné. Inversement supposons que f vérifie 2). Si
(X))o €St une suite de X telle que (f(x,)),s, soit bornée il existe une sous-
suite (x;) de (x,) qui converge vers un point x’ dans X’. Si ¢ = (U, ¢, E) est
une carte vérifiant 2) b), U étant la trace sur X d’un ouvert U’ de X’ nous
pouvons supposer que (x;) est contenue dans U. La suite (¢(x})) est alors
bornée dans E donc la topologie induite par E’ sur ’ensemble des points de
cette suite coincide avec la topologie induite par ¢, de sorte que sa limite
appartient a E. Ainsi x’ € X et x’ est la limite de (x],) pour g;.

Donnons quelques critéres permettant d’établir la condition 2) b) dans le
cas ou f est de classe C* (i = 0,1,2):

b,) il existe un bi-atlas de (X, X’) tel que pour tout ¢ = (U, ¢, E) dans o/
#(U) soit la trace sur E d’une boule de E’ modele de X’ centrée en 0 et qu’il
existe des constantes positives f,, B, a,, B, des fonctions «,,a;: R, — R,
vérifiant lim,_, , a)(f) = + o, lim,_,,, t7'a,(f) = + o telles que pour tout
y € #(U) on ait

b)) > arl¥[) — fi

b) (D) — D).y = a,(l¥l) — B

b) D(¥)-y-y = a|yIF — BllyII*
pour f = fog~1,||y| (resp. ||y|/') désignant la norme de y dans E (resp. dans E).

Seule la preuve que b,) assure 2) b) n’est pas évidente, b,) impliquant b,)
d’apres le théoreme des accroissements finis pour «,(f) = a,#, B, = sup (31|,
y € $(U)). Soit A un sous-ensemble de ¢(U) avec f(a) < m pour tout ae A.
Posons 7 = ||Df(0)|| et choisissons § > 0 tel que |Df(y) — Df(0)|| < y pour
l¥|| < 8. Nous pouvons trouver p > 0 tel que a,(2) > 4ytpourt > p. Siye 4
vérifie ||y|| > max (23, 2p) nous avons pour ¢ = d/|[y|:

i) = F0) + j Di(ty)-ydt
— 7(0) + Dj(0)-y + j (D(1y) — DJ(0))-ydt
j L ofy) — DfOY) - 1yt

> 70 — 7yl — eyl + | _“l(’”y”)dHﬁ‘Log(li II)

soit m — f(0) + y6 — B, Logd > 7(ly[l — B Log|[y[l ce qui montre que |y
est borné siy e A.
Exemple. Soit 7: P — B une submersion surjective de base compacte et
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soit L € Df,(P, R) un lagrangien d’ordre k, polynomial de poids pk (p € N,
p > 2), pk > dim B (Palais [14, §§ 16 et 19]). Supposons que L soit a partie
principale définie positive ce qui signifie que si I’on munit z, 75, 5 = rp|Ker Tx
de connexions et si L s’écrit

L(x) = 3 x*A,(F~x, -+ -, V*x)
avec A, e C~(LI(L*(z*rp; ), -, Lw*r5;7p) ; R)) onapour ¢ = (k,- - -, k)
(p fois), A, (u, ---,u) > 0 pour ue L¥(n*rg, %), u #+= 0. Alors la fonction

J,: Wi(z) — R définie par J,(x) = L L(j*x) vérifie by).

Donnons quelques critéres pour assurer la semi-continuité d’une fonction
f: X — R de classe C* (i = 0,1, 2) dans le cas o X est la bivariété déduite
d’un chainon compact (X, X’):

c;) Pour tout x € X il existe une carte ¢ = (U, ¢, E) de & restriction d’une
carte ¢’ = (U’, ¢, E’) de X’ centrée en x telle que pour tout y € #(U) on ait

) J0) > =4yl + JO),

c) (DIy) — Df(0))-y > =By,

c) DY()-y-y = —Blyl*
ouf=fog™, f: R, — R, vérifiant lim,_, 5,(¥) = 0, 5,: R, — R, étant con-

1
tinue et vérifiant j 1718,(Ddt < + oo, B, étant une constante positive.
0

On peut aussi utiliser les résultats de J. Serrin (avec une hypothese de con-
vexité) de F. Browder (si f est pseudo-monotone) ot de P. Hess. Donnons a
titre d’exemple une variante d’un résultat de ce dernier: Si f: E — R est G-
dérivable, si T = f est hémicontinue, localement bornée, f est s.c.i. pour g,
pourvu que T satisfasse la condition: (P) Pour toute suite (u,) qui converge
vers u dans (E, ¢;) on a lim sup {Tu,, u, — uy > 0.

4. Applications aux géodésiques de variétés de Sobolev

Définition 1. Une surmersion riemannienne consiste en la donnée d’une
submersion surjective différentiable z: P — §, de structures riemanniennes sur
S et les fibres de 7 et d’une scission vy de la suite exacte:

b

0— 6P <5 TP o5 2*TS — 5 0 .

Le noyau de Tr' est noté 6P. Si f: P — Q est un morphisme (fibré) de variétés
fibrées P et Q au-dessus de S on note §f la restriction de Tf a 6P: of : 6P — Q.
Le morphisme v est un projecteur du fibré z, = (TP, zp, P) sur le sous-fibré
% = (0P, t%, P). 1l permet de munir P d’une structure riemannienne telle que
Tr' induise une isométrie de 6P+ sur z*TS.

Les connexions riecmanniennes sur les fibres de = définissent une application
de connexion K’:§°P — §P. Nous prolongeons cette application en une
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application K: ToP — 6P en posant K = K’ ojvog ot g: T?P — T°P est 'in-
volution canonique de T?P échangeant Tzp et 7,5 ; on vérifie facilement que ¢
se restreint en une application de 76P dans 6TP et que I’on a le lemme suivant :

Lemme 1. K est une application de connexion pour le fibré t/p =
(0P, 75, P).

Si x est une section différentiable de = nous posons Vx = voTx: TS — JP.
Pour x ¢ Wk(x), avec k > n/p, n = dim S, nous avons V'x € W5 (L(zg; x*z7,)).
Si u est une section de wo7’ telle que x = 7/ ou nous définissons V*u par
récurrence sur 2. Ce morphisme A-linéaire de TS dans 6P au-dessus de x est
caractérisé par Fu = Ko Tu et

V’H—lu(vo, ° '9vh) = V(th(vls . 'avh))’vo - i th(vb i 'anvi'/voz' . '9/vh)
i=1

pour tous champs de vecteurs locaux v, v,, - - -, ¥, sur S. On peut encore con-
sidérer la section u* de x*z’, définir une connexion dans L*(zg; x*z’) associée
a la connexion sur S et a la connexion induite de K par x.

Le résultat suivant est bien connu [4], [14], [17], [20].

Proposition 1. Si z: P — S est une submersion riemannienne de base com-
pacte de dimension n,X = W¥(z), ensemble des sections de n dont les
expressions locales sont dans un espace de Sobolev W, est une variété
différentiable pour kp > n, p > 1. En posant pour u € W(zotp) = TX

on définit une structure de Finsler sur X qui est une structure riemannienne
pour k = 2. Siles fibres de © sont complétes, X munie de la distance d,, ; asso-
ciée a cette structure de Finsler est compléte.

Nous allons appliquer la méthode directe exposée au paragraphe précédent
a la preuve du résultat suivant.

Théoxréme 1. Soit 7: P — S une submersion riemannienne de fibres com-
plétes et de base compacte. Deux points x, et x, d’'une méme composante
connexe de X = W¥(x) peuvent étre joints par un chemin de longueur minimum
dy, 1 (X0, Xp).

Posons I = [0,1],Z = {we W},(, X), w(0) = x,, w(1) = x,},

1 k 1
@ = [ 120zad = 3 [ [ 17rzpar.
0 h=0J0J S
On peut associer a X et Z les chainons de Rellich (X, X’), (Z, Z’) avec

X = CO(n.) s Z = {C € CO(I5 X,), C(O) = Xp, C(I) = xl} 5

de sorte que X et Z deviennent des bivariétés. Vérifions la condition 2a) de
la proposition 3.1. Pour cela nous aurons besoin du
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Lemme 2. Soit A un sous-ensemble d’une composante connexe de X borné
pour la distance d, .. Alors A est relativement compact dans X’.

Ce résultat a été établi par K. Uhlenbeck [20] et H. Eliasson [4] sous des
conditions restrictives. La preuve que nous donnons utilise le fait que = est
une submersion riemannienne et n’est pas seulement munie d’une R.M.C.
structure au sens de [4]. Dans ce cas, si 2: I — X est un chemin différentiable
nous avons

EDI—Vz(t)-v =V v pour tous tel,ve TS,

D/dt désignant la dérivation covariante d’un champ de vecteurs le long du
chemin ¢ — z())(z5v) de = '(zsv). Désignons par Z: I X S — P I’application
associée a z: Z(t, 5) = z(2)(s). Si nous désignons par 9 le champ de vecteurs
canonique sur R, 9(f) = (¢, 1), nous avons en effet

D . d o — K4 e ‘
WVZ(I)'U = KW(VZ(I) v) =K 7 o Tz(®)-v)

= KoTyoT\T,2(0(1), v) = KoTvogoT,T,2(8(1), v)
tandis que
Vi(t)-v = Ko T, T 2(0(1),v) .

L’égalité annoncée résulte de la relation K = KoTvog qui provient de la
symétrie de K'(K’ o ¢|8*°P = K’) et de la relation Ty ogo Ty o g(w) = g o Ty o a(w)
pour tout w € TP.

Choisissons g > n tel que kK — n/p > 1 — n/q et montrons que [Fx|, est
borné pour tout x e 4, ce qui établira que ’ensemble A est équicontinu,
d’aprés la relation [4, lemma 3, p. 79]:

dp(x(5), x(s")) < c(Vx|ods(s, s)' 7™ + dy(s,s)) ,

ou c¢ est une constante ne dépendant que de g et de S. Choisissons un chemin
différentiable z: I — X avec z(0) = a fixé dans A4 et z(1) = x, de longueur
inférieure 8 d = 2 max,. 4 d, x(a, x). Pour s € S, et pour une base orthonormale
(e;, - - -, e,) de T,S nous avons

d e d ¢ oo/ D . .
LA @ = - 3 72(0e] 235 2 pae, Pz(e)

[P 2(D)(s)]

D

Vz(9e;
i (De

<A

D
< Z'WVZ(I)(S)
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de sorte que
d e 1 0-2 4 )
[ rowpds = [ Zairzo©le L {Pords
quwwmw* ds

< qVz@g"- 2@,

D
E-Vz(t)(S)

puisque (D/d?) Vz = Fz. L’inégalité de Gronwall nous donne
1
Px), < |Fal, + L P20 dt .

Comme il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de k,p,q et S telle
que [Vz(1)|, < c|2(?)|,,, (Eliasson [4, th. 2, p. 72]), nous obtenons

\Vxl, < [Val, + cd

ce qu’il fallait établir. Comme A est borné dans X donc dans X/, A(s) =
{x(s), x e A} est relativement compact dans z~'(s) pour tout s ¢ S puisque 7 ~(s)
est complet et le théoreme d’Ascoli-Arzela achéve la preuve du lemme.
Etablissons maintenant la condition 2a’) ce qui donnera:
Lemme 3. f: Z — R est pseudo-propre pour la topologie induite par Z'.
Preuve. Considérons un sous-ensemble Z, de Z tel que |f(z)| soit majoré
parce R, pourtoutze Z,. Pourze Z,1t,1,¢el avec ¢, < t, nous avons

2] 1 1/
dy 1(2(0), 20)) < [ 201yt < 6 — 077([[ 12001z )
< cVa(t, — 1)

Ainsi Z, est un sous-ensemble équicontinu de C°(I, X) donc de C°(I, X’) puisque
I’injection X’ — X est lipschitzienne (de rapport ne dépendant que de S, &, p)
et Z,() = {z(1), z € Z,} est borné dans X puisque d, (X, 2(1)) = d,,(z(0), z(2))
< cV?, Le lemme précédent et le théoréme d’Ascoli permettent de conclure.
En identifiant Z’ et Z’ € C°(I X S, P), son image par I’application z’ — 7/,
avec 7/(1,5) = Z(f)(s), et en identifiant Z 4 son image Z par cette application,
on peut donner une preuve plus directe du lemme en établissant 1’équicontinuité
de Z, image de Z, dans Z et en remarquant que tout sous-ensemble borné
d’une fibre de r est relativement compact.

Avant de passer a la vérification des conditions locales sur f nous allons
expliciter la structure différentiable sur Z. Posons

~

B=IxS, P=IxS, #=1d; xn: P> B,
7 = {2 e C(®), 2(0,5) = (0,%,(5), Z(1,5) = (1, x,(5)), ¥s € S} .
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Soit 2 — 7 I’application de Z’' dans Z’ définie par
7,9 = 0,706,  @el X S.

Proposition 2. L’application 7 — 7' définit un isomorphisme du chainon
de Rellich (Z, Z’) sur un chainon de Rellich Z,2).

L’image Z de Z par I’application z — Z peut étre caractérisée comme le
sous-ensemble de Z’ formé des sections de # dont les expressions locales ont
pour partie principale des applications de W3*(J X D, R™), oli J est un sous-
intervalle compact de I, D le disque euclidien de R", W3;*(J X D, R™) étant le
complété de C=(J X D, R™) pour la norme

Iwil = [ = (J‘JXDIDHJW(Z’ D dx + ijD

la| <k

D=9 i, %) )”dz dx)]w :
ot

Définissons les cartes des chainons (Z, Z’), (Z, Z’). Soit 6: Op — Up le tube
fibré géodésique sur x: Op est un voisinage ouvert de la section nulle dans
0P, Up est un voisinage ouvert de la diagonale dans P X g P et @ = (), ¢) est
un difféomorphisme obtenu a 1’aide de 1’application exponentielle ¢ associée a
la connexion K sur z, [17]. Nous déduisons de § un tube fibré § = (O3, 4, Uz)
sur 7, avec § = Id; X 6.

Ce tube fibré permet de définir des cartes du chainon (Z, Z') en un point
%, € Z image de z, € Z fixé. Posons

F=27%P=z0PCIXSXP, p=2%,=21,
et désignons par v = (V, 4, A) le voisinage tubulaire de la section Z, obtenu
a I’aide du tube §:
V = {(t’ p) € I X P> (zo(t, 77(17))’ p) € UP} c P ’
A={ts,v)el XS XO0p s =W} CF,
P’application fibrée +: V' — A au-dessus de B étant donnée par

¥(t,p) = (t,5,07(Z(t,5),p)) pour s=r=x(p),(t,p eV,

ou encore (1, v) = (Z,(t, ), ¥+ (2, 5, v)) pour s = zop(®), (,5,v) € A.

Désignons par v — |v|, la structure de Finsler sur » induite par Z, de celle
de ¢, par V' la dérivation covariante sur 5 image réciproque de celle de ¢/ par
Z, et par V, et I, ses restrictions définies par:

VlyZVy'(aXCS)9 szZVy°i2$

ou g est le champ de vecteurs canonique sur I, la section nulle de zg,1i,
I’injection canonique de pFfTS = I X TS dans TB = TI X TS. La dérivation
V, sur 7 et la dérivation covariante sur #g = pfrs: p¥TS — B = I X S induite
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par p,: I X S — S de la dérivation covariante sur S induisent une dérivation
notée encore V, sur L*(%g,7) pour & > 1. Ceci nous permet de normer les
espaces

E = {7 e Wi (p), 70, 5) = 0, 5(1,5) = 0 ¥se S},
E =7 «C@, 70,5 =0, 7(,s) =0 vseS}

par || = max |J(1,5)| pour J¥ ¢ E’
(t,8)€IXS
~ L k 1/p
191 = | 2, aPy1,)? + 35477l

. p
pour § ¢ £, avec|j|, = <j 15, 3) |p) .
IXS
Nous définissons une carte (g, #) pour le chainon (Z, Z’) en posant
U={zcZ;ZB)CV}), U ={FeZ;7BCV},
3®@) = yoZpour7eU , F@) =o? pour 7 e’ .

De la méme maniere le tube fibré 6 permet de définir des cartes pour (X, X) ;
il induit un tube (4, 65.) sur (X, X’) avec

02{ = (OX’ 0X’ UX) > Oy = (OX’9 0;(" UX’) >
Oy ={veTX;v(S) C O}, Uy = {(x, x) e X X X, (x;,, x)(S) C Uy},

6x(v) = 6Gov pour ve Oy C TX = Wi(zoc)p), le tube 6. étant défini de
mani¢re analogue. Le tube (Ax, fy.) définit & son tour les cartes de (Z, Z').
Introduisons les notations nécessaires : nous posons, z, € Z ayant été fixé,

§ =2ty , E={yeWy,&;y0) =0,y1) =0},
§ =y, E ={yecC%);y0) =0,y(1) =0},
U={zeZ;z,2)() C Uy}, U =1{ZeZ; (7)) C Uy},

et nous définissons ¢: U — E, ¢ : U’ — E’ par

62 = (1,05 (z(0),z(1))) pour zeU,tel,
# @)@ = (1,054z(1), Z(1))) pour ' elU, tel.

Nous munissons & de la structure de Finsler induite par z, de la structure
de Finsler sur 7., et nous normons E’ par

Iyl = max y®|. = max rgggly*(t)(s)l ,

si y(f) = (2, y*(£)). Nous munissons ¢ de la dérivation covariante induite par
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Z, de la dérivation covariante sur z, déduite de l’application de connexion
K;: T"X — TX définie par Ky(w) = Kow. Ceci nous permet de normer E

par
3 p
dz) ,
D,k
pour y(t) = (t7y*(t)), y*: I — TX, fxoy* = ZO'
Nous voyons que I’expression de I’application z — Z, Z’ — Z’ dans les cartes
($, ¢, (3, &) est la restriction de 1’application de (E, E’) dans (E, E’) donnée
pary — J,¥ — ' avec

91 = ([ p*@ig.de + I:]%y*(t)

e, 5) = (@, 5, y*O() poury () = (¢, y*(®))

ou y*:1—TX vérifie ryoy* = z,, 'application y/ — 7 étant définie de
maniére analogue. Comme cette application est un isomorphisme linéaire de
(E,E) sur (E, E’), 1a proposition est établie. .

Remarque. Nous avons pris pour Z, un point arbitraire de Z,. Il aurait
suffit de prendre un point 7, dans C=(I X S, P); les cartes ainsi obtenues for-
meraient encore des atlas pour les chainons considérés. Les fibrés vectoriels
&, &,y seraient alors de classe C* et non de classe W}, W* et les dérivations
covariantes introduites seraient de classe C*, ce qui ne nécessiterait pas la
généralisation de ces notions que nous avons utilisée (pour une mise en forme
plus compléte de ces questions voir [17]). L’intérét de procéder comme nous
Pavons fait sera manifeste dans la preuve de la semi-continuité de f.

Par la suite nous ne ferons plus la distinction entre Z et Z, Z’ et Z’. Conser-
vons les notations introduites dans la preuve précédente (en identifiant les
cartes @, @).

Lemme 4. 1l existe une application fibrée b°: A — F au-dessus de B telle
que ob° s’annule sur la section nulle de ) et telle que pour tout z e U

aly = 71)’ + booy P
on pour' y = ¢(z) = oz on a défini 3,y par:
(@, 5), 9,y(2, 8)) = dv((2, 0), 2(2)(s)) .

Une preuve élégante de ce lemme découle du lemme 3.1 de Eliasson [4]. La
vérification peut aussi étre faite par le simple calcul local qui suit. Fixons
(), 59 € I X S, et supposons que z soit triviale au voisinage du point Z,(z,, s,).
Une trivialisation de = en I, X S, X P, — I, X S, induit une trivialisation I, X
S, X R™ — Iy X S, de 5 (,, S, P, étant des ouverts de I, R, R™ respectivement,
avec n = dim S, m = dim z~'(s,)). Nous pouvons supposer que le symbole de
Christoffel I de la connexion K’ sur les fibres de z s’annule au point (s,, p,)
correspondant a Z(t, s,) dans la trivialisation (en prenant une carte géodésique
de 7~'(s,)). L’application + s’exprime dans les trivialisations choisies par



156 JEAN-PAUL PENOT

Yolt, s, 0) = (8,8, 957(5, Z(2, 5), D))
pour (¢,s,p) e I, X S, X P,, avec
0o(s, p,v) = (s, p,e(s, p,v)) pour (s,p,v)eS, X Py X R™.

L’application e est I'expression de I’application exponentielle associée a K.
Elle est caractérisée par I'équation

L o5, p,0) = I'"Gs, e(s,p,tv))<ie(s, p, 1), L e(s, p, tv)) ,
(o) dr dt dt
*

e(s,p,0) =p, %

e(s,p,tv) =v .
=0

Nous en déduisons

D,e(s,p,0) =1d , D,e(s,p,0) =1d ,

(%)
D;D.e(s,p,0) =0, Die(sy, Py, 0)(v, v) = I'(sy, p)(,v) =0 .

L’expression de 9,y pour une section y est (si I'on identifie une section a sa
partie principale):

ay(t,5) = (. 5) + [Dye(s, 22, 8), y(t, NI 0 Dyels, Zo(2, 9), ¥(t, ) - 22, 5)
tandis que ’expression de V,y est
V(. s) = 3(t,5) + I'(s, (s, Z,(t, 5), y(t, ) - (22, 9), ¥(2, 5))
de sorte que
b(ty, 55, V) = [Dye(sy, Do, V)17 0 Dye(Sg, Doy V) - Zo(Lo» So)

— I7(s, (S, Dy, V) - (éo(toa 50), V) .

Les relations () donnent bien D,b'(z,, 5,, 0) = O.

Remarque. IL’existence de b° peut étre établie globalement comme suit.
Désignons encore par K I’application de connexion sur 7: ZFdP — B induite
par Z, de ’application de connexion K sur z}. Désignons par § le projecteur
de TA sur 64 obtenu en transportant par  le projecteur z; X v de TP sur
6P =1 x 6P. Comme la suite

0 04 TA AXTB—0
B

est exacte nous pouvons trouver une application fibrée 8: A — L(TB, F) au-
dessus de B qui soit la différence des deux projecteurs o et (¢4, K) de TA sur
0A = A XgF:



VARIETES DE BANACH 157

b= (t, K+ Bory Ty .
Si y e E est une section de 4 — B nous avons donc
O, 9,05, 5)) = oo (z; X V@D, 2(t,5) = 5(3(t,5))
= (0,5, VY, s) + BO(, )0, Ls(s))

de sorte que b%(a) = B(a)(3(1), Ls(s)) sinla) = (¢, s). Avant de calculer I’expres-
sion dans la carte ¢ des dérivées covariantes I*Z faisons un bref rappel sur
les connexions induites.

Rappel. Soit » = (F, 5, B) un fibré vectoriel muni d’une connexion K de
dérivation covariante associée V. Si a: A — B est une application différentiable,
le fibré p* = (F*, »*, A) image réciproque de 7 par « est pourvu de la con-
nexion K* donnée par

K*:z‘AXK:TF*:TAXTF—%F*:AXF.
TB B

Si s* est la section de »* déduite d’une applications s: 4 — F qui se projette
sur o, s* = (Id,, s), nous avons
P*s* = K*oTs* = (4, KoTs) = (t4,Vs): TA—> A X F = F* .
B
Appliquons ce qui précede au fibré 5 et a ’application « = 5|4: A — B.

Nous obtenons une connexion K* sur p* = ¢,: a*F = 4 Xz F = 04 — A.
Sur ce fibré nous avons aussi la connexion K transportée par + de la connexion

déduite de K sur V c P. Désignons par 2* =~(Id 4,4) la section de
L*(p*, v 4; »*) différence des deux connexions K* et K :

K = K* + 2ot 07,4(ts4, Ty*) .
Explicitons: si (y,v) €4 = A Xz F,(z,w)e T, ,,04 C TA X TF
12(25 W) = K*(Z9 W) + 2*(}})((}]: /U)a Z) = (y: K(W) + 2(}’)((}’, /U), Z)) .

En utilisant I’isomorphisme z — (z 4(2), T7(z), K(z)) de TA sur A X 3 TB Xz F
nous pouvons écrire :

K@z,w) = 0, KW) + 3,00, Ty(@) + ,0)(@, K@) ,
ou 2, et 4, sont des morphismes fibrés au-dessus de B:
AL:A—LXF,TB; F), A:A— L¥F,F; F) .

Un calcul local facile montre que 2, et 4, s’annulent sur la section nulle £ de .
Nous avons ainsi obtenu le
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Lemme 5. [l existe des applications fibrées ay: A — L(F, L(TB, F)) et
ay ., A— LXF,L(TB, F); L(TB, F)) telles que pour toute section (y,v) de
0A = A X 3z F — B appartenant a E X E nous ayons

V.3,v) = 0, V0 + ahoy-v + a gy 0y-0-F,) .

De plus aj et a},,, s’annulent sur la section nulle { de 7.
11 suffit en effet de définir qj et qg,(;, par

(a@-v)-u = Z@w,u) ,  (a,u(@ v-DW) = @), {w)

pourac A, ueT,B, b =1y(a),veF,tecL(T,B,F,).

Posons #g =1Id; X t5: I X TS -1 X S,9, =17y et 5, = L"(#g; 5) pour
h > 0. Convenons que /v = v pour & = 0. Nous disons que a« = (&, - -, ;)
est un multi-entier si « est une suite finie d’entiers «; positifs. Nous posons
el =y + -+ + ay.

Lemme 6. Pour h = 1, - - ., k il existe des applications fibrées

ay: A — L(p,n) pour 0<I<h-—1,
at i A — LIy Yays 5 9ay3 n) pour 0<I<h—1,1+a|<h,

a = (&, - - -, a;) telles que pour toute section (y,v) de 6A = A Xz F — B
appartenant a E X E nous ayons

Provo) = (nPio + T (a?oy.m

0<i<h-1

2 at.oy-Vw-rgpy .- Sfy)) :
lal<h -1
De plus aj ,, s’annule sur la section nulle { de 7.

La derniere assertion peut étre précisée: ag ,,: A — L*(z, 7,5 7,) est donné
par

aé‘,(h)(a)(’v, t)(uly Tty uh) = Zz(a)(vs t(un D) uh))

pour ae A, = A N p7'(b), v e Fy, teyp;'(b), u; e #25'(b), i =1, ..., h. Pour
établir le lemme 6 nous faisons une récurrence sur 4 et nous utilisons les faits
suivants :

1) Sigy et / sont deux fibrés vectoriels munis d’une connexion au-dessus
d’'une méme base B et si p:yp—7  est une application fibrée il existe une
application fibrée, notée Vp par analogie avec le cas ou p est un morphisme de
fibrés vectoriels,

Vo:n— L(tg, )
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telle que pour toute section y de 7 et pour tout champ de vecteurs u sur B on
ait

V(ipoy) - u= Fp)oy-u + op(y,Vy-u) .

2) Si, avec les notations précédentes, y est une section de Li(z,,, - - -, 7, 57D
et si v, est une section de 7,, pour i = 1, - - -, j, nous avons pour tout u € TB

1
V(r.fvl NN /vj).u = Vr.u.'vl cee v + er.vl SR PEPRY 2 VFES TR ) FIER VT
iz

Nous déduisons des lemmes 4 et 6 ’expression de /}Z dans la carte ¢.
Lemme 7. Pour h=1, ...,k il existe des applications fibrées a},a},
données par le lemme précédent et des applications fibrées

b":A—zp,, bliA—>Li(y, 9,7 pour |a|<h,

telle que pour toute section y € E a valeurs dans A nous ayons

Provow) = (3 77y + 3 (410)+ 3 4ro)

I<h-1

+ ¥ BMY) + bhoy)

laj<h

avec

Al () = al,oy-VWy-Vgy - Vsiy pour 1>0, 0= (a, ),
A3 () = agoy-Viy-Vay - - Vsiy pour a=(a, - ay),

Ay =atoy-ViWy pour 1>0,A;(y) =a3oy-Viy,

Bi(y) = bloy-Vity --- V*y pour a = (a,:--,a;) .

De plus b s’annule pour la section nulle de 5 pour a = (h).

En effet nous constatons que b}, (a)-w = §b'(y) ow + af ,,b"(a@)-w pour
acA,weny,.

Désignons par G: A — L(F, F) ’application fibrée donnant la partie prin-
cipale de la métrique sur 7: 64 — A transportée par  de la métrique sur
7, 0P — P:

P

|G(a)u| = |0 (a,u)| pour (a,u)edd = A >1§ F .

Le choix de la métrique | | sur » comme image réciproque par Z, de la
métrique sur ¢ implique que G({(b)) = Id pour tout b ¢ B. Comme B est
compact et G continu nous pouvons trouver p > 0 tel que pour tout ae F
vérifiant |a| < p nous ayons a ¢ 4 et
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$|ul < |G(a)u| < 2|u| pour tout uekF .

Dans les majorations qui suivent nous ferons un large usage du résultat suivant
di a K. Uhlenbeck [20] et H. Eliasson [3].

Lemme 8. Soient S une variété riemannienne compacte, p € [1, ], ke N
vérifiant k > n/p, n = dim S. Pour tous h =0, ---,k, ge[l, o] vérifiant
h — n/q < k — n/p (avec inégalité stricte si g = + o) il existe ¢ > 0 ne
dépendant que de S, p, q,h, k telle que pour tout fibré vectoriel riemannien
& au-dessus de S on ait

[ulg,n < clul,,, pour tout ue Wi(g),

N

la norme | |, étant obtenue & ’aide de la connexion V de & et de sa

métrique par
k 1/p
lulye = [z J |Vfulp] :
ji=0Js

Nous noterons ¢, la constante obtenue pour # =0, ---,k,q = p, = kp/h.
Lemme 9. Pour tout y e E vérifiant ||y|| < r avec r < p nous avons les
majorations suivantes dans lesquelles les constantes m},m} ., n", n, p*, q" ne
dépendent que de r, les constantes c, c,, C,, C;,, ne dépendent ni de y ni de r:

i) [[ arore]” < miisi,

.o l/p
(ii) Ib"oylp] < cpnt,
B

[ N

(iid) jBlB::(y)lP]”” < ety [y pour @ # (h)
T T
) |[[ 1Bn,0e]” < @i,

8 1/p
v) jBlAﬁ,m(wlp] < eIV IE S

B J1
o) [[ 148007 < cvamt vy pour @ # (0, 120.
De fagon précise les constantes mf, m},, n", n*, p*, q"* sont les bornes
supérieures des normes des applications af, a?,, b*, b*, éag. ,,, b}, respective-
ment sur le compact 4, = {ae 4,|a| < r}.
Preuve. Les majorations (i) et (ii) sont évidentes. Pour établir (iii) avec
a = (&, --+,a;) posons q; = kp/a; pouri = 1, - .., jet appliquons 1’inégalité
de Holder ce qui est légitime puisque 1/g, + --- + 1/g; = |o|/(kp) < 1/p:

([ imooe]” < m 1 [[} @] ™.

i=1
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Comme il existe des constantes c,, telles que

[Vilaia < CaillVelp, ) (Y [
nous obtenons

183+ +1/8;5

1/p 1
[ 1B:0F]" < cu - oy [ (il e ,
d’ot le résultat annoncé. La majoration (iv) découle de I'inégalité
§g§|b&)()’(b))l < |51|1£ [6bt, @]y,

qui provient du fait que b, s’annule sur la section nulle de 7. La majoration
(v) utilise cet argument et un calcul analogue a celui qui suit. Pour obtenir la
majoration (vi) nous appliquons l'inégalit¢ de Holder, ce qui est 1égitime
puisque 1/p, + 1/g, + -+ + 1/q; < 1/p pour p, = kp/l, q; = kp/a;:

[J‘BIA{L’“(y) I,p]l/p < m?a[ﬁ (D7 ’pz,liljl [¥: [qi,ai)pdt]l/p

) 1 1/p
< i -+ Comlsup (3il) 1% sup ()| [ (vl 012d1]
tel terl 0
< €y o+ Com (Y I VY]l
ol ¢ est une constante telle que

SUp|yelp,e < €llyll pour tout yeE .
t
L’existence de cette constante est attestée par le lemme suivant:

Lemme 10. [l existe une constante ¢ > 1 telle que pour h =0, - ..k,
q ¢ [1, p,1 avec p, = kp/h nous ayons pour tout'y ¢ E

sup [V3y:lg < ¢yl -
terl

Preuve. 1l existe des sections RY,j =0, ---,h — 1de L(y;; »,) telles que
pour tout y € E nous ayons

h-1 i
vy ="riry + ZOR?-V%y .
Jj=
Comme B est compact nous pouvons trouver cz > 1 telle que

r-1
|7 7ey@, s)| < CB(I vy )|+ 27y, s) !) pour tout (#,5)e B .
j=0

Or
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ity 9F < 20710, 7P 9)|
comme nous le voyons en prenant une base orthonormale de T,S; donc
STy < g [ IPEe T 5)lds

n-1
< qcx(Ply, w*(l PIPy + 3 (P, lq) .
Ainsi
1 =1
sup |72y, < ch (I Py + 3 IPiv, Iq)dt
tel 0 J=0

(%) 1
A j A7 Yelps + Vel < ¢yl -

Lemme 11. La fonction f est pseudo-propre pour la topologie faible.
Preuve. Posons pour m > 0 et r € ]0, p[ assez petit

Y, m={cE |yl <rfog™'®) <m}.

Nous allons montrer par récurrence sur & = 0, - - -, k qu’il existe des constantes
M,, N, ne dépendant que de r et m telles que pour p, = kp/h nous ayons

a) sup|Viyil,, < M, pourtoutyeY,,,
ter
1y
b) U (PP, lph)pdt] ” < N, pour tout y e Y, ,, .
I

Nous en déduirons que Y, ,, est borné dans E d’ou 1’assertion du lemme 11.
Pour h = 0, p, = + o et I’assertion a) a lieu pour M, = r. Comme

O Viye) = 0,00y, — b°oy) pour yeY, .,
et comme le choix de r et le lemme 8 nous assurent que
1072]e < 2]2e]e < 26| 2l pOUr  z=¢7'0),

nous obtenons

[} apear]” < 2emye + w0 =,

0

Soit & > 0. Supposons les assertions a) et b) établies pour #’ < h. Remar-
quons d’abord que cette hypothése de récurrence et 'inégalité
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1 h-1
(*) sup|Piycly < ¢ | (P87l + 5 1Pdvel )

établie dans la preuve précédente, avec ¢ = p, = kp/h, permettent de déduire
I’assertion a) de 1’assertion b). Exprimons /|y a I’aide du lemme 7:

o, Vngy + A(’)I,(n)(y) + BZ()’)) = 7?(}’; aly)
- (y, % 1<A{‘(y) + oz A;;(y)) + T BO) + b"oy) .

0<I<h- lal+1<h

as+h a#h

En utilisant I'inégalit¢é de Holder comme dans la preuve du lemme 9 nous
obtenons

1/p

U: 77y, ]q)Pdt]l/p — rp"Nysup |71y.l, — rq’LU: 7y, Iq)"dt]

lal<h—1 lal<h
a#(h) a#(h)

<2, (mP + X <c{”m{‘ o om aM,,)NL + X n*M, + cnt
0<i<h-1
avec ¢} = (mes B)*~1/*» ¢, = (mes B)/*, M, = M,, --- M, pour
o = (0(1’ ° '9a.7') ’ ph = ‘S?<p IaAg,(h)(a)] s qh == ‘Sl‘lg IaBZ(a)l .

Si nous avons choisi r assez petit pour que
rey(Np™ + @) <1, h=0,--k,

nous obtenons b) grace a I'inégalité (x).

Lemme 12. La fonction f est semi-continue inférieurement pour la topo-
logie faible.

Preuve. Poury = ¢(2),zeUeth =0, ---, k posons

o) =] (e |)p]’“’

de sorte que fo ¢~ '(y) = f()? + --- + fr(»)?. Pour établir la semi-continuité
de f au point z, il suffit de montrer que si (y,) est une suite de ¢(U) qui con-
verge faiblement vers 0 dans E nous avons

lim inf £,(y,) > £,(0) .

Posons m = sup,¢y ||3,|| et choisissons r € ]0, p[. Nous pouvons supposer que
Iy, Il <r pour tout v € N sans restreindre la généralité puisque ||y,|/’ tend vers 0.
Les majorations du lemme 9 nous assurent que la suite

w, =PIV, + broy, + 3 B'y) + X (A?(y,>+ b3 A;za(yv))
lal<h 0<l<h -1 l

lal<h—
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est bornée dans I’espace L,(y,) des sections de 7, de puissance p*™e-sommable.
Nous en déduisons que

tim [ 1663w, — GO wp]” =o0.
Ainsi
lim inf f,(y,) = lim inf UB |w, |p] v

1/
= lim inf [J‘ |Vngy,, + bhOy,, + Z A{L(ya)lp] ’ )
B 0<i<h-1

1/ 1 .
car lim U |4} .(,) ]P] - 0, lim U | B*(y,) IP] "0 d’apres les majora-
B B
tions (iii), (iv), (v), (vi) du lemme 9 et le fait que ||y,|/ — 0. Nous voyons
facilement que V2V.y, + b*oy, + Ylocicn_1aroy,-ViV.y, converge faiblement
vers b"o 0 dans L,(y,). Comme la norme d’un espace de Banach est semi-
continue inférieurement pour la topologie faible nous obtenons

y
limint £,0) > || {b0p | = 1,0,
B
ce qui acheve la preuve du lemme 12 et du théoréme.

5. Vérification de la condition (C)

Nous nous proposons de vérifier dans ce paragraphe la condition (C) de
Palais-Smale pour la bivariété Z, la fonction f du paragraphe précédent et la
structure de Finsler canonique sur Z. Rappelons cette condition: (C) Toute
suite (z,) de Z telle que (f(z,)) soit bornée et que (||df(z,)|)) tende vers O possede
une sous-suite convergente dans Z.

Exposons d’abord la méthode employée.

Définition 1. Soit (Z, Z’) un chainon de Rellich pour un bi-atlas o/ issu
d’un atlas &’ sur Z’. Une structure de Finsler w — ||w|| sur Z est dite /-
admissible si pour tout z, € Z et pour toute carte ¢ = (U, ¢, E) de &/ centrée
en z, il existe un voisinage ¥’ de z, dans Z’ tel que pour tout sous-ensemble B
de ¢(U) borné dans E et contenu dans ¢(U N V”) il existe une constante K > 1
telle que 1/K|[v|| < [|T "¢, v)|| < K|[v| pour tout (y,v) e B X E.

Théoréme 1. Si (Z, Z’) est un chainon de Rellich pour un biatlas </, si Z
est muni d’une structure de Finsler o/-admissible, une condition suffisante pour
gu’une fonction de classe C', f: Z — R satisfasse (C) est que f soit pseudo-
propre pour la topologie faible sur Z et vérifie

(S)) Pour tout z, ¢ Z il existe une carte $ = (U, ¢, E) de s/ centrée en z,
telle que pour toute suite (y,) de ¢(U) convergeant faiblement vers 0 dans E
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avec lim, Df(y,)-y, — Df(0)-y, = O pour f = fo " il existe une sous-suite de
(v,) qui converge fortement vers O dans E.

Remarque. 11 est équivalent de supposer que lim Df(y,)-y, = 0 ou que
lim Df(y,)-y, — Df(0)-y, = O si (,) tend vers O dans (E, ¢).

Preuve. Soit (z,) une suite de Z telle que | df(z,)| tende vers O et que (f(z,))
soit bornée. Puisque f est pseudo-propre pour (Z, ;) nous pouvons supposer
que (z,) converge vers un point z, € Z pour g;. Soit ¢ la carte de la condition
(S,) et soit y, = ¢(z,) pour v assez grand. Comme ||Df(y,)| tend vers O et
comme (y,) est bornée nous avons Df(y,)-y, — 0 et (S,) permet de conclure.

Reprenons les notations du paragraphe précédent pour vérifier la condition
(C) pour f. Nous munissons Z de la structure de Finsler donnée par

k
Iwil = 3 (Piwl, + 737wl . weTZ

l/p . 7 7 . ~
avec |ul, = U |u(t, s) IP] ; elle est uniformément équivalente a la structure
IxXS

de Finsler w — [X3%_, (PiwE + [F}7,w|5)]¥?. Exprimons cette structure de
Finsler dans la carte ¢ déduite du voisinage tubulaire = (V, 4, A) d’une
section z, € Z. Le lemme 4.6 nous donne pour 4 =0, - - -, k, ye y(U), v e E:

PEG,0) = 0o avee v, =Plv+ 3 (41000) + T ALG0)
0<h<i-1 la|<h-1
et A}(y,v) = apoy-Viv, AL (y,v) = aj,oy-Viv-V5ty --- V5iy pour a =
(ay, -+ -, ;). En combinant ce résultat et le calcul précédant le lemme 4.5
nous obtenons .
Lemme 1. Pour (y,v) e $(U) X E,h =0, - - -, k nous avons 17;‘71(}1, V) =
(v, v,) avec

vy =P+ % (A?(y,mu 3 Azza(y,Vlv))
0<I<h-1 lal<h—-1

+ 3 (Bow+ T (BLow+ T BL.0w))

0<i< lal<h—1-m

pour

Bi(y,v) = broy-Tlv , B}, (y,v) = b} ,oy-Viv-VyVy,
Bl o0, V) = b} oy VOV sV y -V5ty - 5ty si o= (a, -, a) .

Les applications b}, b}, b}, , sont des applications fibrées de 4 dans
L(n> 9a)s L0 93 74)> LI Cus Yms Qs> * * * 5 95 1) TESPeCtivement. De plus
b% qui est fonction linéaire de 2 s’annule sur la section nulle de 4. Des majora-
tions analogues a celles du lemme 4.9 donnent le résultat suivant:

Lemme 2. Pour tout r > 0 il existe une constante R > 0 telle que pour
tout (y,v) € $(U) X E vérifiant ||y|| < r on ait
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h-1
[Vrlp — [V3v]] < R LZJOIVévIP s

h—-1
Vil — V2V wlp| < Ry [Pivl], + Rg(lVévlp + [Pl -

Nous pouvons supposer que pour ||y|/ < $R~' nous avons
Yu| <|GOu| < 2lu|  pour tout u .
Ainsi

17670, 0) = 4 2 (valy + 03]

h=
k-1
> 4[Ioll — @& + 1Y DR T (P70l + (o)
— RIpI7ivl]
k-1
> 4ol = KR + D3 (P7l, + (PEol)
> 4ol — R(7], + 10}y

pour ||y|/ < 3R, ||y|| < r et pour une constante R’ obtenue a I’aide de
I’inégalité de Poincaré. La majoration de |G| et ’expression de V,(y, v)
nous assurent qu’il existe R” tel que

V], + |V v, < R’ Ty, v)| -
Ainsi | T¢~'(y, v) || = §llv|l/(R'R” + 1) pour ||y|/ < 4R, ||y|| < r. Par ailleurs
k
1T¢~'G, )| < 2h§__1.0(l’0n|p + [V3]p)
k-1
< 2[Ioll + @k + ¥R Z (PP 0], + [PEol,)
+ Rl 7ol
< 4(kR + D|v||
pour ||yl < $R"%,||y|| < r. Nous avons ainsi obtenu le
Lemme 3. La structure de Finsler sur Z est s/-admissible, </ désignant

Patlas du chainon (Z,Z').
Vérifions maintenant la condition (S,) pour p = 2. Posons f = fog™?,

wa() = PIV,y + bhoy + 3 B'Y) + X (A{‘(y)+ » A:;@)).
| 0<I<h -1 lal<h—-1

al<h
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Comme f(y) = é;o IB|G(y)-wh@) [ nous avons

_ k

Df(y)-y = p? }LZ_IJB (G- wy(¥),0GY, y) - wy(y) + GO)-Dw,(y)-y) .
Soit (y,) une suite de ¢(U) qui converge faiblement vers O dans E et telle que
Df(y,)-y, tende vers 0. La convergence de (||y,|/) vers O, les majorations du

lemme 4.9 et le fait que w,(y,) et tous ses termes soient bornés dans L,(y,)
nous assurent apres le calcul explicite de Dw,(y)-y que

lim j (GO Wi, 360, 1) Wa3)> = 0,
lim [ <G w,0), GO)-DWa)-3, = iG> =0,
pour
W0) =Py + 3 iBIo) + % (40)+ B G+ DALO)) .
Ainsi
lim 3 IRECARTACAR AR T

donc

tim % [ wa0), 00> = 0.

v h=0

Comme (Fi,y,) tend faiblement vers O dans L,(y,) et comme |b?y, — b20|, —
0, les majorations du lemme 4.9 nous permettent d’en déduire que |w},(»,)|, —
0 et que

lim

vy, + > atey,-Fi¥y, =0.
0<I<h-1 2

Par récurrence sur A nous obtenons que lim, |2V y,, = 0. Le calcul du lemme
4.11 nous permet alors de conclure que (||y,|) tend vers 0. Comme f est
pseudo-propre pour la topologie faible nous avons ainsi obtenu le
Théoréme 2. La fonction f:Z — R, Z = {z e Wil, Wi(x)), z(0) = x,,
1
z2(1) = x,} donnée par f(z) = J | 2(2) &, xdt vérifie la condition (C) pour la struc-
0

ture riemannienne canonique sur Z.
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