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CARACTERISATION DES VARIETES A COURBURES
SECTIONNELLES HOLOMORPHES

GENERALISEES CONSTANTES

A. M. NAVEIRA

Parmi les resultats qui relient les proprietes de la courbure d'une variete
riemannienne avec la topologie de cette variete on peut signaler ceux de Chern
[2] et Thorpe [7], [9] relatifs a Γannulation de certaines classes de Pontrjagin
des varietes de Riemann a courbures sectionnelles d'un ordre fixe constant.

Les courbures sectionnelles holomorphes sont des invariants plus faibles
que les courbures sectionnelles reelles. Si la courbure sectionnelle holomorphe
d'ordre 2 est constante, on connaίt une formule simple pour sa forme courbure
[6] mais les courbures sectionnelles holomorphes d'ordre p ne semblent pas
avoir ete etudiees.

Dans la seconde section de cet article on resoud une conjecture indiquee
par Gray [5] que nous nous etions posee avant de connaίtre le dit article. On
donne une caracterisation de la forme courbure sectionnelle holomorphe
d'ordre p constant en fonction de la forme courbure generalisee complexe et
finalement, on deduit des proprietes sur les classes de Chern des varietes a
courbure sectionnelle holomorphe d'ordre 2 constant.

Dans la premiere partie, en suivant une methode differente de celle employee
par Thorpe [7] on fait une exposition de certaines proprietes des courbures
sectionnelles reelles, que nous utilisons dans § 2.

L'auteur veut exprimer sa reconnaissance aux Professeurs M. Berger, R.
Deheuvels et A. Lichnerowicz pour leurs conseils et leur encouragement dans
la realisation de cet article.

1. Tous les objets geometriques seront de classe C°°. M indiquera une
variete riemannienne n-dimensionnelle, paracompacte et connexe; F(M) le
fibre O(n)-principal des reperes orthonormaux sur M. Pour tout entier pair
p < n, GP(M) indique la grassmannienne de /?-vecteurs tangents.

Sur F(M) existent les 1-formes θ\ 1 < ί,j < < n definies par θι(v) =
g(Π*v, /,), oύ v € TZF(M), Π: F(M) -> M, z = (x, f19 , fn).

Pour chaque p-vecteur P e GP(M), soit K(P) sa courbure de Lipschitz-
Killing. K est une fonction a valeurs reelles sur GP(M) que Γon definit comme
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la p-ieme courbure sectionnelle de M. En fonction de R, tenseur courbure de
la variete, K(P) s'exprime par:

oύ u19 , up est une base orthonormale quelconque de P, Sp le groupe des
permutations et ε(a) la signature de a.

Si 1 < i19 - , ip < n, on definit la forme courbure generalisee [7]:

Tii i, = ^ Σ δ(i,j)ΩJlh Λ Λ Ωjp_ljp ,

oύ Ω = (Ωu) est la forme courbure ordinaire.
Si R represente le tenseur courbure de M, pour chaque entier pair p > 0,

on definit le p-ieme tenseur courbure Rp comme le champ tensoriel covariant
d'ordre 2p

Rp(u19 - , up9 v19 , Vp) = Σ ε(«x)e(β)
2P/2p\ βζS

ua(1), ua(2), vβa), Vβ{2)) ' χv(w α ( p _ 1 ) , ua(p), Vβ{p_1)9 Vβ{p))

V ut, vj e T{M) .

Proposition 1. Si Rp et Tp sont deux tenseurs de courbure [9] tels que

Rpiv^ --9Vp,v19- 9Vp) = Tp(yl9 "'9Vp9v19'"9vp)

Wt e T(M), alors Rp = Tp.

La demonstration resulte d'une methode d'induction.
Corollaire 1. Si Rp est le tenseur courbure generalise, et

K(P) — Rp(ul9 - , up, u19 - , Up) = constante c

pour tous les p-vecteurs engendrέs par u19 , up, orthonormaux, alors Rp =
CR;.

En utilisant la seconde identite de Bianchi generalisee, on deduit
Proposition 2. Si M est une variete de Rίemann connexe de tenseur mέtri-

que g et tenseur de Ricci generalise

S(X19 •• ,X,,Y19 . ,Y,) = λΣ e(γ)ε(δ)g(Xΐ{1), Yδω) g(Xr{9)9

oύ λ est une fonction sur M, alors λ est nέcessairement constante pour n =
dim M > p = 2s.

En utilisant une methode classique, on prouve
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Theoreme 1. Soit M une varίέtέ de Riemann connexe de dimension n >
p + 1, p pair. Si la courbure sectίonnelle K(P) d'ordre p est constante en
chaque point, alors M est une variέtέ a courbure sectίonnelle d'ordre p con-
stante.

Corollaire 2. Si M est une variέtέ de Riemann avec p-ίέme courbure sec-
tionnelle constante K, alors le tenseur de courbure gέnέralisέ est donnέ par

Rpfai, •-,up,v1,.-,vp)= Σ ε(a)ε(β)K
2P/Zpl β€S

- g(uai2),vβa))g(uaa),vβ{2))}

Remarque 1. Le theoreme 1 a ete prouve par Thorpe [7] en utilisant une
methode differente. En partant du corollaire 2, on peut obtenir de faςon tres
facile en fonction de la forme courbure generalisee la caracterisation des cour-
bures sectionnelles const antes [7].

2. Soit M une variete kahlerienne de dimension complexe n. Dans la suite
nous utilisons les notations de [6, Chapitre IX]. Ainsi ,on peut definir la forme
courbure generalisee

Σ
! a,βZS

Λ βUs)

oύ 1 < ik9 jt < n, et (Ψ)) ~ (Ω) + iΩι

n+j) est la forme courbure complexe.
Considerons maintenant Γapplication 2p-lineaire, p = 2s,

RΌ: Γ(M) X . . . X T(M) ~> R

qui satisfait aux conditions:
i) alternee dans ses 2s premiers arguments,

ii) alternee dans ses 2s derniers arguments,
iii) invariante en changeant entre eux les 2s premiers arguments avec les

2s derniers,
iv) Rp(JX1, , JX2S > ^2s+i> * * * ? ^4$)

— Rp\X\ > ' ' ' 9 X-2S7 JX2S + D ' ' ' ? JXis) r = Rp\Xl> ' ' ' 9 Xίs) ?

v) Alt Rp = 0.
Remarque 2. En notation, nous representons

•••,JXJ.

Proposition 3. Soient Rp et Tp deux applciaίions As-lineaires qui satisfonί

aux proprietέs i)-v). Alors Rp = Tp si

RJX,JX,X,JX) = TJX,JX,X,JX) .
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On montre cette propriete en utilisant la methode d'induction et la proposi-
tion 1.

Maintenant soit g un produit scalaire hermitien. Nous deίinissons:

R'P(XU ...,XptZι,...,Zp) = L
2s{2s)\a,βesp

g(Xa(i)9JZβa))g(XaW,JZβi2)) — g(Xa{1),JZβ(2))g(Xai2)9JZβω)

+ 2g(Xa(1)9JXa{2))g(Zβ{1)9JZβ{2))}-

β{p))g\X a{p) , Zβ{p_l))

-l) > ^ ̂  β{p))g(X a{p) , JZβ(p_1))

Evidemment, Λ^ verifie les proprietes i)-v).
Comme on sait, la courbure sectionnelle holmorphe d'ordre 2s d'une variete

kahlerienne M du 2^-vecteur holomorphe P determine par (X19 -.9XS9

JX19 , JXS) est donnee par

K(P) = /?P(^LΊ, , Xs, JX19 , /^Γs, X19 , ^ί s, /-XΊ, , JX8) ,

oύ ^ e T(M) font partie d'une base orthonormale.
En consequence de la proposition 2 on a le
Corollaire 3. Soil Rp une application As-lineaire qui verifie i)-v). 5*1 K(P)

= constante c, pour tons les 2s-vecteurs P, invariants par J, alors Rp = cRp.
Evidemment, si M est une variete kahlerienne, dans un systeme de coordon-

nees complexes (zα, f ) avec Za = d/dza et Zs = d/dza orthonormaux, onpeut
ecrire le tenseur de Ricci generalise:

n

— ZLJ -^p(^αi5 * * J Zas, Xι, , Xs, Z β l , , Z a s , Yl9 , Γ s) .
αi, ,α x = l

Theoreme 2. 5o/ί M w«e variete kahlerienne connexe de dimension com-
plexe n > p = 2s. Si la courbure sectionnelle holomorphe K d'ordre p depend
seulement de x € M, alors M est une variete kahlerienne de courbure section-
nelle holomorphe d'ordre p constante.

Demonstration. Puisque Rp = KRp9 K function sur M, par la proposition
2 il suffit de prouver que

S(Xj, , Xs, Y19 , Y8)

= cK Σ ε(Mδ)g(Xm, Y,m). g(X^, Ytw) ,

ou c est une constante determinee.
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Mais en utilisant les proprietes du tenseur courbure complexe
Rp(Xlt • - ,XS, Yx, • ",ΎVZ^ , Z S , Wτ, • • , Ws) on a

2 Σ Σ ε(a)ε(b)ε(c)ε(d)
«i, ,as=l a,b,c,dζSs

^ β ^ , γ d φ ) } ,

ou ci sont des constantes determinees. Finalement, on montre aisement que
g(Za{a^,X^)g(Z^, Ydφ) est un multiple de g(X^}, Yd(β)).

Proposition 4 Le tenseur de courbure generalise d'une variέtέ kάhler-
ίenne a p-ίέme courbure sectionnelle holomorphe constante K peut s'έcrire:

= Kc{- \γ Σ ε(ά)ε(b)ε(.c)ε(d)
a,b,c,dZSs

La proposition suivante caracterise les courbures sectionnelles holomorphes
constantes et correspond dans le cas complexe au theoreme 5.1 de Thorpe [7].

Proposition 5. Si M est une variέtέ kάhlerienne a p-iέme courbure sec-
tionnelle holomorphe constante K, alors la forme courbure gέnέralisέe est don-
nee par

yjV".'/. = ^ K{sl φ* A Λ 0« Λ ^ Λ Λ p*

+ (s - 1)! Σ S% Σ Φiχ Λ Λ φ1*-1 A φλk

k λk

A φίk+1 A Λ φίs A φjl A Λ ψk~x

A ψk A φjk+1 A Λ^'s + •

+ #JΪ ' 'ft Σ Φλl Λ Λ φλs A φλl A - Aφλs} .

Demonstration. Puisque

Vίϊ:::i: = % . . . ^ . - ^ , . . ^ . . . ^ f c l A Λ φks A φι* A • Λ φι°,

il suffit de choisir le repere (Z1? , ZS9 Z1 ? , Zs) orthonormal et d'appli-
quer la proposition 4.



60 A. M. NAVEIRA

Theoreme 3. Si M est une variέίέ kdhlerienne a courbure secίionnelle

holomorphe constante K, alors les classes de Chern Ci(M) sont engendrέes

par C^M).

Demonstration. Puisque

= {Tr Ψ} = ± K{n + 1){£ φ> A φλ)

de Γexpresion particuliere de la forme courbure, on deduit (Prop. 5)

C2{M) = {Tr(Ψ A ¥)} = C^

Supposons maintenant que

CS(M) = (n+ ly

du fait que

Prenant la trace, on deduit

CS+1(M) = (n+ D

Remarque 3. Le resultat du theoreme 3 est evident dans le cas positif ou

nul, car il est classique alors qu'il s'agit ou de varietes plats ou du projectif

complexe.
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