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SUR LES APPLICATIONS HARMONIQUES

JEAN-CLAUDE MITTEAU

1. Principaux resultats

Nous considerons deux varietes riemanniennes (M, g) et (Mr, g'); nous sup-
posons M compacte et (Mf, g') complete. On pose n = dim M. Varietes, metri-
ques et connexions sont toujours supposees C°°.

Soit / € O(M, M'). On associe a / sa densitέ d'έnergie e(f) e C\M)

e(f)(p) = \Tf{p)f ,

en coordonnees locales e(f) = (g of)afpii*djfg
ij. Uέnergie E(f) est Γintegrale

(1.1) E(f) = ί e(f)(p)dv(p) ,
J M

v etant la mesure canonique de volume de la variete (M,g). Un ensemble
K C C\M, MO est dit O-bornέ si Im (K) dans (Λf7, gθ et {e(f)(jp) \fsK,pεM}
sont des ensembles bornes.

Considerons une classe d'homotopie ^ d'applications de M dans M'.
(1.2) Theoreme. C/ne condition necessaire et suffisante pour quΊl existe un

minimum absolu de Γέnergie (1.1) dans ̂  est: on peut trouver K C Cι(M, MO,
K O-borne, tel que

Inf Eif) = Inf £(/) .

On dit qu'une application / € C\M, MO est harmonique si / est un extremum
de Γenergie (1.1). Si / € C2(M, MO, il est equivalent de dire que τ(/) = 0, oύ
τ est le champ de tensions de Γ application / [1, chapitre 1, paragraphe 2A].

(1.3) Theoreme. Supposons (M',g') compacte. 11 existe un reel ει > 0 tel
que si on peut trouver f etf Π Cι(M, MO verifiant e(f) < εu alors <€ contient
au moins une application harmonique.

Dans le cas oύ (M\ g') est une variete a courbure sectionnelle non positive,
on peut prendre ει= oo. Ce theoreme est done une generalisation du deuxieme
corollaire du theoreme 11. A de [1].

(1.4) Theoreme. Supposons que (M, g) verifie la propriete (5.11). Sup-
posons que {Mf', gθ ait une courbure sectionnelle majoree par R > 0. // existe
un reel ε2 > 0 tel que si f e C2(M, M') verifie
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i) / est harmonique,
ϋ) e(f) < β2,

alors f est une application constante.
Enfin, les theoremes 4.9 et 5.10 donnent cetains resultats sur les solutions

de Γequation devolution naturellement associee au probleme.

2. Methodes

A. L'operateur τ n'est pas lineaire mais polynomial, au sens de [8,
chapitre 16].

Nous remplaςons la recherche des solutions de Γequation τ(μ) = 0 par la
recherche des limites, pour / —> oo, des solutions du probleme de Cauchy

^(P, t) τiμdiP) = 0 , V(P, 0 € Λf X ]0, T[ ,
(2.1) dt

μo = feC°(M,M') donnέ .

Les solutions μ de ce probleme sont cherchees dans C°(M x [0,α),MO Π
C°°(M x ]0,α),MO. μt est Γapplication partielle μ(-9i). On sait qu'il y a
unicite des solutions [6].

Le theoreme (3.1) est un resultat d'existence uniforme des solutions de (2.1),
lorsqu'on prend la condition de Cauchy / dans un ensemble K C^-borne. II joue
un role central dans les demonstrations.

Nous utilisons dans la suite le fait que E(μt) est une fonction decroissante
du parametre, lorsque μ est solution de (2.1).

B. Notons p la distance riemannienne et θ la distance dans C°(M, M'):

θ(f,g) = Sup p(f(x),g(x)) .
ζMxζ.M

La suite de ce paragraphe utilise largement les notations et resultats de [6].
Si / e C°(M,M0 (resp. μ e C\M x [0, Γ],M0), on designe par Vf (resp. Vμ)
le fibre image reciproque f*TM' (resp. μ*TMf). Ces fibres sont munis cano-
niquement de produits scalaires et de connexions lineaires. II en est de meme
des fibres Dk)(TM, Vf) (resp. Uk\TM x Γ[0, T], Vμ)). Si / e Ck(M, Mf) (resp.
μ e C\M x [0, T],M0), la derivee d'ordre,k, fik) ε Uk)(TM, Vf) (resp. μ{k) e
Uk\TM x T[0,T],F,)).

(2.2) Definition. Un ensemble K c Ck(M, Mf) est dit Ck-bornέ si
i) Im CK) est borne dans (M\ g')

ii) il existe une constante C telle que1

\μφ(p)\<C, / = ! , . . . , * , p e M .

1 nous donnerons eventuellement le meme nom, dans la suite, a des constantes de
valeurs differentes.
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On defϊnit, sur les section C\L{k){TM x T[0, T], Vμ)), l'operateur

les indices i = 1, , n designant les coordonnees dans M, dites aussi spatiales,
et ί la coordonnees dans [0, T], dite aussi temporelle. Si μ est solution de (2.1),
μUc) verifie une equation

(2.3) Λμ™ = ψk ,

ψk etant borne si d'une part les tenseurs de courbure de (M, g) et (M', g') et
leurs derivees sont bornes et si d'autre part, μ est Cfc-borne et dμ/dt est Ck~2-
borne [6].

C. Pour inverser Λ, on utilisera les operateurs pseudo-difϊerentiels defϊnis
par le noyau de Green H associe k Λ. H est un bitenseur, dans le sens de [4],
paragraphe 3. Nous noterons * et les convolutions suivantes

(Hlo*X)(p,t)= Γ ί H(p,t;q,τ)[X(q,τ)]dv(q)dτ ,
JtoJM

(HI X)(p, t) = f H(p, ί q, to)[X(q, to)]dv(q) .
J M

Le noyau H verifie les proprietes usuelles de majoration. On notera Ha) les
iterees de H:

Ha)(p, tx q, ίQ) = Γ ί H(p, tx m, τ) o Ha-ι)(m, τ <?, to)dv(m)dτ ,

Pour Γetude et les proprietes de //, nous renvoyons a [9] et [6], chapitre 3 et
annexes 1 et 2.

D. Pour pouvoir appliquer dans la resolution de (2.1) le noyau H du
paragraphe precedent, nous representons localement au moyen de Γapplication
exponentielle la variete Ck(M, M') par les sections Ck d'une fibre Vg9

g € C^iM, MO, [2]. Notons i^gtP c C°(Vg) la boule de rayon p. Pour p assez
petit, Exp^: i^g p —> Cd(M, Mr) est un homeomorphisme sur un ouvert de
C°(M,M'), [2]. '

Nous avons obtenu dans [6] le resultat suivant: il existe un reel p0 > 0, ne
dependant que de Γensemble Im(g) C M', tel que Vapplication Exp^: ^ 5 j 0 0

ΓΊ C2(Vg) —> C2(M, M') se prolonge en un isomorphisme des operateurs dif-
ferentiels (non-lineaires) d'ordre 2.

Ainsi, pour θ(μ, g) < p0, le probleme (2.1) est equivalent par μ = Exp^Z a

Xo = F e r s ^ donne ,
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[6, paragraphe (2.8)]. VX est la derivee covariante spatiale de X dans la con-
nexion naturelle sur Vg.

La methode permet d'obtenir en outre des majorations. Celles dont nous
nous servirons sont

C[ί + \\e(ExpgX)\\L^M)] ,

(2.5) \\Φ{X9 VX) + τ(g)\\L^Vg) < C \\X\\L~(Vg)[l

(2 6) H^IIW™,^))
\\e(ExpgX)\\LooiM) t

a condition que ExpgX soit dans ^ j j 0 0 .

3. Existence uniforme des solutions de l'equation devolution

Soient K c C\M, M) et a > 0. Definissons

^ α ( | Q = {̂  € C°(M X [0, a], Mf) ΓΊ C~(M X ]0, α ] , MO | μ

est solution de (2.1), μ0 ζ. K} .

Cet ensemble est eventuellement vide. On note ωa: ^a(K) -> C\M, M') Γappli-
cation definie par ωa(μ) — μ0.

(3.1) Theoreme. Supposons K C O(M, M') et O-bornέ. On pent trouver
a > 0 ίel que ωa soit surjective. On a, en outre, les propriέtέs suivantes

a) {μt\μe Sf£K), t e [0,a]} est O-bornέ
b) pour tout ε > 0, on peut trouver η, 0 < η < a, tel que

θ(μt, μ0) < e , Vμ 6 ψa{K) , y/ € [0, η\

c) /zxo^ wrc ew//er A: > 1 e/ wπ reel a', 0 < α' < a Γensemble
{μt\μζ <¥a(K), a' < t<a} est Ck-borne.

(3.2) Remarque. Ce theoreme est encore verifie si on remplace la condi-
tion "(M7, #0 est complete" par la condition plus faible "K etant fixe, il existe
un reel δ > 0, tel que Γ ensemble

(3.3) Kδ = {x e M' 13j € Im(X), ^ , y) < δ}

soit relativement compact".
(3.4) Remarque. Une consequence du theoreme (3.1) et de la formule

(3.6) est que tout ensemble C-borne d'applications de M dans Mf peut etre
uniformement C^approche par un ensemble Cfe-borne [7].

Demonstration du theoreme (en quatre etapes). 1. ^ C C\M, M') est
relativement compact. Premiere consequence, Γensemble Kδ, defini en (3.3),
est relativement compact dans (M', gf) le tenseur de courbure de cette variete
et toutes ses derivees seront done bornes. Deuxieme consequence, il existe un
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reel p0 > 0 fixe tel que pour toute application g e C"(M, M') telle que Im (g)
C Kδ, on puisse appliquer les resultats de paragraphe 2, D. Prenons pλ =
ipo/C19 Cγ etant un majorant sur [0, T] de la norme de Γoperateur

X^H^X, XeC°(Vg) .

On sait que ce majorant existe et ne depend pas de g. II existe un nombre fini
de boules ir

gi,Pl telles que X c [ J i f^rgiip1- ^ n P e u t done supposer pour
simplifier que K est inclus dans un seul voisinage tubulaire. De (2.6) on deduit
que si Exp^F e K, alors on peut trouver un reel ξ0 tel que ||FF||Loo(F^ < ξ0.

2. Substituons au probleme (2.1) le probleme (2.4). Soit a, 0 < a < T.
On considere le convexe ferme borne j / ί α de Cι(Vg) defini par

Il^lk-CΓ,) < Po , \\PXt\\L-ιuτM,vg» < ξ , Vί 6 [0,α]

Appliquons dans Vg la formule de Green associee a Γoperateur A on definit
une application Ψ: s/ξta -> C\Vg X [0, a]) par Ψ{X) = Y avec

(3.5) Yt - H^ΦiX, VX) + HIX, .

Si X est point fixe de Ψ, et si X est, pour ί > 0, (C2, C1), alors X est solution
de (2.4) [9].

Yt est de classe C1 (spatiale). En effet on peut deriver les convolutions. On
obtient

VYt =

Le bitenseur H est derive par rapport a sa premiere variable. D'apres le
lemme (3.9), % etant un bitenseur C°° quelconque, ceci se met sous la forme

(3.6) VzYt = PM*Φ(X, VX) + Lt.P«zXo + L't X0 , ZeTpM .

Pour tout εr > 0, on peut trouver une valeur de a telle que (2.5), (3.5) et (3.6)
fournissent, pour / e [0, or], les majorations

^ e ' d + ξ2) + c2(f0 + ft).

ρλ et ξ0 sont donnes. Prenons ξ = 2C2(f0 + ^o .̂ Si ε7 est choisi assez petit, on
aura certainement

ε'(l + ξ2) + ClPl < po , ε\l + ξ2) + C2(ξ0 + Pι) < ξ .

II existe done des valeurs de ξ et a telles que Ψ soit une application de j ^ f ) β

dans lui-meme. Remarquons meme que Γon peut deduire des formules (50) et
(52) de [6] que Φ est lipschitzien par consequent, on peut trouver une valeur
de a telle que Ψ soit une contraction, ce qui redemontre Γunicite.
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3. Soit X le point fixe de Ψ. La derivee spatiale VX est bornee. Si X verifie
une condition de Holder, il en est de meme de Φ(X, VX). Par le raisonnement
habituel, on en deduit que

a) X verifie une condition de Holder. Ceci donne la propriete b) du
theoreme et

β) X est de classe (C2, C1) et done solution de (2.4).
Par construction du convexe ^ , α , on voit que μ = ExpgX est defini e'est

done une solution de (2.1). De la formule (2.6), on deduit le a) du theoreme.
4. On demontre par la meme methode, appliquee aux prolongements de

Γ equation de (2.1) que, pour t > 0, μ est C°°. Fixons un entier k > 1.
L'ensemble {μt\μe ^a(K), 0 < t < a) est C^borne. Raisonnons par recurrence.
Posons ap = pa' /k. Supposons l 'ensemble {μt\μG ^a(K), ap_ι < ί < a) Cv~ι-

borne et verifiant une condition de Holder uniforme. On a, pour / > av^

On en deduit que μ(p) est borne et verifie une condition de Holder uniforme,
pour te[ap, a] et tout μ dans Sfa(K), [10].

(3.7) Remarque. Si on a K C C f e(M,M0, Cfc-borne. les conclusions a),
pour μa\ 1 < / < k, et b), pour μa\ i > k restent verifiees.

Soit {fi | z e TV} une suite C^bornee. Par le theoreme (3.1), on sait que, pour
tout /, le probleme de Cauchy (2.1) admet une solution μι dans Sfa({fi \ i e TV}).
A chaque ft associons gt ε C~(M,M') par gt = μ\-, a).

Corollaire. Pour tout entier k > 1, il existe une sous-suite j : TV—> TV telle
que la suite ghi) Ck-converge, pour i —> oo, vers une application g^. En outre

E(g<J < lim inf E(j^) .
i->oo

Demonstration. On extrait une premiere sous-suite j1 telle que lim^^ fjl{i)

= limmίί_ooE(fί). Cette sous-suite est encore C-bornee. Appliquons le
theoreme (3.1), c). La suite gJi(i) est Cfc+1-bornee. On prend une sous-suite
qui Cfc-converge. On sait d'autre part que £ f e ) < E{jτ). Quitte a prendre une
nouvelle sous-suite, Γinegalite passe a la limite. q.e.d.

De ce corollaire, on deduit le theoreme (1.2). Notons

Demonstration de theoreme (1.2). pour tout i e N, on peut trouver ft tel que
E(<£) < E(fi) < E(&) + 1/Ϊ. Le resultat est une consequence de la remarque
(3.7). q.e.d.

La situation des exemples des paragraphes 4,E et 10, D de [1] est done
generale [7].

Nous avons utilise dans la demonstration du theoreme (3.1) un lemme auxi-
liaire dont nous donnons maintenant la demonstration. Celle-ci utilise la cons-
truction explicite du noyau H, faite dans [6]. Nous renvoyons done le lecteur
a ce travail.
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Soit «T € C~(L(Vg X [0, ά], Vg X [0, or])), un bitenseur.
(3.9) Lemme // existe deux noyaux Lt et L't tels que, pour tout X e C\Vg)

et t € ]0, a], on ait
i) PzH

t
Q.X = LtΎ«zX + L'tX , ZeTpM,

ii) powr |Z| < 1, /es operateurs sur C°(Vg) de finis par

X i—> Ẑ  X , X i—> Ut - X

sont bornes, uniformέment en t € ]0, a].
Remarquons que la norme de ces operateurs depend de (M, g) et de la con-

nexion dans Vg et qu'evidemment, il n'y a pas unicite de cette decomposition.
Demonstration. Une faςon de construire H est de considerer le noyau

K = EZΓ oύ E est le noyau de Gauss et &~ un bitenseur de transport C°°.
H s'ecrit H = K + K*Q, Q etant majore par

\Q(p,t;q9 ύ)\ < Ca(t - u)-«[p(p q)]2a-n , a e ]0,1[

quelconque. On a

Des majorations usuelles sur E [9], on deduit que Γoperateur defini par

(3.10) X^>(VZK*Q)'X

est uniformement borne.
Introduisons la derivee d'un bitenseur par rapport a la deuxieme variable;

notons Vf cette derivation. II vient

VZK-X = {VZK - F,ZK).X + V'mzK.X .

Or FZK - F'vZK = (FZE - F'«ZE)3Γ + E(FZ^ - Ff

mz?Γ). F etant de classe
C°°, ainsi que °U, la courbure de Vg etant bornee, Γoperateur

(3.11) X

est borne uniformement en t, car il en est ainsi de Γoperateur

(3.12) φ^Elψ, <pzC\M).

II resulte des calculs explicites efϊectues dans [6], chapitre 2, que

( F Z E - Γ ; z £ ) ( p , t ; q , t - u ) < C u ~ ι [ p ( p , q ) ] 2 E ( p , t ; q 9 t - u) .

L'operateur

(3.13) X^[(FZE-

est done lui aussi uniformement borne.
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Enfin, on peut ecrire

V'mzK X = f 7'%z{K(p9t;q,0)[X(q90)]}dv(q) + K-V mZX .
J M

On pose Lt — K\. II est borne pour la meme raison que (3.11). II reste a
evaluer Γ integrate. Introduisons le pseudo-groupe a un parametre u engendre
par %Z, et note D. Posons Y: M -» TPM defini par

Y(q) = K(p9t;q,O)[X(q,Q)] .

On a VyZY = (d/du)[YoD(u)]u=Q. Eίϊectuons le changement de variables
q !-• D(u)(q) = q'. II vient

f Y
du

et done

Y(q')\TD-\u)\{q')dvW) ,

ί
J du

La fonction ( S / S M ^ Γ D ' ^ M ) ! est majoree, si | Z | < 1. On en deduit que
Γoperateur

(3.14) ί Γ ^
Jilf

est majore uniformement.
L'operateur ΊJt est la somme des operateurs deίinis par les formules (3.10),

(3.11), (3.13) et (3.14).

4. Convergence a l'infini des solutions de Γequation parabolique

A. Generalisons tout d'abord une remarque de [1, paragraphe 9, B].
Considerons l'operateur difϊerentiel A = Δ + d/dt sur C^iM x [0, T[).

(4.1) Lemme. Soit φ e C°°(M x [0, T[). On suppose φ > 0 et Γexistence
d'une constante C telle que

(4.2) Λφ(p, t) < Cφ(p, t) , v(p, t) € M X [0, T[ .

Soit β, 0 < j8 < T. Soit v un entier, v> \n.
II existe alors une constante K et un polynόme Px de degrέ v — 1 tels que,

pour tout t > β, on ait

ψt < KO Γ ί φ(p, u)dv(p)du + Pλ{C) [ φt.β(p)dv(p) .
Jt-βJM JM

K et P ne dependent que de (M, g).
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Demonstration. Supposons β < T, sinon il n'y a rien a demontrer. Utili-
sons la formule de Green associee a Λ. On a

φu = Hu

t_β*Λφ + H»_β φt_β , V« <Ξ ]t - β, T[ .

De (4.2) et de la positivite du noyau H, on deduit

φu<CH<t_β*φ + H f _ β . φ t _ β , vue]t-β,T[.

et, par recurrence,

(4.3) φt

Dans cette expression, Hω est Γiteree du noyau H (paragraphe 2, C). Des
majorations sur Hω [9], on deduit que, pour i > \n, HH) est borne sur [0, T[.
Posons

K - S u p f l ^ p , ί ^,0) , p,qzM,te [0,/3]

et, pour i, 0 < i < v — 1,

φ etant suppose positif, on deduit de (4.3)

φt<κσ[ f φ + ΣKiC^l Ψt_β.
Jt-β JM i = l JM

(4.4) Remarque. II est possible de comparer les constantes K et Kt a la
premiere valeur propre du laplacien de (M, g).

(4.5) Corollaire. Dα«5 les memes conditions que le lemme (4.1), // existe
un polynόme P2 tel que

ψt < P2(O Sup ί φu(p)dv(p) .
t-β<u<tJM-β<u<t

B. Dans tout ce paragraphe, on considere une solution μ e C°°(M x [0, oo),
MO duprobleme(2.1).

(4.6) Lemme. Supposons quΊl existe un reel β1 > 0 et un suite {tt \ i e N}
non-bornέe de reels positifs pour lesquels μ verifie

i) {μt I ί € Ui lti9 U + βj\ est σ-borne

ii) μti+βl O-converge vers une application μ^.
Λlors τ {μj) = 0.

Demonstration. Sur Γensemble U* [h* U + βϊ\ ^a courbure et la densite
d'energie sont bornes. Dans ce cas (voir la formule (5.4)), la function \dμ/dtf
verifie une inequation parabolique.
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On a d'autre part

ί \fltϊ
jM at

en notant μ = dμ/dί. Par consequent

Σ \μf = Σ\E(μt() -

On a done

(4.7) lim |/if = 0
^ ° ° J ti J M

et on peut par consequent trouver β2 e [0, J/3J et une sous-suite /: N —> TV tels
que

(4-8) limf | A Λ O + Λ F = 0 .

Appliquons maintenant le lemme (4.1). On a

\ μ t j W + J < c \ \ \\μf + \ l A Λ « + ί . r
LJ tj(i)+β2 J M J M J

Ceci implique C°-lim μtJii)+βl — 0 et done la conclusion par suite de Γequation

de μ.

(4.9) Theoreme. Supposons quΊl existe une suite {ti\izN} non-bornee de
reels positijs telle que {μti\ί e Λ }̂ soit O-bornέ. Λlors il existe β et une sous-
suite j : N—>N telle que {μtj(ί)+β} Ck-converge vers une application μOT. μ^ verifie
en outre les propriέtέs

a) μooeC"(M9Af)9

b) τ(μJ = 0,
c) E(μJ = limE(μt).

Demonstration. Prenons K = {μti\ί e N}. Du theoreme (3.1) on deduit
i) Γexistence de β > 0,

ϋ) {μt\te U ί [/«, *< + jS]} est C^borne,
ϊϊi) {μti+β \ieN} est Cfe+1-borne. II existe done une sous-suite convergente.
Du point iii) on deduit a); au vu de ii) et iii) on peut on peut appliquer

le lemme (4.6). Ce qui donne b). Enfin c) est une consequence immediate de
la C1-convergence.

(4.10) Corollaire. Soit <& une classe dΊϊomotopie dapplications de M dans
Mf. Supposons quΊl existe / e ^ telle que
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i) le probleme (2.1) admeίίe une solution μ e Sf^if),
ii) il existe une suite [tt\izN} non-bornέe de reels positifs telle que

{μt. I / <= TV} soit O-bornee.
Λlors Ή contient une application harmonique.

5. Les theoremes d'existence et de trivialite des
applications harmoniques

Nous supposerons dans tout ce paragraphe que la courbure sectionnelle de
(Mf, g') est majoree par un nombre R > 0. M etant compacte, il existe tou-
jours un reel r tel que Γoperateur de Ricci S de (M, g) verifie

(5.1) g(SX,X)>rg(X,X) .

Notre definition de ces courbures est telle que pour la sphere (Sn, g0) de rayon
1, la courbure sectionnelle est 1 et Γoperateur de Ricci (n — l)Id. on a dans
ce cas particulier r — n — 1.

De Γequation (2.3) pour k = 1, on deduit [5] une inequation verifiee par
Γenergie d'une solution de (2.1):

(5.2) Λe(μ) < 2[R(e(μ)Y - re(μ)] .

(5.3) Remarque. Supposons Γoperateur de Ricci de type positif et. meme
coercif: on peut choisir r > 0. Soit / € C\M, Mf) verifiant e(f) < r/R. Soit ε
tel que e(f) < r/R — ε. Notons [0, T[ Γintervalle maximal tel que e(μt) < r/R
— ε. Sur cet intervalle, on a Γinequation

Λe(μ) < —ee(μ) ,

et e(μt) est done majore par [r/R — ε] exp ( —εΓ). On a done T = oo. On a
par consequent dans ce cas

a) la solution μ de (2.1) est dans £f JJ) \
b) si Im (μ) est bornέe dans (M\ g'), toute suite {μt. \i e N} converge vers

une application constante.
Nous utiliserons dans la suite Γinequation suivante: soit γ un majorant de

e{μ). De la demonstration du lemme fundamental de [3], on deduit

(5.4) Λ\fιf<2Rγ\μf .

Cette equation a deja ete utilisee au paragraphe 4.
Nous allons donner une generalisation de la remarque (5.3) dans le cas oύ

Γoperateur de Ricci est quelconque. Nous supposerons dans la suite le reel
r < 0. Considerons une solution μ e ̂ τ ( / ) de (2.1).

(5.5) Lemme. Soit γ0 un majorant de e(μt),tζ[O,β]. On peut toujours
trouver un reel ε(β) > 0 tel que si la condition
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RE(μQ) < e(j8)

est verifiee, alors il exίste une constante γ ne dependant pas de T telle que

e(μt) < γ , V* e [0, Γ] .

Soit un reel EQ > 0. On suppose R Φ 0.
(5.6) Sous-lemme. v<*, 0 < a < 1, V?Ό > 0, on pent ίrouver un reel ε tel

que si E0R < ε, // exisίe un rέel γ verifiant les deux conditions

i) r > 7Ό>
ii) EQP2(2(Rγ - #•)) < or.
Demonstration, posons w = i?^ — r et λ = a/(RE0). Les conditions ii) et

p > 0 sont equivalentes a

(5.7) P2(2u) <λ(u + r), u> -r .

De meme i) est equivalent a

u > Rγ0 - r .

P2 est un polynόme a coefficients positifs, done convexe. II possede done les
proprietes suivantes:

i) (5.7) est verifie pour u pris dans un certain intervalle [WI(Λ),M2W)L
ux{λ) < u2(λ) pour λ assez grand, cet intervalle n'est pas vide

ii) si 7! > λ, on a [utf), iφ!)] 1) [uλ(λ)9 u2(λ)]
iii) si λ —> oo, [^U), ί/2y)] —> ] — r, CXJ).

Pour Λo assez grand, il est done clair que Rγ0 — r < u2(λ0). On pose par con-
sequent ε = λo/a et γ € [/?7Ό — r, u2(λQ)].

Demonstration du lemme (5.5). Soit γ comme dans le lemme (5.6). Notons
[0, Γo] C [0, T] Γintervalle maximal tel que

(5.8) e(μt) < γ .

On a evidemment TQ > β. Appliquons le corollaire (4.5). En posant C = Rγ

— r, E(μt) etant decroissant, il vient

e(μτ) < EQP2[2(Rγ - r)] .

D'apres le sous-lemme (5.6), on a done e(μτ) < ay et To ne saurait etre maximal
relativement a la propriete (5.8), si Γo Φ T. On a done To = T. Le procede
de calcul montre que γ et ε(β) ne dependent que de (M, g) et pas de Γ. q.e.d.

Le theoreme (3.1) s'etend, dans le cas oύ nous supposons la courbure sec-
tionnelle de (Mf, g') majoree, a tout intervalle sur lequel la densite d'energie est
majoree a priori:

(5.9) Lemme. Supposons quΊl existe une constante C telle que si la solu-
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tion μ de (2.1) exisίe sur [0, T[, T < oo, on ait e(μt) < C, Vt 6 [0, Γ[. Alors
la solution de (2.1) exisίe sur [0, T],

Demonstration. Du theoreme (3.1) et de Γunicite des solutions de (2.1),
on deduit de Γexistence d'un intervalle maximal [0, Γo[ c [0, T[ d'existence
de la solution.

L'ensemble {e(μt) \ t e [0, To[} est borne. Par application du principe du
maximum a Γ equation (5.4) [5], on deduit que \μ\ est borne et done que
l'ensemble Im (μ) est borne dans (M', g/). L'ensemble {μt\ίe [0, Γo[} est done
C^-borne. Soit a le reel associe a cet ensemble par le theoreme (3.1) (on peut
toujours supposer a < To).

On considere une suite {/41 / e N}, tt e [0, To — a[, lim ίt = TQ — a. Une

sous-suite Cfc-converge et definit une application μTo. Mais \μ\ etant borne et
Γo < oo, on a μTo = liraμt'[0,TQ[ ne pouvait etre maximal, a moins que

To = T.
(5.10) Theoreme. On peut trouver un reel eλ > 0 tel que pour tout

f 6 Cι(M, Mf) verifiant

Re ( / ) < * ! ,

on ait:
a) le probleme (2.1) admet une solution μ dans SfJJ)
b) si Im (μ) est bornee dans (M\ tf), pour tout k > 1 il existe une suite

{it I ί e TV} nonbornέe de reels positifs telle que [μti \ i e N} Ck-converge vers
une application harmonίque.

Demonstration. No tons V le volume de (M, g). On peut trouver ε > 0 tel
que si Re (/) < e, alors la solution de (2.1) existe sur Γintervalle [0,1] ([5] et
le lemme (5.9)). DΌύ une borne superieure γ0 pour e(μt), t e [0,1], Prenons
eλ = Inf {ε,ε(l)/F)}, ε(l) determine par le lemme (5.5). e(μt) est done majore
a priori par γ et du lemme (5.9), on deduit Γexistence de la solution sur tout
intervalle [0, T[. Le point b) est une consequence immediate du theoreme
(4.9). q.e.d.

Supposons pour terminer que la variete (M, g) possede la propriete suivante

(5.11) VP2(-r) < 1 .

P2 etant le polynόme du lemme (4.5).
(5.12) Theoreme. Si (M,g) verifte la condition (5.11), on peut trouver un

reel e2 > 0 tel que si la condition

Re (/) < e2

est verifiee, alors les conclusions du theoreme (5.10) sont vraies et μ^ est une

application constante.
Demonstration, on a E(μt) < V \\e(μt)\\LOO{M). Du lemme (4.5) on deduit
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e(μt+ι) < Ve(μt)P2[2(Rγ — r)]. Considerons un reel ε > 0 tel que VP2( — r) <

1 — ε. Appliquons le principe du maximum a Γequation (5.2) [5]. On peut

trouver ε' tel que si Re (/) < ε', alors e(μt+u) < (1 + ε)e(μt), yu <= [ί, ί + 1].

Pour tout γ < γ0, γ0 assez petit: RγQ < ε"\ on a VP2[2(Rγ — r)] < 1 — e.

On en deduit

(5.13) e(μt+1) < (1 - ε)e(μt) ,

pourvu que i?(l + ε)e(μt) < ε". Posons e2 = Inf {ε', ε '7(l + ε)}. On deduit de

(5.13) que e(μt) est majoree par une fonction decroissante φ du parametre,

lim φ(t) = 0. On a done C°-lim e(μt) = 0. q.e.d.

Les theoremes (1.3) et (1.4) sont des corollaires immediats des theoremes

(5.10) et (5.12)
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