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PARALLELISMES

PAULETTE LIBERMANN

A S. S. Chern & D. C. Spencer pour leurs όOίeme anniversaires

Introduction

Dans cet article, nous reprenons les resultats obtenus dans des articles
anterieurs [26], [27] concernant le parallelisme et le parallelisme fibre (appele
"presque parallelisme" dans ces articles), en introduisant la notion de "con-
nexion partielle" (et en particulier de foncteur-connexion partielle); a une
connexion partielle (qui, etant donnee une surmersion (ξ,X,π), releve une
sous-variete ξ' de ξ dans Γespace J£ des elements de contact de ξ trans vers-
aux aux fibres) on associe sa deviation (dont la nullite exprime qu'on a une
connexion sur ξ) et sa courbure (obstacle a la pseudointegrabilite). Cette situa-
tion intervient frequemment en Geometrie Difϊerentielle (par exemple une con-
nexion sur un fibre principal n'induit pas toujours une connexion sur un sous-
fibre principal) nous montrons que les connexions de Car tan au sens de C.
Ehresmann [5] ainsi que le parallelisme fibre associe a une surmersion (E, M, π)
sont des connexions partielles.

Les deux premiers sections resument les resultats de [25] et [27] concernant
la theorie des prolongements des varietes et des groupoϊdes difϊerentiables in-
troduite par C. Ehresmann. Ensuite nous formulons certaines idees de M.
Lazard [20] concernant le parallelisme en termes de jets et de groupoϊdes dif-
ferentiables en particulier Γintegrabilite d'un parallelisme est equivalente a
celle d'un foncteur-connexion.

Apres avoir defini les connexions partielles, nous etudions le parallelisme de
Carίan: toute connexion de Cartan sur un fibre principal definit un parallelisme
d'un type particulier [5] nous montrons que reciproquement tout parallelisme
de Cartan est induit par une connexion de Cartan nous montrons egalement
en utilisant les resultats de [5] que toute connexion de Cartan integrable au
sens de C. Ehresmann induit un parallelisme integrable et nous generalisons
un resultat de S. Kobayashi [16]. Nous etudions ensuite les parallelismes de
Cartan de type rέducίif par utilisation du theoreme de Frobenius, nous retrou-
vons (en les etendant au cas Banachique) certains resultats de A. Lichnerowicz
[28], Kobayashi-Nomizu [17], concernant les espaces localement reductifs.

La consideration des deplacements infinitesimaux des groupoϊdes associes
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aux fibres principaux [5], [7] conduit a la notion de parallelisme fibre qui gene-
ralise celle de fibration principale un parallelisme fibre sur une surmersion
(E, M, π) etant un isomorphisme de TE sur TieάE x M E (oύ T r e dE —> M est un
fibre vectoriel), si ce parallelisme fibre est pseudo-integrable, alors le faisceau
Γ r e d E des germes de sections de TτeάE est un faisceau d'algebres de Lie; si,
de plus, les champs invariants sont projetables, le parallelisme fibre est inte-
grable (ce qui correspond a une connexion integrable) et Γon obtient pour T r e d

E un algέbroϊde de Lie au sens de J. Pradines. Si le parallelisme fibre est inte-
grable et si le faisceau TreάE est isomorphe a TreάP (oύ P est un fibre prin-
cipal), alors E est localement isomorphe a P. Cet isomorphisme est global
quand les "translations" du parallelisme fibre sont definies sur E tout entier.
Pour terminer, nous demontrer qu'un parallelisme fibre sur (E, M, π) induit un
parallelisme fibre pour les prolongements ($% E, M, πq).

Si Γon considere une famille tfλ: ξ' —> ]xζ de connexions partielles, en im-
posant a ^ ( f θ d'appartenir a une sous-variete de Jxξ, on pourrait definir une
tenseur de structure (ce que Γon fait pour les connexions principales). Ceci
peut egalement s'etendre a Γordre superieur: aux structures infinitesimales de
type fini (definies localement par des systemes de Mayer-Lie [7], [22]), corre-
spond un parallelisme (on est amene au theoreme de Frobenius d*ordre sup-
erieur [25], [30]).

1. Definitions et notations

Pour tout couple (A,B) d'espaces de Banach, on designera par: L(A,B)
(resp. L\A B)) Γespace des applications lineaires (resp. bilineaires) continues
de A (resp. A X A) dans B; L2

a(A; B) C L2(A; B) Γespace des applications
alternees; L%(A; B) Γespace des applications symetriques. De meme Isom A
est Γensemble des isomorphismes de A.

Si (E, M, π) et (E\ M, π') sont des fibres vectoriels, on definir a les espaces
vectoriels (de base M):

LM(E,F)=

xζ.M

oύ Ex et Fx sont les fibres π~ι(x) et π'~ι(x).
Toutes les varietes seront supposees reelles, differentiables (c'est-a-dire) de

classe C°°) bien que certains resultats soient valables avec des conditions plus
faibles. Chaque variέίέ sera modelέe sur un espace de Banach {eventuellemenί
de dimension finie).

Pour toute variete M, on designera par TM et H(M) le fibre tangent et
Γespace des reperes.
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Nous designerons par groupe de Lie une variete G (de dimension finie ou
infinie) munie d'υne structure de groupe telle que les applications (x, y) -* xy
et x —> ΛΓ1 soient differentiables.

Une surmersion ("fibre manifold") (£, M, TΓ) est une submersion surjective
TΓ: E -^ M; une fibration est une surmersion localement triviale.

Etant donnees deux surmersions (E,M,π) et (£ ' ,M, TΓ'), la sous-variete de
E x £ ' , ensemble des couples (y, /) <ε E x E tels que π(y) = Tr'Cy') sera
designee par produit fibre £ XM E ou bien par fibre image reciproque π*E' de
£ ' par TΓ.

Le /z&re vertical VTE est Γensemble des vecteurs tangents aux fibres Ex =
π~1(x) de la surmersion (E, M, TΓ).

JqE est Γespace des g-jets des sections locales de (E,M,π). En particulier
JJE s'identifie a Γespace des sous-espaces vectoriels de TE qui sont trans-
versaux c'est-a-dire supplementaires topologiques des elements de VTE. On
demontre que la surmersion JXE —> E definit sur JγE une structure de fibre af-
fine attache au fibre vectoriel LE(π*TM, VTE).

Une connexion du premier ordre pour la surmersion (E, M, π) est un rele-
vement differentiate

C: E->J,E;

c'est done un operateur differentiel d'ordre 1. Cette connexion s'identifie a une
scission de la suite exacte de fibres vectoriels:

0 -> VTE -^TE-> π*TM -> 0 .

Si (E,M, π) est un fibre vectoriel, une connexion lineaire est, de plus, un
morphisme de fibres vectoriels. Si (P, M, π) est une fibration principale, une
connexion principale est une connexion dont les espaces horizontaux sont in-
variants par les translations a droite du groupe structural.

En raison du theoreme de Frobenius une connexion C: E —> JXE est intέ-
grable ou plate (c'est-a-dire pour tout y e E, il existe une section s: U a M -+ E
telle que s(7r(;y) = y et / ^ e C(E) pour tout JC e f/) si et seulement si Γ applica-
tion composee

prend ses valeurs dans J2E (cf. [25]) alors le germe de solution est unique.
Si M est connexe et si pour tout yQ e E la solution correspondante est definie

sur M, alors cette solution est unique et il existe une rέsolvante (cf. M. Lazard
[20]) c'est-a-dire une application differentiable 31 \ M X E —> E telle que cette
solution s'ecrive y = 3t(x, y0) = 3tvjix)9 avec 32yo(x0) = y0.

Pour toute connexion C: E -+ JXE, on demontre [25] (en utilisant le fait
que JJfi -> JJL est un fibre affine de base M) qu'il existe un relevement
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p:E-+VE%a{π*TM\VTE)

ou courbure de C dont la nullite est equivalente a Γintegrabilite de C.
Soit M une variete modelee sur un espace de Banach B pour tout espace

de Banach A, on designe par Tg

AM, Γensemble des #-jets de A dans M, de
source 0 (pour A — R et q = 1, on obtient le fibre tangent TM). Les #-vitesses
inversibles de T%M constituent le fibre principal Hq(M) des g-reperes de M.
Pour toute surmersion (E, M, π), on definit le sous-espace <g%E de Γ^E (appele
sous-espace des g-vitesses ίransverses aux fibres): (£%E est Γ image reciproque
de Hq(M) par la projection Tqπ: T%E -» Γ^M).

On demontre [25]:
Proposition 1.1. ^ | E e.s/ diβέomorphe au produit fibre JqE x M Hq (Toute

application σ: U d B—>E telle que /̂ o € ^ | E definit un diίϊeomorphisme φ =
πoσ si C/ est un voisinage suffisamment petit de 0 et s = σoφ~ι est une section
locale de E).

On demontre [25] que si (P, M, π) est une fibration principale, alors ^%P -*
M est une fibration principale de groupe structural T%(G) x L%, oύ L% est le
groupe structural de Hq(M).

La projection ^%P —> Hq(M) est un morphisme de fibres principaux. II est
a remarquer [25] que ^%P s'identifie a un sous-fibre principal de Γespace Hq(P)
des ^-reperes de P, tout element de ^%P determinant un <?-jet inversible de
B X TeG (oύ TeG est l'espace tangent a G e n e ) dans P.

Si τ\ est la projection Tq

AM -+M, on a les projections Tτq

A: ΓΓ^M -> TM,
τ: ΓΓ^M -> Tq

AM, TAτ: T^ΓM -> TAM. On demontre alors [26]:
Theoreme 1.1 (de Schwarz). II existe un diβέomorphisme canonique

tel que τ — TAτ o ψ^ et TτA = τq

AoψA. De plus pour la surmersion (E, M, π),
on a:

La demonstration utilise le lemme de Schwarz pour les espaces de Banach:
au moyen d'une carte locale, on demontre que tout element de TTAM ou de
TATM est le "jet partiel" (cf. [6]) d'une application R X A —> M.

On retrouve Γinvolution canonique TTM —> TTM.
Au moyen d'une application R x U (U ouvert de M) —• £ , on demontre de

meme [15]: il existe un isomorphisme de JqVTE sur VTJqE.

2. Groupoϊdes differentiables

Un groupoϊde φ est une categorie dont tous les morphismes sont inversibles
φ peut etre defini comme une classe d'elements (on supposera dans la suite que
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φ est un ensemble) muni d'une loi de composition partielle satisfaisant les
axiomes suivants:

1°) Tout f e φ admet une unite a droite unique a(f) et une unite a gauche
unique β(f), une unite etant un element e tel que eg = g et he = h toutes les
fois que ces composes sont definis.

2°) gf est defini si et seulement si a(g) = β(f).
3°) Si (hg)f est defini, il en est de meme de h(gf) et alors on a (hg)f — h(gf).
4°) Pour tout /, il existe /^(unique) tel que ff'1 = β(f), f~ιf = a(f).
Un groupoϊde ay ant une seule unite est un groupe.
L'ensemble M des unites de φ est la base de φ> On a les applications a: φ —>

M {source), β: 0 —> M (fenί) et α X /3: 0 —> M X M. Le groupoϊde est transitif
si (a X β) est surjectif.

Un groupoϊde diβerentiable φ est une variete diίϊerentiable munie d'une
structure de groupoϊde telle que:

1°) L'ensemble M des unites de φ est une sous-variete de φ.
2°) Les applications a et β sont des surmersions (elles sont done difϊerenti-

ables).
3°) La loi de composition (/, /') —» ff (definie sur le produit fibre des sur-

mersions a et β, done sur une sous-variete de M X M) est differentiable.
4°) L'application / —> j ~ ι est un diίϊeomorphisme de φ sur φ.
Exemples de groupoϊdes dίfferentiables. 1) Le produit M χ M ( o ύ M est

une variete) e'est un groupoϊde transitif dont les unites sont les elements de
la diagonale ΔM.

2) Si (E, M, π) est une surmersion, alors le produit fibre E χM E est un
groupoϊde intransitif.

3) Un groupoϊde tel que a = β est un groupoϊde somme de groupes (par
exemple un fibre vectoriel).

4) Un groupe de Lie.
5) Un groupoϊde de Lie φ est un groupoϊde tel que {a X β) soit une sur-

mersion de φ sur M x M, il est done transitif; on demontre qu'il est locale-
ment trivial.

L'image reciproque de la diagonale ΔM par a X β est un groupoϊde somme
de groupes on en deduit que pour toute unite x0, l'ensemble φXQ = a~Kx0) est
un fibre principal, de groupe structural (a X β)'1^)-

Inversement si (P, M, π) est une fibration principale, de groupe structural G
(ou G-fibration principale), l'ensemble des isomorphisme de fibres sur fibres
est un groupoϊde φ [5], qui sera appele groupoϊde associέ a P ; ce groupoϊde
peut etre defini come le quotient (P X P)/p oύ p est la relation d'equivalence:

(y,y) - (yg,y'g)vgζG.
Par exemple le groupoϊde Πq{M) des g-jets inversibles de M dans M

s'identifie au groupoϊde associe a Hq(M), espace des ^r-reperes sur M.
Si P est un group de Lie dont G est un sous-groupe-variete au sens de M.

Lazard [20], la base M etant Γespace homogene P/G, alors le groupoϊde as-



516 PAULETTE LIBERMANN

socie est diffeomorphe au produit P X P/G.
Une section inversible d'un groupoϊde differentiable quelconque φ est une a-

section U c M -> φ telle que Γ application U -> M definie par Λ: -> /&•(*) soit
un diffeomorphisme. L'ensemble des sections inversibles de φ est un pseudo-
groupe pour la multiplication suivante: (s, s') = / ' oύ s1" est la section x —>
y(jQ(jc))j(jc). Done l'ensemble 0(yϊ) (resp. 0(Q°) des germes (resp. des g-jets) de
sections inversibles de φ est un groupoϊde (φiq) est appele le qiέme prolongement
d&φ).

Si φ est le groupoϊdoϊde associe a un fibre principal P, on demontre [25]:
Proposition 2.1. II y a correspondance biunivoque entre automorphismes

locaux du fibre principal P eί sections locales inversibles du groupoϊde associe
φ. Par suite si Γ est le pseudogroupe des automorphismes locaux de P le
groupoϊde f\Γ) sΊdentifie au produit fibre P XMφ(λ) e t le groupoϊde fq(Γ)
au produit fibre P XMφ{q\

L'automorphisme local /: π~ι(Ό) -> P (e'est-a-dire Γapplication / telle que
f(yg) = f(y)g yy e π~\U), yg € G) correspond a la section U —> φ qui a tout x
associe la classe dans φ de (y, f(y)) oύ y est un element quelconque de la fibre
Px. Deux g-jets Yq et Y/q, elements de fq{Γ), de sources y et / definissent
le meme element de φiq) si et seulement si Γon a: / = yg(g e G), Yq = jqf,
Y'Q = j«gf9 e'est-a-dire encore Y/q est le jet compose Yq-jlgδg_1 (oύ δg_i est la
translation a droite z —* zg~ι). Meme propriete pour fλ(Γ).

Remarque. φ{q) est le groupoϊde associe au fibre principal ^%P.
Si φ et φf sont deux groupoϊdes difϊerentiables quelconques, un foncteur F:

φ^> φf est une application differentiable appliquant unite sur unite, tell que
Fiji) = Fif)F(g) toutes les fois que fg est definie.

Par exemple un repere mobile dans un espace homogene P/G peut etre defini
comme un foncteur F:VχV^>PχP/G (groupoϊde associe a P considere
comme fibre principal). Si G est le groupe SO(ri), P le groupe des deplace-
ments euclidiens de Rn, on retrouve la theorie du repere mobile usuelle.

On designera, (pour tout groupoϊde differentiable φ) par foncteur-connexion
un foncteur C: φ —> φω (on a bien une connexion puisque φ(ί) est contenu dans

hφ).
Pour tout groupoϊde differentiable φ, un deplacement infinitesimal est un

vecteur tangent a φ, appartenant a VaTφ (e'est-a-dire vertical pour la projec-
tion a et dont Γorigine est une unite de φ).

Si Γon designe par depl φ l'ensemble de tous les deplacements infinite-
simaux, on a le diagramme commutatif

depl φ > VaTφ

I
M i φ .

Toute section locale U C M —> depl^ definit sur β~ι(ZJ) un champ αr-vertical,
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invariant a droite le faisceau depl φ des germes de sections de depl φ est done
un faisceau d'algebres de Lie (e'est meme un algέbroϊde de Lie au sens de J.
Pradines [31]). Ainsi VaTφ est le produit fibre des applications depl φ —> M et
β: φ->M.

Si a = β, φ est une somme de groupes M est Γensemble des unites de ces
groupes et depl φ est un fibre en algebre de Lie. On a VTφ = depl φ XMφ.
Si φ est un fibre vectoriel, depl φ s'identifie a φ.

Si φ est le groupoϊde trivial M x M, depl φ s'identifie a Γ ensemble des
vecteurs verticaux pour la premiere projection, dont Γorigine appartient a la
diagonale ΔM on retrouve le point de vue developpe par B. Malgrange [29]
et D. Spencer [34] de meme si Γon a une surmersion (E, M, π), alors depl E
XME s'identifie a VTE.

Si φ est le groupoϊde associe a un fibre principal, il y a un diβέomorphisme
canonique de depl φ sur TP/G, espace des vecteurs tangents a P, mod. les
translations a droite de G: si Λ est Γapplication P X P —> φ = (P x P)/p,
Γimage reciproque par A de γ(I) (oύ γ\ I—>φ est un chemin tel que j\γ e depl φ)
est la classe (δ(0)G, δ(I)G) oύ δ est un chemin I ->P.

On posera depl P = TP/G et Γon a Γ P = depl P XMP. Dans le cas d'un
espace homogene P/G, on retrouve les deplacements infinitesimaux de la
theorie du repere mobile.

Remarque (cf. [25]). A tout morphisme de fibres principaux P —> P' cor-
respond un foncteur φ —> φ' pour les groupoϊdes associes en particulier, a un
relevement P —> ^BP correspond un foncteur connexion φ —> φω inversement
le foncteur connexion C: φ —> φω ne determine un relevement C : P —> ^ P
que si Γon se donne, en outre, le relevement d'un element quelconque y de
P.

3. Remarques sur le parallelisme

Nous allons formuler en termes de groupoϊdes difϊerentiables et de foncteurs-
connexions certaines idees de M. Lazard [20] concernant le parallelisme.

Soit M une variete diflerentiable modelee sur un espace de Banach B. Un
parallelisme sur M peut etre defini par la donnee d'un espace de Banach T r e dM
(isomorphe a B) et d'un difϊeomorphisme

ω: M X Γ r e d M - > Γ M

tel que pour tout x e M, Γapplication ωx definie par ωx(ύ) — ω(x, u) est un
isomorphisme de TTdάM sur TXM.

Pour toute application diίϊerentiable /: U C M —> M, on definit [20] sa
diβέrentielle rέduiίe DτJ: U -> L(Γ r e dM, ΓredM) par DvJ(x) = ω~f\x) o Γ J o ω ; r .

Un champs de vecteurs X sur M est dit invariant si "son expression reduite"
p^ω^oX: M-^ TτeάM (oύ px est la projection Γ r e dM x M - > T r e d M ) est
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En realite TτedM n'est defini qu'a un isomorphisme pres, alors que la notion
de champ invariant est independant du choix de TτedM. De meme pour tout
couple (x, x') € M X M, Γisomorphisme ωx, o ω'1 de TXM sur TX,M est inde-
pendant du choix de TτedE cet isomorphisme s'identifie a un 1-jet inversible,
de source x, but x'', de M dans M. On verifie que Γapplication c€\ M x M —>
Πι(M) (ensemble des 1-jets inversibles de M) est un foncteur-connexion. D'oύ

Proposiίition 3.1. Un parallέlίsme ω dέfinit un foncteur-connexion

<g\ M x M-+ΠKM)

oύ Πι(M) est le groupoϊde des 1-jets de diβέomorphίsmes locaux de M.
Definition 3.1. On designera par translation du parallelisme une solution

du systeme differentiel ^ , c'est-a-dire un difϊeomorphisme local /: U C M —»
M tel que f J = tf(x, f(x)) pour tout xe U (c'est-a-dire Dΐeάf(x) = idTΐeάM).

Le pseudogroupe Δ des translations est un pseudogroupe de type fini.
Definition 3.2. Le parallelisme ω est dit intέgrable si la connexion ^ est

integrable c'est-a-dire encore si le pseudogroupe des translations est transitif
sur M.

Dans ce cas, y(x, xf) e M x M, il existe une translation de source x, but xf

et son germe est unique, done le groupoϊde f\Δ) des germes de translations
est έtalέ sur M x M.

Remarquons que M. Lazard a demontre que si M est connexe et admet un
parallelisme integrable tel que les translations soient globales, alors le choix
d'un point x0 € M definit sur M une structure de groupe de Lie.

Soit un foncteur-connexion %> (non necessairement integrable) il releve tout
champ de vecteurs X tangent a M, en un champ Y = tf(X), tangent a M x M,
horizontal relativement a cette connexion Y est defini par

Yix,*) = (X(x),ωx.oω?X(x))

(e'est Γextension de X au sens de M. Lazard). On a immediatement:
Proposition 3.2. Un champ X sur M est invariant si et seulement son

relevement naturel M x M —> TM x TM defini par (JC, xf) —> (X(x)9 X(x?)) est
horizontal pour la connexion Ή.

Du theoreme de Frobenius, on deduit [20]:
Proposition 3.3. Le parallelisme ω est intέgrable si et seulement si le

crochet de deux champs invariants est invariant.
On a alors une structure d'algebre de Lie dans T r e dM.
Le parallelisme sera dit proprement integrable si TτedM est isomorphe a Γal-

gebre de Lie d'un groupe de Lie (condition toujours realisee en dimension
finie).

La courbure de la connexion ̂ : M x M —> Π\M), obstacle a Γintegrabilite
est d'apres § 1 une application M x M —• L2

MxMia(TM; TM), qui a (x,x')



PARALLELISMES 519

associe un element de L\(TXM TX,M) au moyen du parallelisme ω, on en
deduit la courbure reduite:

M X M -* Ll(TΐQdM; T r e dM), qui n'est autre que le "Frobenius reduit" au
sens de M. Lazard de Γapplication idr r e d^. Ce "Frobenius reduit" est encore
Γapplication (x, x') -+ cro(x) — croU7), oύ cro est Γapplication M -+
LllTΐedM; TredM) definie par la condition: si A et B sont les elements de
TΐedM, alors cro(x). (A, B) est Γexpression reduite en x du champ de vecteurs
[X, Y], oύ X et Y sont les champs de vecteurs d'expressions reduites A et B.

Exemples. 1) Les parallelismes d'un groupe de Lie definis par la trans-
lation a droite et les translations a gauche sont integrables.

2) Le parallelisme defini sur la sphere S7 par les octaves de Cayley n'est
pas integrable.

4

3) De meme la quadratique Q7, sous-variete de i?8, definie par Σix1)2 —
ί = l

8

Σ(xj)2 = 1, est muni d'un parallelisme non integrable, deίini au moyen des
i=5

"octaves de Cayley de deuxieme espece" [22] (Γalgebre de ces octaves admet
comme groupe d'automorphismes le groupe simple G'2, forme reelle non com-
pacte du groupe complexe dont le groupe exceptionnel G2 est la forme com-
pacte) d'autre part Q7 etant diffeomorphe a 53 X R\ admet une structure de
groupe.

4) D'apres un theoreme de Kuiper, si A est un espace de Hubert de dimen-
sion infinie le groupe lsom(A) est contractile on en deduit [3] que toute variete
diίϊerentiable paracompacte modelee sur un espace de Hubert separable de
dimension infinie est parallelisable.

Remarquons que le parallelisme ω sur M induit une section dans Γespace des
reperes H{M), d'oύ une connexion a courbure nulle dans H(M) les trajectoires
des champs invariants sont les geodesiques de cette connexion [35].

4. Connexions partielles

Soit une surmersion (ξ, X, π) et soit ξ' une sous-variete non ouverte de ξ
si la restriction π' de π a ξf est une surmersion, ξ sera appelee π-sous-variέte
de ζ ("fibered submanifold" au sens de H. Goldschmidt [15]). Alors VTξ' =
Ker πf est un sous-fibre vectoriel (de base fθ de i*VTξ (oύ i est Γ injection

r-f).
Definition 4.1. Une connexion parίielle associee au couple (?, ξ') est un

relevement difϊerentiable

Toute connexion ξ —> Jλξ induit sur ξf une connexion partielle mais toute
connexion partielle ne se prolonge pas necessairement en une connexion sur ξ.

Definition 4.2. La connexion partielle sera dite adapίee si elle releve ξ'
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dans J^' (c'est-a-dire si C est une connexion sur ξ').
Soit N(ζ') = i*Tξ/Tξ' le fibre normal a ξ' et q la projection i*Tξ -* N(ξ').

En considerant, pour tout y e ξ', C(y) comme un element de L(TX,{V)X, Tyξ),
on definit la deviation de C; c'est Γapplication

telle que ®(y) = q(y) o C(y).
Par definition on a:
Proposition 4.1. £/πe connexion partielle est adaptέe si et seulement si sa

deviation est nulle.
Definition 4.3. Une connexion partielle sera dite transversale (resp. stricte-

ment transversale, inadaptέe) en y si la deviation Q)(y) est surjective directe
(resp. bijective, injective directe). La connexion partielle sera dite transversale,
strictement transversale ou indaptee, si cette propriete a lieu en tout y e ξ'.

Soit Jfy Γimage par C(y) de Tπ,iy)x. Alors les proprietes suivantes
l ) jPy C Tyξ,

2) JPV + Tvξ' = Tyξ,
3) J^y © Tyξ

f = Tyξ (en dimension finie dim ξ — dim ξ' = dim M),
4) 3tfy Π Tyξ' = 0 (en dimension finie dim ξ — dim ξ' > dim M)

sont respectivement equivalentes a: C est adaptee, transversale, strictement
transversale, inadaptee en y.

J^y sera dit element de contact horizontal.
Une pseudosolution d'une connexion partielle C: f' —* z*/^ est une section

locale ^: U a M —* ξ dont le but a une intersection non vide avec ξr et telle
que pour tout x € s~\ξr), on a )\s e C(s(x)). Si la connexion partielle est trans-
versale (ou strictement transversale), alors une pseudosolution est transversale
(ou strictement transversale) a ξ'; dans ce cas s^iξ') est une sous-variete de
M (de dimension 0 si C est strictement transversale).

Une connexion partielle sera dite pseudo-intέgrable si pour tout couple de
champs de vecteurs locaux tangents a ξ et dont la restriction a ξ' est horizont-
ale, le crochet possede la meme propriete. Ainsi la restriction a ξ' d'une con-
nexion integrable sur ξ est pseudo-integrable. On peut ainsi definir la pseudo-
courbure d'une connexion partielle, obstacle a la pseudo-integrabilite c'est
une application:

Remarque. On peut egalement definir la pseudotorsion τ d'une connexion
partielle (nulle quand celle-ci est adaptee); c'est Γapplication τ: ξ'-+
Lξ,(π'*TX,i*VTξ)ILξ,(π'*TX,VTξf), obtenue de la maniere suivante: pour
tout z e (ΛfOy, on a C(y) - ze L(Tπ,iy)X, VTyξ) si z' e (J£')y, alors z - zf e
L(Tπ,{y)X, VTyξ'\ et dans L(Tπ,(y)X, VTyξ)/UTπ,(y)X, F Γ , f ) la classe τ(y)
de C(v) — z est independante du choix de z.
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Parmi les connexions partielles, on definit les connexions partielles princi-
pales definies sur un G-sous-fibre principal P d'un fibre principal & (connexions
partielles invariantes par les translations a droite du groupe G) elles se pro-
longent en connexions principales sur 2P. La pseudocourbure d'une connexion
partielle principale est la restriction a P de la courbure de la connexion prin-
cipale qui la prolonge. On definit de meme des joncteurs-connexions partielles
dont nous verrons des exemples ulterieurement.

Exemples de connexions partielles principales. 1°) Soit la fibratiori prin-
cipale (H, M, π) oύ H est Γespace des reperes de M (variete modelee sur
Γespace de Banach B) on considere un G-sous-fibre-principal HG de H (c'est-
a-dire une G-structure), oύ G a pour algebre de Lie g.

Si Γon se donne une connexion symetrique sur H, elle induit sur HG une
connexion partielle dont la pseudotorsion est une application τ: HG —>
LHβ(π'TM,i*VTH)/LHO(7c'TM9i*VTHG)'9 comme VTH est diffeomorphe a
H X L(B, B) et VTHG diffeomorphe a HG x g, on peut definir une pseudotor-
sion reduite sur HG c'est une application τ ' : HG —> L2(B B)/L(B, g).

Si Γon considere Γensemble des connexions symetriques sur H, on definit le
tenseur de structure de HG au sens de C. Ehresmann; c'est une application
HG -> L2

S(B,B)\L2(B; B)/L(B,g), dont la nullite exprime que HG admet une
connexion symetrique.

On peut definir de meme un tenseur de structure d'ordre superieur (cf. [21],
[24], [25]).

2°) Connexions de Cartan (cf. [5]). Soit un ^-fibre principal (^, M, π) et
soit (P, M, π') un G-sous-fibre principal. La notion de connexion de Cartan
introduite par C. Ehresmann est equivalente a la suivante: une forme θ de
connexion de Cartan est une forme sur P a valeurs dans Te^ telle que

1) θ est la restriction a P d'une forme de connexion θ sur ^ ,
2) pour tout y € P, la restriction θy de θ a TyP est un isomorphisme de

TyPsmTe&.
Une connexion de Cartan sur P est done une connexion partielle; comme

pour tout y e &*, le noyau de θy est Γespace horizontal 3fy, alors si y e P, on
a: TVP®M?V = Ty0>, d 'oύ:

Theoreme 4.1. Une connexion de Cartan est une connexion partielle prin-
cipale strictement transversale cf. [36].

La courbure d'une connexion de Cartan θ sur P introduite dans [5] est la re-
striction a P de la courbure de la connexion principale θ: c'est done la pseu-
docourbure de la connexion partielle.

Notons qu'on a un isomorphisme de TyP sur VTy&.
Les connexions de Cartan au sens large introduites par C. Ehresmann [5]

en remplaςant dans la condition 2°) Γisomorphisme par une application in-
jective sont des connexions partielles inadaptees.

Une forme de connexion de Cartan definit un isomorphisme de TP sur
P x Te&, d'oύ un parallelisme sur P [5]. Dans le cas d'une connexion de
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Cartan au sens large, on a encore un parallelisme sur P, deίini par un isomor-
phisme de TP sur P x A, oύ A est un sous-espace vectoriel de Te&.

5. Parallelisme de Cartan sur les fibres principaux

On dira qu'une surmersion (E,M,π) admet un parallelisme vertical s'il
existe un espace de Banach VTΐedE et un isomorphisme. ώ: VTτedE X E -+
VTE. On a la notion de champs verticaux invariants.

Une G-ίibration principale (P, M, π) admet un parallelisme vertical canoni-
que [5] c'est Γapplication ώ: TeG X P -> VTP definie par

ώ(u, y) = Teφy(ύ) yu G TeG , yy <= P ,

(oύ φy: G -> P est definie par φy(g) = φ(y9 g) = yg).
On sait [5] qu'a la translation δg = <pg, correspond au moyen de ce paral-

lelisme, Γisomorphisme Ad (g"1) de TeG dans TeG. Les champs invariants sont
les champs fondamentaux [17] a chacun de ces champs correspond un groupe
a un parametre de translations a droite δg du groupe G.

Soit Γ le pseudogroupe des automorphisme locaux de P (cf. § 2) tout / e Γ
laisse invariant tout champ fundamental et λ € Π\P) (groupoϊde des 1-jets in-
versibles de P dans P) appartient a fι(Γ) si et seulement s'il verifie la pro-
priete suivante: λ (considere comme isomorphisme de TyP sur Ty,P) trans-
forme tout Yy e VTyP en Yy, € VTy,P tel que Yy et Yy. appartiennent au
meme champ fondamental.

Soit φ le groupoϊde associe a P et φω son premier prolongement (cf. § 2).
Theoreme 5.1. Si le groupoίάe associe φ a un G-fibre principal P admet

un foncteur connexion (€\ φ —> φω, alors <$ determine sur P un parallelisme
ω: A X P-^TP tel que

1 °) TeG est un sous-espace vectoriel direct de A et la restriction de ω a
TeG X P est le parallelisme vertical canonique,

2°) pour tout g e G, la differentielle rέduite Dieά δg est constante {dέfinis-
sant ainsi une action de G sur A telle que la restriction de Dreά δg a TeG
sΊdentifie a Aάig'1).

Inversement tout parallelisme sur P verifiant les conditions 1°) et 2°) est
induit par un foncteur connexion φ —> φω.

Preuve. La condition 1°) est, d'apres les remarques anterieures, equi-
valente a:

10 Le relevement C: P X P —> Πι{P) induit par le parallelisme est a valeurs
dans fKΓ).

D'apres § 3, Dΐeάδg(y) = ωygoTyδgoωy (oύ ωy est Γisomorphisme de A sur
TyP induit par ω) la condition 2°) est done equivalente a:

20 v(y, y')eP X P, yg e G, ωy

x

g o Tvδg o ωy = ωy}g o Ty,δg o ωy, e'est-a-dire

oQ)ygoTyδg; cette condition exprime que si C(y,y') == ωy

jyf, alors C(yg,y'g) = i\gf. Le theoreme resulte alors de la proposition 2.1.
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Un parallelisme sur P verifiant les conditions du theoreme sera appele paral-
lέlisme de Cartan car le parallelisme associe a une connexion de Cartan en
est un cas particulier (dans ce cas P est un sous-fibre principal d'un ^-fibre
principal tel que Te& s'identifie a A comme espace vectoriel).

Propriete. Les translations (au sens de § 3) d'un parallelisme de Cartan
appartiennent au pseudogroupe Γ: elles sont definies dans des ouverts satures
de P et se projettent suivant des difϊeomorphismes locaux de M.

Exemple 1. Si P est un groupe, le parallelisme sur P associe aux trans-
lations a gauche de ce groupe definit une connexion de Cartan [5] cette con-
nexion de Cartan correspond au relevement canonique φ —> φω defini de la
maniere suivante:

φ est difϊeomorphe au produit P/G X P (cf. § 2) et φ s'identifie au sous-
groupoϊde de φω, forme des 1-jets des sections de φ definies par les graphes
des applications constantes de P/G dans P.

Exemple 2. La sphere S7 admet un parallelisme defini au moyen des octaves
de Cayley.

On verifie que ce parallelisme est un parallelisme de Cartan pour la SU2-
fibration principale de S7, de base 54 et pour la fibration principale de S7, de
base F3(C), de fibre 5X.

Remarque. D'apres § 2, le groupoϊde φ{1) est associe au fibre principal
^BP par suite un parallelisme de Cartan φ —» φ(1) definit, un element de %?BP
etant choisi, un morphisme de fibres principaux P —> ̂ BP et par suite (comme
d'apres § 1, il existe un morphisme canonique ^BP —> H(M)) un morphisme
de fibres principaux P —> H(M)). On retrouve ainsi un resultat de [5]. D'ailleurs
d'apres § 1, ^BP s'identifie a un sous-fibre de H(P) et Γon a un isomorphisme
de TeG X B sur A, mais, en general, DτeCβg ne laisse pas B invariant.

Par contre G opere sur A\ΊeG\ soit alors G' le produit semi-direct G X
(A/TeG) et Pr le fibre principal P X GG obtenu par extension du groupe struc-
tural G a f f . Le choix d'un supplemental topologique de TeG dans A definit
un isomorphisme de ΊeG' = TeG X (A/TeG) sur A et Γon obtient une con-
nexion de Cartan, d'oύ:

Theoreme 5.2 Tout parallelisme de Cartan est induit par une connexion
de Cartan.

Soit Ef le fibre vectoriel associe a P', de fibre type A/TeG. II existe un iso-
morphisme de Er sur TM defini de la maniere suivante: pour tout y € P, Γap-
plication Tyπ°ωy s'annul ant sur TeG definit par passage au quotient un iso-
morphisme fy de A/TeG sur Tπiy)M. On obtient ainsi une interpretation du
morphisme de P dans H(M) induit par un parallelisme de Cartan. Le fibre
vectoriel Er est soude a sa base M au sens de [5].

Remarque. Si Γon part d'une connexion de Cartan sur P obtenue a partir
d'une connexion partielle strictement transversale dans un ^-fibre principal &>
le fibre principal Pf considere dans la demonstration du theoreme ne coincide
pas en general avec ^ . Soit ξ (M, F,^,^) le fibre associe a ^ , de fibre type
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F = 0 / G ; il est soude a M d'oύ une section s: M -> ξ (cf. [5]). Le fibre
vectoriel Ef associe a Pf s'identiίie a Γespace s*VTξ des vecteurs tangents aux
fibres de ξ le long de s(M).

En utilisant la proposition 2.1 et le theoreme 5.1 on verifie que Γintέgra-
bilitέ d'un parallέlisme de Car tan au sens de § 3 est equivalente a V intέgrabilitέ
du joncteur-connexίon φ —» φω.

Proposition 5.1. Si une fibration principale admet un parallέlisme de
Cartan, alors le crochet d'un champ fundamental et d'un champ invariant
quelconque est invariant.

En efϊet si Y est fondamental, il engendre un groupe a un parametre de
translations δg chaque δg ayant une difϊerentielle reduite constante transforme
un champ invariant en un champ invariant.

Done pour verifier Γintegrabilite, il suffit de considerer le crochet de tout
couple de champs invariants non fondamentaux.

Une connexion de Cartan sur P est dite intέgrable au sens de C. Ehresmann
[5] si elle est la restriction d'une connexion principale integrable.

Theoreme 5.3. Pour qu'un parallέlisme de Cartan ω soit intέgrable il faut
et il suffit quΊl soit induit par une connexion de Cartan intέgrable.

Preuve. Soit sur un G-fibre principal P une forme de connexion de Cartan
θ, restriction d'une forme de connexion θ sur un ^-fibre principal 0>. L'ap-
plication A: P x & -+ & definie par A(y,s) = ys'1 et telle que A(y,s) =
A(yg, sg) v g € G se prolonge en TA: TPχT&-> T0>. II resulte de Γetude faite
dans [5], que si Yye TyP et Zs e Tβ verifient θ{Yy) = Tss~KZs), alors
TA(Yy,Zs) est horizontal pour la connexion sur ^ d'autre part, on verifie
(en utilisant les proprietes des parallelismes de Cartan) que si Y et Z sont de
champs de vecteurs sur P et ^ , invariants pour les parallelismes respectifs sur
P et ^ et ayant meme expression reduite, alors le couple (Y, Z) est projetable
par A sur & (et definit done un champ horizontal sur 0s). Pour que la con-
nexion sur 0> soit integrable, il faut et il suffit que le parallelisme sur P X ^
soit integrable comme ^ est un groupe, il suffit que le parallelisme sur P soit
integrable.

Corollaire. Pour qu'un parallέlisme de Cartan soit intέgrable, il faut et il
suffit quΊl soit induit par une connexion de Cartan a courbure nulle.

Ce corollaire a ete demontre en dimension finie dans [161 dans un cas tres
particulier.

Remarque. Si une connexion de Cartan sur P est la restriction d'une con-
nexion integrable θ sur 0f

9 alors P est transverse au feuilletage horizontal defini
par cette connexion θ: d'apres la definition des connexions partielles stricte-
ment transversales, tout y e P admet un voisinage v dans 0* tel que la trace
dans v de toute feuille horizontale rencontre P ainsi que la fibre 0>

πiv) de 0> en
un point et un seul: d'oύ un diffeomorphisme local de P sur 0>

siy) done sur ^
(on retrouve le parallelisme integrable de P) la base est alors un espace locale-
ment homogene (cf. [5]).
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Si le groupe d'holonomie de la connexion est reduit a Γidentite, P admet
alors un parallelisme global.

6. Parallelismes de Cartan de type reductif

Etant donne un parallelisme de Cartan ω: A X P —> TP sur un G-fibre prin-
cipal (P,M,π), il n'existe pas necessairement sur P de connexion principale
compatible avec le parallelisme c'est-a-dire telle que y(y, y') € P X P, les ele-
ments de contact horizontaux £?v et 3PV, se deduisent Γun de Γautre par
Γisomorphisme ωv, o ω~λ.

Theoreme 6.1. E/απ/ donne sur P un parallelisme de Cartan ω: A X P —>
ΓP, powr gw'z'Z ejtwte wrce connexion principale sur P compatible avec le paral-
lelisme, il faut et il suffit quΊl existe un supplemental topologique Jί de TeG
dans A tel que Jί soit invariant par Dΐeύδg pour tout g € G. II y a correspon-
dance bijective entre supplementaires de TeG verifiant cette propriέtέ et con-
nexions principales compatibles avec ω.

En eίϊet si la connexion principale est compatible avec ω, Γimage de 2tfv

par a)"1 est independante de y e P. Inversement si Jί est invariant par Dτedδg,
ses images par les isomorphismes ωy definissent un champ d'elements de con-
tact horizontaux invariant par les translations δg.

Un parallelisme de Cartan verifiant les conditions du theoreme sera dit de
type reductif car ce theoreme generalise une propriete des espaces homogenes
reductifs (notre definition de type reductif est difϊerente de celle de J. Wolf
[35]). Dans ce cas les champs invariants dont Γexpression reduite est un ele-
ment de Jί sont horizontaux.

Exemples. 1°) A toute connexion lineaire sur M (modelee sur B) c'est-
a-dire a toute connexion principale sur Γespace des reperes H(M) est associee
une connexion de Cartan, restriction d'une connexion afnne on a G = LB =
Isom B et ^ = LB X B (produit semi-direct) les champs invariants horizont-
aux sont les champs basiques (leur expression reduite est un element de B).

2°) A toute connexion principale dans Γespace Hq(M) des repreres d'ordre
q, est associee de meme une connexion de Cartan sur Hq{M) car le groupe
structural L% (au moyen de la projection L% —> LB) opere sur B et ^ = L% X B.

De meme si Q est un sous-fibre principal de Hq(M), toute connexion prin-
cipale sur Q definit sur Q une connexion de Cartan. C'est le cas des structures
projectives et conformes.

Proposition. 6.1. Le morphίsme de fibres principaux P —> H(M) induit par
un parallelisme de Cartan ω, transforme, si ω est de type reductif, toute con-
nexion principale γ sur P compatible avec ω en une connexion lineaire f sur
M, les champs invariants horizontaux de γ etant transformέs en champs basi-
ques de f par suite les trajectoires des champs invariants horizontaux de γ se
projettent sur M suivant les gέodέsiques de f.

Preuve. Le morphisme χ: P —> H{M) determine par ω se projette suivant
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id^ done χ transforme γ en une connexion f sur H(M) et pour tout y e P,
Tyχ definit un isomorphisme de Γespace horizontal Jfy de TyP sur Γespace
horizontal 3^'%m de TzmH; done d'apres les hypotheses Dΐedχ(y) =
ωΊΰy) ° Tyχ ° ωy definit un isomorphisme de Jί sur 2? independant de y.

Dans le cas particulier oύ P est un groupe (P/G espace homogene reductif),
on retrouve les proprietes de la connexion lineaire canonique [17], [28].

En raison de la proposition 5.1, pour qu'un parallelisme de Cartan de type
reductif sur P soit integrable, il faut et il suffit que le crochet de tout couple
de champs invariants horizontaux (relativement a une connexion principale
compatible avec ω) soit invariant. D'apres § 3, il suffit done, pour une de-
composition A — ΎeG@Jί {Jί invariant par G) que la restriction a Jί de la
fonction crochet P —> L2

a(A A) soit constante.
Cette fonction se decompose en une fonction

P -> L\{Jί Jί)

(que Γon appelera torsion de la connexion principale γ definie par Jί) et une
fonction

P -> L\{Jί, TeG)

qui est la courbure de la connexion γ. On a done.
Proposition 6.2. Pour qu'un parallelisme de Cartan ω sur P, de type re-

ductif, soit integrable, il faut et il suffit que la courbure et la torsion de toute
connexion principale γ sur P, compatible avec ω soient constantes sur P.

Si P est un groupe, on retrouve une propriete connue. Remarquons que si
le parallelisme sur P est integrable, alors A = TeG 0 Jί est muni d'une struc-
ture d'algebre de Lie en general distincte de Γalgebre de Lie du produit semi-
direct TeG X Jί.

Cas particulier. Le parallelisme associe dans un sous-fibre principal HG de
H(M) a une connexion principale γ sur HG est integrable si et seulement si la
courbure et la torsion de γ sont constantes sur HG.

Definition 6.1. Une connexion principale γ sur H(M) sera dite de type l.r.
s'il existe un sous-fibre principal HG de H(M) (dit adaptέ a γ) tel que:

1°) γ induit une connexion principale γG sur HG,
2°) la courbure et la torsion de γG sont constantes sur HG.
Si γ est de type l.r., par tout h € H, passe un fibre adapte: soit s e LB tel

que h = hos oύ ho<ε HG; alors le sous-fibre HG, — HGs, de groupe structural
Ad 0)G est adapte.

Designons par St et F la courbure et la torsion d'une connexion γ sur H(M)
et par V la derivation covariante correspondante.

Proposition 6.3. Pour qu'une connexion γ soit de type l.r., // faut, et si M
est de dimension finie, il suffit que:

= 0 , V2Γ = 0 .
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En effet si Γon releve tout chemin de M en un chemin horizontal sur un
fibre adapte, les champs de tenseurs 0t et ?Γ sont invariants par parallelisme.

D'autre part si M est de dimension finie, le fibre d'holonomie passant par
tout h e H(M) (c'est-a-dire Γensemble des reperes qui peuvent etre joints a h
par une courbe differentiate par morceaux) est un sous-fibre principal de H(M)
(son groupe structural est un groupe de Lie comme sous-groupe connexe par
arcs de LB) tel que γ induise une connexion sur Q. Done Q est adapte si et
seulement si V01 = 0, VF = 0.

Dans le cas de la dimension infinie, e'est un probleme ouvert de savoir si
un sous-groupe connexe par arcs d'un groupe de Lie est un groupe de Lie.

Rappelons qu'un diffeomorphisme local /: U C M —>M est dit un auto-
morphisme local d'une connexion linέaire (ou transformation affine) si le rele-
vement f: π~ι(U) —> H de / dans H (defini par h —• f J. h oύ JC=TΓ(Λ)) verifie
la condition: Thf applique le sous-espace horizontal de ThH sur le sous-espace
horizontal de TfHh)H, pour tout h e π~\U).

Proposition 6.4. Un diffeomorphisme local de M est un automorphisme
d'une connexion linέaire γ si son relevement f dans H(M) est une translation
pour le parallelisme de Cartan associe a la connexion rέciproquement toute
translation est le relevement d'un automorphisme local de la connexion.

Preuve. le parallelisme defini par γ est un isomorphisme ω: H x (L(B, B) 0
B) -+ TH et definit un foncteur-connexion # : H x H -> / ! ( Γ ) (oύ Γ est le
pseudogroupe des automorphismes locaux du fibre principal H) la condition
imposee a f peut s'ecrire: Dΐeaf(h) = ω~fl{h) o Thfoωh induit Γidentite sur B;
de meme f, relevement de /, appartient a Γ et D^JKh) induit Γidentite sur
L(B,B). Inversement toute translation r est projetable suivant un diffeomor-
phisme / et comme ]\τ e ^(H X H), on a τ(h) = i\{h)f. h et τ est le releve-
ment de /.

Theoreme 6.2. Soil une varίete M, une connexion γ de type l.r. (induisant
sur le fibre HG une connexion a courbure et torsion constantes).

1) Λlors le crochet de deux champs invariants sur HG est invariant.
2) Pour tout couple (x, x') e M X M il existe un automorphisme local f

de la connexion γ tel que f(x) = x! si, de plus, on se donne f J e πG (groupoϊde
associe a HG), le germe d'automorphisme local est unique.

3) SΊl existe une variέte Mr (modelee sur un espace de Banach Bf iso-
morphe a B) admettant une connexion yf de type l.r. {de courbure 0t* et torsion
J~f) telle qu'un isomorphisme ψ de TXM dans T xM

r trans forme g%(x) et ?Γ{x)
en ^t'{x!) et &~'(xf), alors il existe aussi un diffeomorphisme f: U C M —>
Ur C M! (oύ U et U/ sont des voisinages de x e M et xr e MO, tel que )\f = φ,
transformant γ en γ'.

Preuve. 1) et 2) resultent des propositions 6.2. et 6.4; la propriete 3) resulte
du theoreme de Frobenius en effet soit HG, un sous-fibre principal de H{Mf)
adapte a f et passant par h! = φ-h (oύ h e HG) les hypotheses expriment que
la courbure et la torsion de γf en hr sont egales a celles de γ en h comme la
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courbure et la torsion sont const antes sur HG et HG, on en deduit un isomor-
phisme des structures d'algebres de Lie induites sur A et A par les parallelismes
integrables sur HG et HG, d'apres [20], le theoreme de Frobenius affirme
Γexistence d'un difϊeomorphisme local f de HG sur HG dont la differentielle
reduite est cet isomorphisme on verifie que f se projette suivant une trans-
formation affine / de γ dans f.

Definition 6.2. Une variete M sera dite localement reductive si elle admet
une connexion γ de type l.r. et un fibre principal adapte HG tels que la struc-
ture d'algebre de Lie h induite sur A = g(D B (oύgest Γalgebre de Lie de G)
soit isomorphe a Γalgebre de Lie d'un groupe de Lie.

En dimension finie, cette condition est realisee pour tout fibre adapte et Γon
retrouve les structures localement rέductives de A (Lichnerowicz [28]).

Si J f est un groupe simplement connexe admettant h comme algebre de Lie
( j f est defini a un isomorphisme pres [20]), et si ^ est le sous-groupe connexe
d'algebre de Lie g, alors Γespace JΊ?'/& est un espace homogene (car un dif-
feomorphisme local F: °U C HG —> %' c ^f, appliquant / z e f sur e, trans-
forme la trace sur °U de la fibre issue de A sur ^ Π ^ ' ^ est ainsi
localement ferme, done ferme dans £?) cet espace est reductif car Ad (G)B
C B.

Du theoreme 6.2, on deduit
Theoreme 6.3. One structure d'espace localement reductif est localement

equivalente a une structure d'espace homogene reductif.
Corollaire. Si M est de dimension finie, simplement connexe, et admet une

connexion complete definissant une structure d'espace localement reductif,
alors M est diβέomorphe a un espace homogene reductif.

Ce corollaire resulte d'un theoreme de C. Ehresmann [4] sur les espaces
localement homogenes.

Ces resultats, qui pourraient s'etendre a des connexions sur des reperes
d'ordre superieur, sont a rapprocher de ceux de la fin de § 5.

Remarque. Si le groupe structural G du fibre adapte HG contient les homo-
theties (en particulier si H(M) admet un parallelisme integrable), on peut
montrer, comme en dimension finie, qu'alors la courbure et la torsion sont
nulles: Γespace localement reductif est localement affine.

Dans ce paragraphe nous avons ainsi etendu au cas banachique certains re-
sultats dus a A. Lichnerowicz [28], Kobayashi-Nomizu [16], [17].

7. Sur le -parallelisme fibre" et le "parallelisme fibre vertical"

Nous avons remarque dans § 2, que pour un fibre principal (F, M, π) on
avait TP = depl P x M P et pour un groupoϊde φ, somme de groupes, on avait
VTφ = depl^ X ^ 0 . Nous allons etudier systematiquement ces situations.

Definition 7.1. On appellera "parallelisme fibre" (resp. "parallelisme fibre
vertical") associe a une surmersion (E, M, π) la donnee d'un fibre vectorieJ
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p: TΐedE — M (resp. p: VTΐedE — M)

et d'une application

β : T r e dE χME-^TE (resp. fl: FΓ r e dE x M E -> FΓE) ,

oύ Ω (resp. β) est un isomorphisme de fibres vectoriels de base E, se projetant
suivant iάE (d'apres § 1, VTE designe le fibre "vertical" tangent a E).

Les fibres vectoriels Γ redE et VTΐedE seront designes respectivement par fibre
tangent rέduit et fibre vertical tangent rέduit de E.

Pour tout y e E, on designera par Ωy Γisomorphisme d'espace de Banach
appliquant (TΐedE)x=π(y) sur TVE defini par

Ωy(u) = Ω(u,y) yue(TΐedE)x .

Definition analogue pour Ωy: (VTΐedE)x —• VTyE.
Remarques. 1°) Si M est reduite a un point le parallelisme fibre est un

parallelisme.
2°) Un parallelisme fibre vertical induit un parallelisme sur chaque fibre

de la surmersion (E, M, π).
3°) Un parallelisme fibre induit un "deplacement par parallelisme" le long

de chaque fibre de la surmersion (E, M, π).
Proposition 7.1. Un parallelisme sur E associe a toute surmersion (E, M, π)

un parallelisme fibre dont le fibre tangent rέduit est trivial, lnversement tout
parallelisme fibre sur E tel que TτedE soit trivial est induit par un parallelisme
sur E.

En efϊet si A est un espace de Banach, A X E s'identifie a (A X M) x M E,
d'oύ Γisomorphisme TE-»AχE-+(AχM) XME.

Corollaire. Si la surmersion (E, M, π) admet un parallelisme fibre Ω, alors
toute fibre π~\x) possede un voisinage ouvert π~ι(U) tel que π~\U) admette
un parallelisme ω induisant le parallelisme fibre Ω sur π~\U).

Ce parallelisme est, en efϊet, defini par un trivialisation φ: U X A-^
TiedE\U.

Propriete Un parallelisme vertical (cf. § 5) est un parallelisme fibre vertical
dont le fibre vertical reduit est trivial.

Remarque. Un parallelisme fibre (E, M, π, Ω) peut ne pas induire de paral-
lelisme sur les fibres. Par exemple si Ω est induit par un parallelisme ω sur E,
ω induit un parallelisme sur les fibres si et seulement si celles-ci sont des sous-
varietes totalement geodesiques de E (relativement a la connexion lineaire a
courbure nulle associee a ω).

4

Exemples. 1°) Soit la shere S3, definie par Σ(xO2 = 1 soit E la sous-
i = i

variete ouverte obtenue en supprimant les poles xA = ± 1 et soit π: E —>
]— 1, + 1[ defini par π(x\ ,x4) — x4; E est parallelisable mais les fibres,
isomorphes a S2, ne le sont pas.
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2°) Soit E un ouvert d'un espace de Banach A et π une fonction unmeri-
que sans points critiques sur E; si π n'est pas une fonction affine, les sous-
varietes de niveau de π n'admettent pas un parallelisme induit par les trans-
lations de A.

On est ainsi amene a la definition suivante:
Definition 7.2. Un parallelisme fibre (E, M, π, Ω) sera dit strict si la restric-

tion de Ω~ι a VTE definit un parallelisme vertical.
Si le parallelisme fibre est strict, Γespace fibre VTτedE est un sous-fibre

vectoriel de TτedE en efϊet pour tout y € E, Γisomorphisme Ω~Ύ applique VTyE
sur un sous-espace ferme direct de (TΐedE)x si Ω est strict, Γimage de VTyE
est independante de y e E pour tout x € M.

Remarque. Un parallelisme de Cartan sur un fibre principal induit un
parallelisme fibre strict.

Definition 7.3. Un champ de vecteurs Y defini sur E (ou sur un ouvert
π~ι(U) sera dit invariant relativement a un parallelisme fibre Ω (ou plus brieve-
ment fl-invariant) si pour tout couple (y, y') e E χM E (tel que y et / apparti-
ennent a la source de F ) o n a :

Proposition 7.2. II y a correspondance bijective entre champs de vecteurs
Ω-invariants et sections du fibre vectoriel p: TτedE —> M.

En effet le champ de vecteurs Y correspond a la section s: U —> T r e dE par
Y(y) = ΩyS(x), oux=π(y).

Si le crochet de deux champs β-invariants est β-invariant, le parallelisme
fibre Ω sera dit pseudo-intέgrable (definition qui sera justifiee en § 8) dans ce
cas le faisceau des germes de sections de Γ r e dE est un faisceau d'algέbres de
Lie c'est le cas du parallelisme fibre canonique d'un fibre principal (P, M, π).

Remarque. Si le parallelisme fibre Ω est induit par un parallelisme ω sur
E, les champs fl-invariants ne sont pas necessairement ω-invariants: si TτedE =
A X M, les champs β-invariants correspondent a des applications d'un ouvert
U C M dans A, les champs ω-invariants correspondent a des applications
constantes.

Le parallelisme peut etre integrable sans que le parallelisme fibre soit pseudo-
integrable et inversement.

On definit de meme, pour un parallelisme fibre vertical Ω, les champs vertic-
aux invariants: Us sont en correspondance bijective avec les sections du fibre
vectoriel p: VTτedE —> M. Si le crochet de deux champs invariants est invari-
ant, le parallelisme fibre vertical sera dit integrable: chaque fibre est munie
d'un parallelisme integrable et VTredE est un fibre en algebres de Lie.

Un groupoϊde differentiate, somme de groupes, admet un parallelisme
vertical integrable. Inversement A. Douady et M. Lazard [2] ont montre

Theoreme 7.1. Si VTτedE est un fibre en algebres de Lie de dimension
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finie, alors il existe un groupoϊde differentiable φ, somme de groupes sίmplemenί
connexes ίel que VTτedE soil isomorphe a depl φ.

8. Parallelismes fibres factorisables (ou projetables)

L'ensemble des parallelismes fibres de base M forme une categorie dont les
morphismes sont defϊnis de la f agon suivante: un morphisme /: E —» E' de la
categorie des surmersions de base M sera dit un morphisme de parallelismes
fibres (on p.f. morphisme) de (E,M,π,Ω) vers (E'\M,π'\Ωr) si Γapplication
suivante (appelee differentielle rέduite de /)

definie par Dτedf(y) = Ω'fw o f(y) o Ω est consίante sur chaque fibre. Si Γon
pose (Tτeάf)x — Dτedf(Ex), on a le diagramme commutatif

Tf
TE —-> TEf

TiedE —-=> TτedE'

si / et g sont des p.f. morphismes, alors fog est un p.f. morphisme et
Tΐed(fog) = Γ r e d /oΓ r e d g, ce qui justifie les definitions.

E n particulier un morphisme de fibres principaux est un p.f. morphisme.
Proposition 8.1. Un p.f. isomorphisme transforme tout champ de vecteurs

invariant en un champ de vecteurs invariant. Inversement un morphisme in-
versible de surmersions qui transforme tout champ Ω-invariant en un champ
Ω'-invariant est un p.f. isomorphisme.

En effet si / est un p.f. isomorphisme, Γisomorphisme Tτedf transforme toute
section de Tred£; en une section de TτedE'. Inversement on montre que Dΐedf doit
etre constant sur chaque fibre.

Si Γon considere en particulier le parallelisme fibre naturel TM = TM χM

M associe a la surmersion (M 5 M,id M ), on definit (pour un parallelisme fibre
Ω sur E)

Dΐedπ:E->LM(TΐedE,TM)

par

Dΐedπ(y) = TyπoΩy .

On en deduit Γapplication

^ r e d : E χME-^ LM(TΐedE, TM)

definie par
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^redO,/) = D^πiy) - Dΐeάπ(/) = TyπoΩy - Ty,πoΩr ,

que Γon designera par deviation rέduite de Ω (definition qui sera justifiee
dans § 9).

Definition 8.1. Un parallelisme fibre Ω sera dit jactorisable (ou projeίable)
si sa deviation reduite est nulle il sera dit transversal si pour tout couple (y, y')
tel que y Φ y;, &τed(y, yf) est une application surjective directe.

Le parallelisme fibre canonique d'une fibration principale est factorisable.
Proposition 8.2. Soίt (E, M, π, Ω) un parallelisme fibre. Alors les proprietes

suivantes sont έquivalentes:
1°) le parallelisme fibre est factorisable (ou projetable) (cy est-ά-dire

V(y,y')εEχME, TyπoΩy = Ty,πoΩr),
2°) Γapplication π est un p.f. morphisme,

3°) Γapplication TM: TE -+ TM peut etre factorisee en TE -> Γ r e dE — -̂>
TM (ou r est un morphisme surjectif direct de fibres vectoriels de base M),

4°) tout champ de vecteurs invariant est projetable.
Inequivalence de 1°, 2°, 3° resulte des definitions et du debut de § 8.
L'equivalence de 1° et 4° resulte du fait que TyπoΩy = Tv,πoΩy, entraine

Tyπ(Yy) = Ty,π(Yy,) pour tout champ invariant Y et inversement.
Ce sont les proprietes 3° et 4° qui justifient les termes "factorisable" et

"projetable".
Remarques. 1°) Un parallelisme fibre factorisable est strict.
Done une surmersion dont les fibres ne sont pas parallέlisables ne peut ad-

mettre de parallelisme factorisable (exemple 1 de § 7).
2°) Si un parallelisme fibre strict admet un parallelisme fibre transversal

alors pour tout couple (y,/)e£ χ M £ le noyau de la deviation reduite con-
tient (VTΐedE)π(yy

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que M admet des partitions C°°
de Γunite.

Proposition 8.3. Si une surmersion (E, M, π) admit un parallelisme fibre
factorisable, elle admet des connexions.

En eίϊet une connexion est une scission de la suite exacte de fibres vectoriels
de base M:

0 -> VTΐedE -* T r e dE -+ TM -> 0 .

Theoreme 8.1. Si une surmersion (E, M, π) admet a) un parallelisme
vertical, b) des connexions, alors elle admet un parallelisme fibre factorisable.
Si, de plus, la surmersion est une fibration alors a) entraine b).

En effet la connexion definit un isomorphisme de fibres vectoriels: TE —»
VTE@π*TM, d'oύ un isomorphisme TE -> 7r*(FTredE) 0 τr*ΓM, e'est-a-
dire un parallelisme fibre ω: π*TiedE -> TE avec TΐeάE = VTE 0 TM.

II reste a etudier le cas oύ Γon a une fibration et la condition a): alors
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tout JceM admet un voisinage distingue t/4 tel que π~ι{JJ^ soit difϊeomorphe
a Ui X Ft (oύ en raison de a), Ft est parallelisable) dans Όt X Ft on a la
connexion naturelle qui a z e /^ associe Γ2£/ί? d'oύ une connexion dans π~\Ό^.
D'autre part la surmersion β: JλE —• E admet une structure de fibre afϊine at-
tache au fibre vectoriel LE(π*TM, VTE), c'est-a-dire d'apres a) au fibre
π*LM(TM, VTτedE). On peut done au moyen d'une partition de l'unite
"recoller" les sections de JJL au dessus des ouverts π~ι(Ui) d'oύ une section
E -» JXE.

Corollaire. Si une surmersion (E, M, π) est une fίbration associέe a un fibre
principal, de groupe structural G et si la fibre type F du fibre E admet un
parallέlisme invariant par le groupe structural G, alors cette fibration est munie
d'un parallέlisme fibre factorisable.

En effet la trivialisation ^ ί / i X F - ^ π~\Ui) definit sur π~\U^ un paral-
lelisme vertical; dans π~\Ui Π £/,) le changement de trivialisation φjoφi

s'exprime par (x, z) —> (x, gij(x)z) avec gij(x) e G done les parallelismes verti-
caux induits par φt et φό se "recollent".

Exemples. 1°) On retrouve une propriete des fibres vectoriels.
2°) La fibration S15 —> S8 dont les fibres sont isomorphes a la sphere *S7.

9. Parallelismes fibres et connexions partielles

Soit / Γinjection du produit fibre E XME dans £ χ E e t soit Π\E) le
groupoϊde des 1-jets inversibles de E dans E.

Theoreme 9.1. Tout parallέlisme fibrέ (E, M, π, Ω) induit un joncteur-
connexion partielle

C:E χME^j*πι(E)

dont la deviation 2: E χM E -> LE(TE,π*TM) se dέduit de la dέviation
rέduite $ied:E XME^ LM(TτeiE, TM) de Ω par ®(y, yf) = ^ r e d ( v , / ) oΩ~\

On justifie ainsi la definition de § 8.
Corollaire. Le parallέlisme fibrέ Ω est projetable (resp. transversal) si la

connexion partielle est adaptέe (resp. transversale). Si Ω est projetable, alors C
prend ses valeurs dans le groupoϊde Θ\E) des 1-jets des sections inversibles du
groupόide E XME.

Remarque. Si le parallelisme Ω est strictement transversal, alors TTedE est
isomorphe a TM et E est diffeomorphe a M (e'est le cas du parallelisme fibre
naturel de (M, M, ΊάM)).

Dέmonstration du thέorέme 9.1. Le diffeomorphisme Ω : TΐeάE χME—>
TE induit une application

C:E χME-+ U Isom (TyE, TrE)
(y,y')ζ.ExME

definie par CO,/) = Ωv,oΩ~ι (cf. §7). Comme tout θzΠ\E), de source
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y — a(θ), de but yf = β(θ) s'identiίie a un element de Isom (TyE, Ty,E), le
groupoϊde U Isom (TyE, Ty,E) n'est autre que le groupoϊde j*Πι(E) =

(a X β)~ι(E XM E). Comme Γapplication y —» ωy de E dans LE(π*TΐedE, TE)
est differentiate, C est differentiate on verifie que c'est un foncteur.

Le fibre normal a la diagonal ΔMάzM x M (consideree comme sous-variete
de M x M) s'identifie a TM; Γapplication λ = π X π de E x E sur M x M
etant transversale a ΔM, son image reciproque E XME = λ~ι(ΔM) admet comme
fibre normal μ*TM (oύ μ est la restriction de λ a E χM E). On a:

T{y,yΊ(E XME)

= {(Yv, Yr) € TlViV.)eEXMEE X E; Tyπ(Yy) - Ty,π\Yr) = 0};

si Γon identifie M a JM, la projection q(y,y') de T(y>y,)ζEXME(E X E) sur
Γespace normal TXM (oύ x = μ(j>, ̂ 0) n'est autre que Γapplication Tyπ —
Ty,π. Si Γon considere la surmersion s: E χME-+E, Γisomorphisme Ωy, o Ω~ι

definit un 1-jet de section (id TyE,Ωr oβ- 1 ) e L(TyE, TyE x TV,E); d'apres
§ 4, la deviation $(y, yf) est Γapplication de TyE dans TXM definie par:

(Tyπ — Tv,π) o (id TyE, Ωy, o 42/) = (Jyπ — Ty,πoΩy, o Ω'1)

Les champs Ω-ίnvariants sont les champs horizontaux pour la connexion
partielle et le parallelisme fibre Ω est pseudo-intέgrable si la connexion partielle
est pseudo-integrable.

Dans le cas d'une G-fibration principale (P, M, π) on verifie que la deviation
reduite du parallelisme fibre canonique Ω est nulle pour tout g e G, on a, en
effet, 7 > - TygπoTyδg = 0; or Γ ^ = ΩygoΩ~\

Supposons que cette fibration principale admette un deuxieme parallelisme
fibre Ω la deviation reduite @ied(y, yg) de Ω est egale a:

Tygπ ° Tyδg °®y — Tygπ ° ®yg

— Tygπ ° ^2/^ ° iPyl ° Γy^β ° βy — id (J r e d P) π ( ? / ) )

- Ty^oΩy^φ^δgίy) - id(TΐedP)π(y)) ,

d'apres la definition de la differentielle reduite donnee en § 8.
Si Dΐedδg(y) ne laisse aucun vecteur non nul, alors Γapplication Dreύδg(y) —

id (TτedP)π(y) est injective (et meme bijective si P est de dimension finie) par
suite @red(y, yg) admet VTyE pour noyau. On en deduit

Proposition 9.1. Si le parallelisme fibre Ω sur P est induit par un paral-
lelisme de Cartan tel que pour tout g 6 G, Dreaδg ne laisse invariant aucun
vecteur non nul, alors les seuls champs Ω-invariants qui soient projetables sont
verticaux. Si de plus, P est de dimension finie, le parallelisme fibre est trans-
versal.
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Supposons qu'un fibre principal P (non necessairement de dimension finie)
admette une connexion de Cartan definissant un parallelisme fibre transversal
Ω si existe une translation τ du parallelisme (au sens de § 3), de source U,
appliquant y € U sur yg (c'est-a-dire si / = (id U, τ): U—>P X P est une pseudo-
solution au sens de § 4 de la connexion partielle definie par β) , alors d'apres
les proprietes de la transversalite, j~\P XMP) s'identifie a la trace sur un
voisinage de y de la fibre Pπiy) de P passant par y (c'est-a-dire si / iPπiy),
alors rMίP.J.

Dans le cas d'un espace homogene P/G (P groupe de Lie), les translations a
gauche du groupe G definissent un parallelisme de Cartan on a: Dieύβg =
Ad (g"1) et la condition dans la proposition 9.1 est equivalente a: G n'admet
aucun sous-groupe invariant dans P; on retrouve des resultats de A. Lich-
nerowicz [28].

Plus generalement, etant donne un feuilletage sur une variete E on pourrait
definir un parallelisme le long des feuilles par un relevement de S c E x E
(ensemble des couples (y, y') appartenant a une feuille) dans Πι(E), mais si
Γon veut que S soit une sous-variete de E x E et que Γapplication S —> E soit
une submersion, d'apres le critere de Godement [33], le feuilletage doit etre
regulier et Γon se retrouve dans le cas des fibres d'une surmersion.

10. Parallelismes fibres integrables

Un parallelisme fibre (E, M, π, Ω) sera dit integrable s'il est projeίable et si
la connexion C: E χME-> Θ\E) (groupoϊde des 1-jets des sections inversibles
de E XM E) definie par la connexion partielle adaptee (cf. § 9) est une con-
nexion integrable. Done un parallelisme fibre integrable est un parallelisme
fibre projetable et pseudo-integrable (cf. § 7), c'est-a-dire encore si Ω est pro-
jetable et si le crochet de deux champs invariants est un champ invariant.

Dans ce cas, le faisceau Γ r e d E des sections de TτeaE est un algέbroϊde de Lie
au sens de J. Pradines [31]: e'est un faisceau d'algebres de Lie et la projection
r: TΐeάE —> TM induit un homomorphisme d'algebres de Lie r; TreάE —» TM.
On a un algebroϊde de Lie d'un type particulier car le noyau VTΐedE de
q: Γ r e dE —> TM est un fibre en algέbres de Lie en efϊet si Ω est integrable, il
induit un parallelisme fibre vertical integrable (cf. § 7).

Le parallelisme fibre canonique d'une fibration principale est integrable et
Γon retrouve pour depl P et V depl P des resultats connus.

Si une fibration satisfait les conditions du corrollaire du theoreme 8.1 et si
la fibre type admet un parallelisme non integrable (par exemple la fibration 515

—» S8), alors le parallelisme fibre factorisable defini par ce corollaire n'est pas
integrable. Meme situation pour la fibration Qί5 -> Q8 (oύ β 1 5 et β 8 sont les
quadriques difϊeomorphes a S7 X R8 et S4 X I?4) definie au moyen des "octaves
de Cayley de deuxieme espece" [22] mais au moyen des difϊeomorphismes Qlb

-* SΊ X Rs et <28 -> SA X R\ on definit une fibration principale: (β 1 5 , Q8, π).
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Remarque. Etant donne un parallelisme fibre (E,M,π,Ω), Γobstacle a
Γintegrabilite est l'ensemble de la deviation rέduite (cf. § 8) et de la courbure
rέduite E-^ L2

M,a(TΐedE; TτedE) (la courbure est Γobstacle a la pseudo-integra-
bilite).

Si (E, M, π, Ω) et (E\ M, π\ Ωf) sont des parallelismes fibres integrables et
si / est un p.f. isomorphisme (cf. § 8), / transforme tout champ invariant en un
champ invariant Γred/ ίnduit alors un isomorphisme du faisceau Γ r e d £ sur le
faisceau TredE'. Reciproquement, on a

Theoreme 10.1. Soient (E,M,π,Ω) et (£' , M, π7, Ω') des parallelismes
fibres integrables. SΊl existe un isomorphisme de fibres vectoriels

p' j 1 j? > j* p

(se projetant suivant le diffeomorphisme F: M —> M) induisant sur les faisceaux
TredE et TredE' un isomorphisme d?algebres de Lie, alors pour tout couple
(y, Ϋ) e ξF ipύ ξF est le produit fibre des applications π' et Fo π), il existe un
p.f. isomorphisme local (de source un ouvert V = τt~ι(U) contenant y) tel que
f(y) = y' et (Tΐedf)x = Fx pour toutx e U.

Demonstration. La donnee de F definit un relevement de ξF dans Γespace
des 1 -jets de la surmersion ξF —» E, d'oύ une connexion sur ξF. Un couple de
champs de vecteurs (Y, Y7), oύ Y est β-invariant et Y7 est β7-invariant se releve
dans ξF suivant un champ de vecteurs horizontal; il resulte des hypotheses
que le crochet de deux champs horizontaux est un champ horizontal; le
theoreme de Frobenius permet de demontrer Γexistence de /.

Si un parallelisme fibre integrable (E, M, π, Ω) verifie les conditions du
theoreme 10.1 oύ Ωf est le parallelisme fibre canonique d'une fibration prin-
cipale, la surmersion (E,M, π) sera dite localement principale.

Un parallelisme fibre integrable ne definit pas necessairement une structure
de surmersion localement principale: une condition pour qu'il en soit ainsi est
que le fibre vectoriel VTτedE —> M soit aussi localement trivial quand on le
considere comme fibre en algebres de Lie. Si la dimension des fibres est
infinie, cette condition n'est pas suίfisante puisqu'il existe des algebres de Lie
non isomorphes a Γalgebre de Lie d'un groupe.

Quand E est de dimension finie, J. Pradines [31] a montre que tout alge-
broϊde de Lie est isomorphe a Γalgebroϊde depl φ d'un groupoϊde α-simple-
ment connexe, mais ce groupoϊde φ n'est pas necessairement de Lie. Si V depl φ
est localement trivial au sens precedent, alors (cf. A. Kumpera [18]), φ est
localement trivial et les fibres a~ι(x) sont des fibres principaux.

Pour tout parallelisme fibre integrable (β,M9π,Ω)9 d'apres le theoreme de
Frobenius, V(v,/) e E χM E, il existe une translation locale, c'est-a-dire un
diffeomorphisme τΨv de source U c E, telle que τy,v(y) = / , )\τy,y = Ωy,oΩyl

pour tout z € U. L'ensemble 2 des translations constitue un pseudo-groupe
de type fini (l'ensemble JλΣ des germes de translations est etale sur E XME)
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se projetant sur le pseudogroupe des applications identiques des ouverts de
M. L'ensemble Γ de tous les p.f. automorphismes locaux / de E constitue un
pseudo-groupe contenant J] pour tout / ζ f , nous avons vu que Tτeάf definit
un automorphisme du faisceau TreάE et Γ se projette suivant un pseudo-groupe
Γ r e dΓ (ensemble de tous les Γred/) de base M. Tout jλf <= JλL, possede la pro-
priete: y(y, yf) € E XM E (oύ y et yf appartiennent a la source de /),

\ι*h\\τvv> = fazz>°i*yf avec z = f(y), z! = /(/) .

Done dans le cas d'une fibration principale, Γ contient les automorphismes
locaux de cette fibration principale.

Nous dirons que le parallelisme fibre est globalemenί inίέgrable si les trans-
lations ont pour source E. Alors les translations forment un groupe:

Theoreme 10.2. Si un parallelisme fibre sur une surmersion (E, M, π) (telle
que E et les fibres soienί connexes) est globalement integrable, alors la sur-
mersion est une G-fibration principale (oύ G est le groupe des translations).

Demonstration (inspiree de [20]). II resulte des hypotheses de connexite que
pour tout (y, y') e E XM E, il existe une translation globale τy,y et une seule,
et Γon a τy,,y. °τy,y = τy,,v et τyy = \άE, d'oύune structure de groupe sur G;
si Γon se fixe yQ e E, il y a bijection entre G et la fibre EXo passant par y0 et
entre G et le groupe GXo des restrictions a EXo des translations; d'apres [20],
GXQ est muni d'une structure de groupe de Lie par transport de structure,
on deduit une structure de groupe de Lie sur G. D'autre part G opere differenti-
ablement sur E car la translation τv.y est telle que τry(z) = &(y, y\ z) oύ 0t
est la resolvante: EχMEχE^Eάu systeme diίϊerentiel E χM E -> Θ\E)
(cf. [20] et § 1). Alors pour toute section s de E au-dessus d'un ouvert U C M,
on a le diffeomorphisme φσ: U X G-> π~ι(JJ) tel que φσ(x9g) = s(x)g. En
prenant deux sections, on verifie les conditions de recollement.

11. Prolongement des parallelismes fibres

Theoreme 11.1. Si la surmersion (£, M, π) admet un parallelisme fibre
Ω: TτeάE χME-+ TτedE, alors la surmersion C ^ E , M, πq) admet le parallelisme
fibre

Ω«: JqTΐeάE χMV%E-> T%%E .

En efϊet en raison de § 1, on a la suite de diffeomorphismes suivantes:

T<β%E -> <β%TE -> JXΎE XMH«-+ JX{T^E χME)χMHq

-+ Λ Γ ^ E XMJqExMH«-+ JqTΐeάE χMV%E.

Corollaire. Si (P, M, π) est une fibration principale, alors pour le fibre prin-
cipal ΉβP, on a un isomorphisme:

depl tf%P -> JP depl P
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par suite pour un groupoίde de Lie φ, on a un isomorphisme

En particulier en partant de la fibration principale triviale (M, M,idM),

(telle que depl M = TM), on obtient Γ isomorphisme:

Cette propriete avait ete demontree [23] en dimension finie en utilisant les

groupes locaux a un parametre (en prouvant Γ isomorphisme au moyen de la

consideration de la dimension).

Theoreme 11.2. 5/ la surmersion (E, M, π) admet un parallέlisme fibre

vertical Ω: VTτeάE χME-> VTE, alors la surmersion (JqE,M,πq) admet le

parallelisme fibre vertical

fr: JqVTτedE XMJqE-> VTJqE .

En effet on a la suite de diffeomorphismes suivantes:

VTJqE -> JqVTE -+ Jq(VTΐeύE χME)-* JqVTΐedE χMJqE .

Ces resultats expliquent pourquoi un "bon" prolongement des fibres prin-

cipaux s'obtient au moyen du foncteur <g% et un "bon" prolongement des fibres

vectoriels au moyen du foncteur Jq.
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