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COURBURE D'ORDRE p ET LES CLASSES
DE PONTRJAGIN

ANN STEHNEY

Nous allons etudier d'apres Thorpe la courbure d'ordre p (p-courbure) d'une
variete riemannienne M. La 2-courbure est la courbure riemannienne ordinaire
de M. La p-courbure (p > 2) est strictement plus faible que la 2-courbure,
mais leurs interpretations geometriques sont semblables. Dans ce travail nous
trouverons les classes caracteristiques de Pontrjagin de M par rapport aux
tenseurs de p-courbure. Ceci nous permettra de donner des conditions locales
sur la courbure qui entraίnent la nullite de certaines classes de Pontrjagin de
M. En particulier on obtient les resultats de Thorpe [7], Chern [1], Cheung et
Hsiung [2], et Gray [3].

Si p est un entier pair, le tenseur riemannien de courbure d'ordre p (voir
[8]) en un point m e M est une application lineaire auto-adjointe Rp de Λp(Mm)
donnee par

<Λp(Wi Λ « 2 Λ Λ up), v1 Λ v2 Λ Λ vp}

= J 7 Σ e(a)e(β)R(Ual9 ««2, vβl, vβ2) R(juap_l9 u«p, vβp_l9 vβp) ,

oύ Ui, Vj € ΛfTO, Sp est le groupe des permutations des entiers (1, , p), e(α)
est la signature de a, et R est le tenseur (ordinaire) de courbure de M. Le
theoreme suivant nous donne les classes de Pontrjagin de M par rapport aux
tenseurs Rp.

Theoreme 4.1. Soit M une variete riemannienne et R2k son tenseur de
courbure d'ordre 2k. Alors

K2k)\Y A U - 2
~2fc[2kk\γ(2π)2k

est une forme diβέrentielle de M de degrέ 4k qui est fermee et qui reprέsente
&k(M), la ke classe de Pontrjagin de M.

Considerons un tenseur du type Rv{ux Λ Λ M P ) = CAUX Λ Λ AUP,

o ύ c 6 R et A: Mm —> Mm est une application auto-adjointe. On notera Rp =

cAp. Nous avons le
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Theoreme 4.5. Soit M compact et orientable. Si, en chaque point m € M
Us existent c e R et A: Mm —> Mm tels que R2k = cA2k, les classes έ?q(M) sont
nulles pour tout q > k.

Le cas k — 1 est le theoreme de Chern [1]. Cheung et Hsiung [2] ont obtenu
lam erne conclusion avec une condition algebrique sur R. Nous montrerons que
leur condition entraίne .R2fc = cA2k et nous donnerons un contre-exemple a la
reciproque. Si les A satisfont de plus une identite de Bianchi (condition difϊer-
entielle), Gray [3] obtient que les classes @q(M) sont nulles pour q > k. II
presente comme exemple Γhypersurface Mn c Rn+1 oύ A est la deuxieme forme
fondamentale de M. Le cas A = Γ identite est un theoreme de Thorpe [7]-

1. Les tenseurs de courbure d'ordre p

Soit V un espace vectoriel de dimension n, muni de la metrique g, et p un
entier positif. L'espace Λp = ΛP(V) des p-vecteurs de V possede une metrique
naturelle, donnee sur les p-vecteurs decomposables (qui contient Λp) par

{u, A - - A up, v, A - - A vpy =z det [g(ui9 vd)] ,

oύ ut, Vj e V. Un tenseur de courbure d'ordre p de V est un operateur lineaire
auto-adjoint (o.l.a.-a.) T: ΛP—>ΛP (voir [6]). Ces tenseurs forment eux-memes
un espace vectoriel St muni de la metrique

Si T € 0t on peut considerer sa courbure sectionnelle στ, une fonction nume-
rique de la variete de Grassmann & des plans orientees P (ZV avec dimension
P = p. & s'identifie avec Γensemble de p-vecteurs decomposables de longueur
1:

P «-> ux A A up ,

oύ {u19 ,Up) est une base orthonormale orientee du plan P. Avec cette cor-
respondence,

( 2 ) στ{P) = <Γ(iι1 Λ Λ up), uλ A Λ «„> .

Meme si nous considerons V quelconque, le cas interessant est celui oύ p est
pair, V = Mm (m € M) et T = Rp.

Rappelons [6] la decomposition eii somme directe orthogonale 0t = 310 «$*.
J* est le sous-espace des tenseurs T satisfaisant Videntite de Bianchi'.

( 3 ) Σ ε(r)<T(uri A - Λ urp), uΐp+x A up+2 A Λ u2v) = 0
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pour tout u19 , u2p e V. 6f est le sous-espace des relations de Grassmann:

, * x Pour que at Λp soit decomposable il f aut et
il suffit que (Sa, α> = 0 pour tout S e £f.

Puisque tout P e & correspond a un p-vecteur decomposable on voit que la
courbure sectionnelle de S e Sf est identiquement nulle. En effet cette propriete-
ci sert a caracteriser Γespace Sf\

( 5 ) SεS? equivaut a σs = 0 ,

d'oύ

( 6) Γ ζ J e t ( 7 Γ Ξ θ entrainent T = 0 .

Thorpe a verifie que Rp satisfait (3). Comme la fonction d'identite /: Λp —•
Λv le satisfait et comme aτ = 1, il s'en suit que

( 7 ) σRp = c entraine Rp = c/.

On demontre les resultats ci-dessus dans [5] et [6].

2. Tenseurs induits

Soit A: K - ^ F u n o.l.a.-a. L'operateur

Av\ ux /\ Λ wp H^ /!«! Λ Λ Ŵp

est dit l'operateur induit sur Λv par .4. II est clair que Av est lineaire on verifie
sans difficulte que Ap est auto-adjoint, done un tenseur de courbure. Un simple
calcul donne la

Proposition 2.1. Vensemble des tenseurs ainsi induits est invariant sous
Γeffet du groupe orthogonal 0(F) d'ailleurs,

pour tout g β 0(F).
La proposition suivante est un cas speciald'un theoreme de Kulkarni [4]:

dans Γanneau des structures de courbure Γensemble de ceux qui satisfont
Γidentite de Bianchi est ferme sous la multiplication. Dans notre cas la
symetrie de A est Γidentite de Bianchi (p = 1). Une demonstration directe de
2.2 existe [5] mais elle est plus longue qu'interessante.

Proposition 2.2. Ap satisfait Γidentite de Bianchi.
Revenons au cas V = Mm oύ M est une variete riemannienne. Etant donnes

des nombres reels aυ = aJt (/, / = 1, , ri). Soient / = (i19 i29 , ip) et / =
O'u 7*25 J ίp) t e l s q u e h e t Jm sont des entiers positifs et <n. Posons
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Aτj = det [aihjm] (A, m = 1, •, p) .

Considerons une base orthonormale {e1? ••-,£„} de M m . 2?<ifcί designe
Λ(e£, e,-, e t , ez).

Cheung et Hsiung [2] considerent la condition: il existe c e R tel que

( 8 ) Σ ε(fiRir(i)ir(2)JiJ2 * ' * Rir(p-i)h(p)h-ih — 2P/2cPAU
r€Sp

pour tous ensembles I, J. Si p = 2 c'est la condition

( 9 ) 2 l w ι = c2(aikan — auajk)

etudiee par Chern [1].
Theoreme 2.3. La condition (8) entraΐne Rp = c^^^ oώ y4: M m -> M m ωί

reprέsente par la matrice A — [aυ] relativement a la base {e19 , en). Si
p = 2, (8) equivaut a R = c2/!2.

Demonstration. La condition (8) nous donne Γavant-derniere ligne du
calcul suivant:

<cvΛKetl Λ Λ e<p), eh A Λ *,,>

= C p ^ e ^ Λ Λ Aeίp, ejx A Λ eJp>

= c p det

= 2^ S £ ^ ( D

Λ Λ β < p ) , ^ Λ Λ

La derniere ligne est la definition de
Si p = 2, Λ = c 2 ^ 2 entraίne (9):

βj), ek A ety = c 2<^fe) Λ ^ ( ^ ) , ek A et>

= c2 det Γ<jW' ^ > < j W ; ̂ >1 = c2(aίkajt - auajk) .
l<A(ej), ek} <A(ej), e^l

Corollaire 2.4. La condition (8) <zvec ai5 = di5 entraine σRp = cp.
Demonstration. En vertu du theoreme 2.3, Rp = CpP oύ /: F—> V est

l ' identite. Done pour a e Λp, Rv(ά) = cpa et σRp(P) = <RP(P), P> = cp \\P\\2 =
cp.

L'algebre des structures de courbure (Kulkarni, [4]) donne le lemme suivant.
Lemme 2.5. Soient pί9 - , pk des entiers pairs et posίtifs, m19 , mk des

entiers non-negatifs, et q = 2f β l m^ < n. Si RPi = cPiA
Vi (i = 1, , k)9

RQ = (fiPl)
mi (cPk)

mkA« .

En generate (p > 2), /?p = Cp/4̂  n'entraίne pas la condition (8) au fond
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parce que Rp ne determine pas le tenseur R. Par exemple soit {eu , e6} une
base orthonormale de Γespace V. Definissons R qui satisfait Γidentite de
Bianchi par

i Λ e2) = 0 ,

[βi A es , i < j tels que i = 1 ou 2, / > 2 ,
ι Λ ef) = J

JR4 = (2/'3)7: Λ4—>Λ\ done Γapplication i?4 est induite par une application
de F, e'est-a-dire Γidentite. Avec I = J — (1,2, 3,4) le terme de gauche de (8)
devient

Σ e(γ)RΐlΪ2l2RΪ3r^ = 0
r€S4

puisque R{ex Λ e2) = 0. Avec / = (1,2, 3,4) et /' = (1, 3, 4,2) le terme de
gauche de (8) devient

Σ e(γ)RΐlWRW2 = 4 .
J-6S4

Mais quelque soit A, Au — Au, et en chaque cas ci-dessus le terme de droίte
de (8) est 4c4^47ι7. On voit immediatement qu'il n'existe pas A satisfaisant la
condition (8). Remarquons que la courbure sectionnelle dei£4 est identiquement
egale a 2/3.

Cet exemple montre la faiblesse de Rp (p > 2). R± est une application induite
pendant que R = R2 ne Test pas. C'est un contre-exemple au lemme 3.4 de
Cheung et Hsiung qui maintient que la courbure sectionnelle de Rp est con-
stante si et seulement si (8) et atj = 3<y. Leur theoreme3.1 est cependant
valable comme nous allons voir.

3. L'operateur Alt

Soit p un entier pair. Designons par Alt l'operateur lineaire & —> 0ί d'anti-
symetrie:

<Alt T(wλ Λ Λ wp), wp+1 Λ Λ w2p}

( 1 0 ) = T ^ Γ T Σ <aXT(wai A Λ wap), wap+1 A - Λ wa2p> ,
(2/7) ! a€S2p

si T € & et w1} , w2p € F . II est clair que Alt T est auto-adjoint si p est pair.
Lemme 3.1. {Alt T\ T e £%} est isomorphe a Γespace (Λ2p)* des formes de

V de degrέ 2p.
Demonstration. Un isomorphisme de (A2p)* dans {Alt T} est defini par
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φ 6 (Λ2p)* -> Tφ € @ ,

oύ

<Γ,(>fi A Λ wp), w p + 1 Λ Λ w2J)> = p θ 1 ? , w2p) .

L'antisymetrie de Γ, entraίne Alt Tφ = Tφ.
Reciproquement, pour chaque Γ e ^ , Alt T determine une forme de V de

degre 2p, c'est-a-dire celle dont la valeur sur (w19 , w2p) est

<Alt T(w1 Λ Λ wp), τvp+1 Λ Λ w2?,>

pour tous >v15 , w2P e V.
Theoreme 3.2 Si T g ^ , Alt Γ = 0.
Demonstration. Pour tous w15 , w2p e V, la ligne (10) est egale a

^ ? ' βl Λ Λ wap), wap+1 Λ Λ wα2p> .

Etant donne / = (/2, . , jp) oύ /2 < < /p < 2p, designons par
Γensemble des permutations

a: (1, >,p + 1) -> (α!,α 2, -,ap+ι,j2, •••,/,) .

Alors

<Alt T(w! Λ Λ Wp), wp+ι Λ Λ w23)>

^ f ^ - Σ f Σ e(aXT(wai Λ Λ >vαp),

Mais si T e &, le terme entre crochets est nul pour chaque / [ligne (3)], done
Alt T = 0.

II faut remarquer cependant que Γe J n'entraίne ni T2 e ^ ni AltT2 = 0.
Theoreme 3.3. Soit M une variέtέ riemannienne et p un entier pair, p<n.

Si en un point me M le tenseur Rp de p-courbure satίsfait

Rp = cpA*> ,

A: Mm -> Mm etant un o.l.a.-a., alors la forme differentielle Alt Rp est nulle a
m. En particulier la forme est nulle en chaque m oύ la p-courbure sectionnelle
de M est invariante.

Demonstration. II suffit de montrer que Rp

2 satisfzμt Γidentite de Bianchi.
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Mais Rp

2 = (cpA
p)2 = cp

2(AoA)p. Parce que A oA est auto-adjoint sur Mm

cp\A oA)v satisfait Γidentite de Bianchi par la proposition 2.2.
D'ailleurs si la p-courbure sectionnelle est identiquement egale a c p , on a

Rp = cvl et (Rp)
2 = cp

2l e # .

4. Les classes de Pontrjagin

L'importance de la forme Alt (Rp)
2 vient du theoreme anrionce:

Theoreme 4.1. Soit M une variέtέ riemannienne et R2k son tenseur de 2k-
courbure. Alors

(2kk\)2(2π)2k

est une forme diβerentielle de M jermέe de degrέ Ak qui reprέsente έ
la ke-classe de Pontrjagin de M.

Demonstration. Soit mzM fixe et {e17 , en} une base orthonormale de
Mm. Designons par v le relevement horizontal de v ε Mm au point (m;e19 ,
en) β F(M), F(M) = Γespace fibre principal des reperes orthonprmals sur M.
Si TΓ: F(M) -^ M est la projection on a TΓ^I)) = v.

Chern [1] a montre que

π^Ό =

oύ Θ est une forme de M fermee de degre 4k qui represente la classe έ
dans H4k(M; R). Ici on somme sur tous ensembles / = (ι1? , i2k) tels que
1 < ix < < i2k < n. Mais la forme horizontale Θ7 est donnee par rapport

Γ, on a
(2*A:!)2(2π)2

>i, , V,k)

= ck Σ T^rr Σ εifldθjiP^ , β.Jθjίδ^^, , ββJ
/ ( 4 Λ ) ! «€-s4ίfc

Σ e(α) Σ <^2fc(^«1 Λ Λ v β j , ^ Λ Λ eiik}

<R2k(va2k+1 A Λ O > ^ Λ Λ ei2ky
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7 - ^ - Σ ε(aXR2k(vai A Λ vaj, R2k(va2k+1 Λ Λ
(4A:) ! aζ.sίk

-γ Σ ε{a)<R2Ίc\vai A Λ Ό , va2k+1 A Λ vα4Jfc;

Ceci acheve la demonstration du theoreme.
Nous avons immediatement la nullite de la &e-classe de Pontrjagin de M

sous Γhypothese de theoreme 3.3. En effet les classes &q(M) sont nulles pour
q>k.

Lemme 4.2 Soit s: x —> (x; eλ, , en) une section locale de F(M) dans
un voisinage U de me M. Si {e\ - ,en) sont les formes de degre 1 duelles
aux champs de vecteurs {ely - , en}, on a

s*ΘΣ = Σ <Λ2*K Λ Λ eί2k), eh Λ - Λ ehk}
(11) yi<.»<y«

.^ i Λ l\eHk .

Demonstration. Pour t)15 , #2fc tangents a F(M) en (m e19 , ̂ n) € F(M)
et vt = π*(ϋt)9

= <R2k(eiχ A Λ ei2k), vλ A

qui reduit a

( Σ <R2u(eu A Λ eί2k), eh A Λ e,lfc>e'* Λ Λ ^*)
\yi< </2* /

• (vί9 , v2k) .

Corollaire 4.3. 5o/ί {e19 , en} M«^ 6α^ orthonormale de Mm et A — [ai3\
la matrice d'un o.l.a.-a. de Mm relativement a cette base. Alors on a

si et seulement si

(12) s*θ = Σ c2kATJe^ A Λ e^ ,

oίi Jr — (/Ί, , hk) et s: U -> F(M) e sί w«^ section dans un voisinage de m telle

quesim) = ( m ; e19 - 9en).

Demonstration. Compte tendu du lemme 4.2, (12) est valide si et seule-
ment si
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Σ c2kAue^ Λ Λ e^
Jl< '<J2k

= Σ <RzMι Λ Λ ei2k), ejx A • Λ eJ2k}e^ A - Λ e>« .
yi< <y2fc

Puisque {e'1 Λ Λ ejΛ\ 1 < A < < / 2 i < fl} est une base de A2k(Mm)*,

(12) est valide si et seulement si

Czk^u = <R2k(etι A Λ eί2k), eh A Λ έ?itt>

pour tout J. Mais

A Λ O > ^ Λ Λ ^ 2 Λ > .

Done la ligne (12) est valide si et seulement si R2k = c2fc^42A:.

De 2.5 et 4.3 nous avons le

Corollaire 4.4. 5/ 2k\n = dimension de M et R2k = cA2k,

s*θlm..n = (c)n/2k(dtt A)ω ,

ω etant la forme du volume de M.

La condition sur Θ7 de Γegalite (12) est la condition 3.3 de Cheung et

Hsiung. On peut demontrer que sous cette condition les formes qui representent

les classes ^q(M) sont nulles pour tous q > k, d'oύ le

Theoreme 4.5. Soίt M une variέtέ riemannienne compacte et orientable. Si

en chaque meM Us existent c 6 R et A: Mm —> Mm (o.Z.α.-α.) tels que

R2k = cA2k: Λ2k(MJ -> Λ2k(Mm) ,

alors les classes de Pontrjagin έPq(M) sont nulles pour q > k.

La demonstration, analogue a celle de Thorpe [7] au cas R2k = cl, se trouve

dans [5].
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