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COURBURE D’ORDRE p ET LES CLASSES
DE PONTRJAGIN

ANN STEHNEY

Nous allons étudier d’apres Thorpe la courbure d’ordre p (p-courbure) d’une
variété riemannienne M. La 2-courbure est la courbure riemannienne ordinaire
de M. La p-courbure (p > 2) est strictement plus faible que la 2-courbure,
mais leurs interprétations géométriques sont semblables. Dans ce travail nous
trouverons les classes caractéristiques de Pontrjagin de M par rapport aux
tenseurs de p-courbure. Ceci nous permettra de donner des conditions locales
sur la courbure qui entrainent la nullité de certaines classes de Pontrjagin de
M. En particulier on obtient les résultats de Thorpe [7], Chern [1], Cheung et
Hsiung [2], et Gray [3].

Si p est un entier pair, le tenseur riemannien de courbure d’ordre p (voir
[8]1) en un point m € M est une application linéaire auto-adjointe R, de A?(M,,)
donnée par

<Rp(u1/\u2/\ e /\up),’l)l/\’l)z/\ .o /\zvp>
(1) 1

21’/217! a,%sp s(a)e(‘B)R(ual, Ueas ’v'gl’ ’Uh) o .R(ual’—l’ u“p’ vﬁﬁ—l’ vﬂp) ’

ou u,;, v; e M,, S, estle groupe des permutations des entiers (1, - - -, p), e(e)
est la signature de «, et R est le tenseur (ordinaire) de courbure de M. Le
théoréme suivant nous donne les classes de Pontrjagin de M par rapport aux
tenseurs R,.

Théoréme 4.1. Soit M une variété riemannienne et R,, son tenseur de
courbure d’ordre 2k. Alors

[T Ay g oo
2%k 1 P(27)** 2

est une forme différentielle de M de degré 4k qui est fermée et qui représente
P (M), la k® classe de Pontrjagin de M.

Considérons un tenseur du type R,(u; A --- A up) = cAu, N\ --- N\ Auy,
olceRet A: M,, — M, est une application auto-adjointe. On notera R, =
cAP. Nous avons le
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Théoréme 4.5. Soit M compact et orientable. Si, en chaque point m e M
ils existent ce R et A: M,, — M, tels que R,, = cA**, les classes P (M) sont
nulles pour tout q > k.

Le cas k = 1 est le théoréme de Chern [1]. Cheung et Hsiung [2] ont obtenu
lam &me conclusion avec une condition algébrique sur R. Nous montrerons que
leur condition entraine R,, = cA% et nous donnerons un contre-exemple a la
réciproque. Si les A4 satisfont de plus une identité de Bianchi (condition différ-
entielle), Gray [3] obtient que les classes Z,(M) sont nulles pour g > k. Il
présente comme exemple I’hypersurface M® C R"*! ou A est la deuxiéme forme
fondamentale de M. Le cas A = I’identité est un théoréme de Thorpe [7].

1. Les tenseurs de courbure d’ordre p

Soit V' un espace vectoriel de dimension 7, muni de la métrique g, et p un
entier positif. L’espace A? = A?(V) des p-vecteurs de V posséde une métrique
naturelle, donnée sur les p-vecteurs décomposables (qui contient A?) par

<u1 /\ e /\ up, 'v1 /\ e /\'vp> =det[g(ui7'vj)] s

ou u;, v; € V. Un tenseur de courbure d’ordre p de V est un opérateur linéaire
auto-adjoint (o0.l.a.-a.) T': 47— A? (voir [6]). Ces tenseurs forment eux-mémes
un espace vectoriel Z muni de la métrique

(T,Sy =trToS .

Si T ¢ & on peut considérer sa courbure sectionnelle o,, une fonction numé-
rique de la variété de Grassmann % des plans orientées P C V' avec dimension
P = p. ¢ s’identifie avec I’ensemble de p-vecteurs décomposables de longueur
1:

Pou N\ - Ny,

ot {u,, - - -, u,} est une base orthonormale orientée du plan P. Avec cette cor-
respondence,
(2) or(P) = <T@y N+ - Ntp)y g N\ -+ N Up)y .

Méme si nous considérons V' quelconque, le cas intéressant est celui ol p est
pair, V=M, meM)etT = R,.

Rappelons [6] la décomposition en somme directe orthogonale Z = Z® .
& est le sous-espace des tenseurs T satisfaisant I’identité de Bianchi:

(3) 2 eIy A o N )y Uy Nlpig N oo N Uy =0

7€8Sp+1
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pour tout uy, - - -, u,, € V. & est le sous-espace des relations de Grassmann:

(4) Pour que @ € A? soit décomposable il faut et
il suffit que (S, @) = O pour tout S e &.

Puisque tout P e ¢ correspond & un p-vecteur décomposable on voit que la
courbure sectionnelle de S € & est identiquement nulle. En effet cette propriété-
ci sert a caractériser 1’espace & :

(5) Se S équivaut a g5 =0,
d’ou
(6) Te#etor =0 entrainent T =0.

Thorpe a vérifié que R, satisfait (3). Comme la fonction d’identité I: A7 —
A? le satisfait et comme o; = 1, il s’en suit que

(7) oz, = ¢ entraine R, =cl.

On démontre les resultats ci-dessus dans [5] et [6].

2. Tenseurs induits

Soit A: V — V un o.l.a.-a. L’opérateur
AP ug N\ oo ANup—> Aug N\ -+ N\ Au,

est dit I’opérateur induit sur A? par 4. Il est clair que 4? est linéaire ; on vérifie
sans difficulté que A? est auto-adjoint, donc un tenseur de courbure. Un simple
calcul donne la

Proposition 2.1. L’ensemble des tenseurs ainsi induits est invariant sous
Peffet du groupe orthogonal O(V); d’ailleurs,

(ad )47 = (ad g A)?

pour tout g e O(V).

La proposition suivante est un cas spécial d’un théoréme de Kulkarni [4]:
dans I’anneau des structures de courbure 1’ensemble de ceux qui satisfont
I’identité de Bianchi est fermé sous la multiplication. Dans notre cas la
symétrie de 4 est I’identité de Bianchi (p = 1). Une démonstration directe de
2.2 existe [5] mais elle est plus longue qu’intéressante.

Proposition 2.2. AP satisfait I’identité de Bianchi.

Revenons au cas V = M,, oll M est une variété riemannienne. Etant donnés
des nombres réels a;; = a;; (i,j =1, ---,n). Soient I = (i}, iy, - - -, i) et J =
G Jos + + +»1p) tels que i, et j, sont des entiers positifs et <n. Posons
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AIszet[aihjm] (h,m= 1,"',p) .

Considérons une base orthonormale {e, ---,e,} de M,. R;;,; désigne
R(ei’ €5, €x, el)~
Cheung et Hsiung [2] considerent la condition: il existe ¢ € R tel que

e X — 21/2
(8) TEZSp e(r)Rir(l)ir(ﬂ)iliz R’r(p—l)ir(p)fp-lfp =2 CI’AIJ

pour tous ensembles I, J. Si p = 2 c’est la condition

(9) Riju = cz(aikajl — ayuag)

etudiée par Chern [1].

Théoréme 2.3. La condition (8) entraine R, = c,A? oit A: M,, — M,, est
représenté par la matrice A = [a;;] relativement a la base {e, ---,e,}. Si
p = 2, (8) équivaut a R = c,A*.

Démonstration. La condition (8) nous donne I’avant-derniére ligne du
calcul suivant:

<cpAP(eil A - A eip)5 [ FAVANERRIVAN ej,,>
= cp{Ae;, N\ --- N Ae, e N oo Ney)
= ¢y det (de;,, e;,) = c, Ay,
1
= Ep/—zrezs:p E(T)Rif(l)ir@)hfz e Rir(ﬂ—l)ir(p)fp—lfp
= <Rp(€¢1 A - A ei,,), e, N\ -+ N ejp> .
La derniére ligne est la définition de R,.
Sip =2,R = c,A? entraine (9):
Rijkl = <R(ez' A\ ej); e; N\ ez> = C2<A(ei) AN A(ej)5 er /\ ez>
Ale;), ey (A(ey), ez>]
=cdet[< e Tk ¢ = ¢,(a;a; — aya;;) -

HIt | e ey (Aley) o) — Lt T Gudse)

Corollaire 2.4. La condition (8) avec a;; = 8;; entraine op, = Cy.

Démonstration. En vertu du théoréme 2.3, R, =c/? ou I: V — V est
I’identité. Donc pour @ € A%, Ry(ct) = cpax €t oz, (P) =<Ry(P), Py = ¢, | P| =
Cp.
L’algebre des structures de courbure (Kulkarni, [4]) donne le lemme suivant.
Lemme 2.5. Soient p,, - - -, p; des entiers pairs et positifs, m,, - - -, m; des
entiers non-négatifs, et g = Y, 5. m;p; < n. SiR,, = c, A (i =1,---,k),

R, = (cp)™ -+« (cp)™AY .

En générale (p > 2), R, = c,A? n’entraine pas la condition (8) au fond
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parce que R, ne détermine pas le tenseur R. Par exemple soit {e,, - - -, ¢;} une
base orthonormale de 1’espace V. Définissons R qui satisfait 1’identité de
Bianchi par

R(e;, Ne) =0,
e; Ne; i<jtelsquei=1lou2,j>2,

R(e; \ e)) =
P T ee Ne,  2<i<.
R, = (2/3)I: A* — A*, donc ’application R, est induite par une application
de V, c’est-a-dire ’identité. Avec I = J = (1,2, 3, 4) le terme de gauche de (8)
devient

Z S(T)R717212R731’434 =0
TESy

puisque R(e; A\ e) = 0. Avec I = (1,2,3,4) et J/ = (1,3, 4,2) le terme de
gauche de (8) devient

Z E(T)errqlaRrsr.u =4.

T€S

Mais quelque soit 4, A;; = A;;. et en chaque cas ci-dessus le terme de droite
de (8) est 4c,A;;. On voit immédiatement qu’il n’existe pas A satisfaisant la
condition (8). Remarquons que la courbure sectionnelle de R, est identiquement
égale a 2/3.

Cet exemple montre la faiblesse de R, (p > 2). R, est une application induite
pendant que R = R, ne ’est pas. C’est un contre-exemple au lemme 3.4 de
Cheung et Hsiung qui maintient que la courbure sectionnelle de R, est con-
stante si et seulement si (8) et a;; = d;;. Leur théoréme 3.1 est cependant
valable comme nous allons voir.

3. L’opérateur Alt
Soit p un entier pair. Désignons par Alt ’opérateur linéaire Z — % d’anti-
symétrie:
CAKT(Wy A v oo A Wp)y, Wpy A\ oo A Wy

(10) = _Q_;)_Taezslpe(a)<T(wal A o A wap)’ Wepis Ao A wa2p> ,

siTeZetw,---,w, V. Ilestclair que Alt T est auto-adjoint si p est pair.
Lemme 3.1. {AltT|T ¢ %} est isomorphe a Uespace (A*?)* des formes de.
V de degré 2p.
Démonstration. Un isomorphisme de (A4°?)* dans {Alt T} est défini par
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pe(I)* >T, e %,

KT, Wy A\ oo s AWp)y Wp i A\ s oe A Wypy = oWy, -, W)

L’antisymétrie de T, entraine Alt T, = T,
Réciproquement, pour chaque T ¢ %, Alt T détermine une forme de V' de
degré 2p, c’est-a-dire celle dont la valeur sur (wy, - - -, w,,) est

CAIRTW, A - - AWp)y, Wo i A oo A\ Wyp»

pour tous wy, -« -, wy, € V.
Théoréme 3.2. SiTe %, At T = 0.
Démonstration. Pour tous w,, - - -, w,, € V, la ligne (10) est égale a

— !
—(p(T)l').— eZS: e(a)<T(w“1 ARRRNA w"p)’ Wapia VANERRIVA wa2p> .

ap+2<-+-<azp
Etant donné J = (j,, ---,j,) ou j, < .-- <j, <2p, désignons par S7,,
I’ensemble des permutations
a: (1, - wp+1)— (anaz, . "ap+1’j25 . '5jp) .
Alors
CARTW, A -- - AWy, Wog A v oo A\ Wyp»

_(@-1n!

wap+1 A wjz VASERRIVAN ij>] .

Mais si T € 4, le terme entre crochets est nul pour chaque J [ligne (3)], donc
11 faut remarquer cependant que T ¢ & n’entraine ni 7% € # ni Alt 7% = 0.
Théoréme 3.3. Soit M une variété riemannienne et p un entier pair, p < n.

Si en un point m e M le tenseur R, de p-courbure satisfait

R, =c,A?,

A: M, — M, étant un o.l.a.-a., alors la forme différentielle Alt R’ est nulle a
m. En particulier la forme est nulle en chaque m o la p-courbure sectionnelle
de M est invariante.

Démonstration. 11 suffit de montrer que R,’ satisfait ’identité de Bianchi.
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Mais R (c AP)* = c,%(A o A)?. Parce que Ao A est auto-adjoint sur M,,
c, (Ao A)P satisfait 1’identité de Bianchi par la proposition 2.2.

D’ailleurs si la p-courbure sectionnelle est identiquement égale a c,, on a
Ry,=clet(R) =cyile .

4. Les classes de Pontrjagin

L’importance de la forme Alt (R,)* vient du théoréme annoncé:
Théoréme 4.1. Soit M une variété riemannienne et R,, son tenseur de 2k-
courbure. Alors

[2K) ! Alt R..2
2%k 1)*(27)*® "
est une forme différentielle de M fermée de degré 4k qui représente P, (M),
la k*-classe de Pontrjagin de M.

Démonstration. Soit m € M fixe et {e,, - - -, e,} une base orthonormale de
M.,,. Désignons par 7 le relévement horizontal de v ¢ M,, au point (m; ey, - - -,
e,) e F(M), F(M) = I’espace fibré principal des reperes orthonormals sur M.
Si w: F(M) — M est la projection on a 7. (d) = v.

Chern [1] a montré que

(2T
*0=_—-"-__>6; \N0O;,
T 2%k 1)X(27)* Z 1 I
ou O est une forme de M fermée de degré 4k qui représente la classe Z,(M)
dans H**(M ; R). Ici on somme sur tous ensembles I = (i}, - - -, ;) tels que
1 < < .- <y < n. Mais la forme horizontale 6; est donnée par rapport
a R,, par

Or(Dy; + -+, Dyp) = R0y A -+ - A Vo1, 79 ANEREIVAN ei2k> .

Sic, - @O
2%k 1)’ (2m)**
[Ck 2 0r N\ @1](771’ cee, Dy)

Ck Z (4k)‘ aezslm @O (Dyyy -+ 00O D s ** * 5 V)

= T B @ B Ru@n A Avadien A A

'<R2k(/vazq;+1 VANEERIVA /vvqk)’ €, VANEERIVAN eizk>
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= (461':)' :L.;EE(CVKRM(UQ A A ’Uazk), RZk(vmﬂ VANEEEIVAN va“)>

= (43:)' eZS: 5(“)<R2k2(va1 ZANRERIVAN vazk)’ Vagesa ANRRTA v‘”">
! acSa

= Ck(Alt Rzkz)(vly D] 'v4k) .

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Nous avons immédiatement la nullité de la k°-classe de Pontrjagin de M
sous I’hypothése de théoréme 3.3. En effet les classes 2,(M) sont nulles pour
q =k

Lemme 4.2, Soit s: x — (x; e, - - -, e,) une section locale de F(M) dans
un voisinage U de me M. Si {e', - - -, e} sont les formes de degré 1 duelles
aux champs de vecteurs {e,, - - -, e,}, on a

s*@I = Z <R2k(eil ANRERIVAN eizk)’ €j, ANRRRIVA ejak>
(11) <o
el N\ .. Nelz

Démonstration. Pour 9, - - -, D, tangents a F(M) en (m; e,, - - -, €,) € F(M)
et V; = ﬂ*(i)i),

(S*@I)(vly ) vzk) = @I(T)l’ ) 1721:)
= (Ryles, N\ - o= N ey, Vi N\ -+ NV,
qui réduit a
(|5, Ralen Ao Aeudiey Ae Aeyden Ao A et
J1<ee e <Jox

.(1)1, . '9v2k) .

Corollaire 4.3. Soit {e,, - - -, e,} une base orthonormale de M., et A = [a,;]
la matrice d’un o.l.a.-a. de M, relativement a cette base. Alors on a

2
R, = ¢ A™

si et seulement si

(12) s*0 = > CpApgett A - N el
J1<ee o< jok
ot J =Gy, + -+, i) et s: U— F(M) est une section dans un voisinage de m telle

que s(m) = (m; e, - - -, €,).
Démonstration. Compte tendu du lemme 4.2, (12) est valide si et seule-
ment si
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CZkAIJejl /\ e /\ e.hk
1< <Jak

= 3 {Ryleg N -+ Neyey, N\ - Nej et N\ oo N el
J1<ee<J2k
Puisque {e* A\ --- A e/*|1 <j, < ... <Jj, < n} est une base de A*(M,,)*,
(12) est valide si et seulement si

czkAIJ = <R2k(ei1 ANRERIAN €in)> €4, ANRERIAN ehk>

pour tout J. Mais

CuArs = oA (e, N\ - N €y,), €5, N\ -0 N\ €y

Donc la ligne (12) est valide si et seulement si R,;, = c,;A**.
De 2.5 et 4.3 nous avons le
Corollaire 4.4. Si 2k|n = dimension de M et R,, = cA*,

§%0,..., = (©)™*(det A)w ,

o étant la forme du volume de M.

La condition sur @; de I’égalité (12) est la condition 3.3 de Cheung et
Hsiung. On peut démontrer que sous cette condition les formes qui représentent
les classes Z,(M) sont nulles pour tous g > k, d’ou le

Théoréme 4.5. Soit M une variété riemannienne compacte et orientable. Si
en chaque m ¢ M ils existent ce R et A: M,, — M,, (0.l.a.-a.) tels que

Ry, = cA%: *(M,,) — A*(M,,) ,

alors les classes de Pontrjagin 2 ,(M) sont nulles pour q > k.
La démonstration, analogue a celle de Thorpe [7] au cas R,; = cl, se trouve
dans [5].
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