
J . DIFFERENTIAL GEOMETRY
6 (1972) 503-522

EQUATIONS DE LIE. I

BERNARD MALGRANGE

Introduction

L'article qui suit donne une nouvelle version de la theorie des pseudogroupes
de Lie et des deformations de structure de Spencer (voir notamment [24], [5]
et [15]). La principale difference avec les versions anterieures consiste en
Γemploi systematique du calcul differentiel a la Grothendieck, i.e., du calcul
dans les voisinages infϊnitesimaux de la diagonale [13] le role fondamental est
joue ici par la connexion canonique, qui etait deja consideree implicitement
dans la cohomologie de Spencer ([24]; voir aussi [17]). Cette connexion a ete
deίinie, et utilisee en geometrie algebrique par Grothendieck [14]. En gros, les
"voisinages inίinitesimaux de la diagonale" jouent le role que tiennent habituel-
lement les espaces de reperes la connexion canonique tient alors la place de
la "forme fondamentale" de Cartan, ce qui simplifie, voire trivialise une partie
des calculs.

L'essentiel de ce formalisme—au moins, de sa partie infinitesimale—est
developpe au chapitre I, notamment au paragraphe 3, la formule essentielle
etant le theoreme (3.10). La fin du chapitre I et le chapitre II sont consacres
a deux questions: d'une part, au passage des automorphismes infinitesimaux
aux automorphismes tout court; d'autre part, a Γintroduction des "equations
de Lie" (c'est-a-dire des equations qui definissent les pseudogroupes de Lie,
dans la terminologie usuelle), et a Γ etude de leurs prolongements.

En principe, ces questions sont a peu pres claires, une fois le formalisme
precedent mis en place. L'auteur, non sans une certaine repugnance, a cru
devoir cependant developper en detail les inevitables sorites que cette question
comporte, pour les replacer dans le cadre du point de vue developpe ici, d'une
part, faute d'avoir a sa disposition une reference suffisamment satisfaisante
d'autre part. Le point le plus interessant est probablement contenu dans les for-
mules (6.3) a (6.7) qui etablissent les liens entre notre formalisme (c'est-a-dire
essentiellement Γoperateur <3 de Spencer et la maniere dont il est introduit ici),
la forme fondamentale de Cartan, et la theorie du prolongement des equations
de Lie. Signalons qu'une partie de ces liens avait ete anterieurement donnee
par Guillemin-Sternberg [15], et une autre par Que [21].

Au total, le formalisme obtenu se revele a Γusage utilisable, malgre une
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certaine lourdeur dont Γavenir dira dans quelle mesure elle est inevitable. D'une
part, nous nous en servons au chapitre III pour donner une generalisation du
theoreme de Newlander-Nirenberg dans le cadre des pseudogroupes elliptiques.
D'autre part, Goldschmidt s'en sert pour donner une version du "troisieme
theoreme fundamental" de Cartan. II semble enfin que des notions voisines
puissent etre de quelque utilite dans des problemes de caractere global.

Une premiere version de ce travail a ete redige dans le cadre du Seminaire
Leray [19]. La version "plus definitive" presentee ici n'en differe presque pas,
excepte au paragraphe 3 oύ la "forme de la connexion canonique" χ (notee Ω
dans [19]) est definie de maniere plus simple et naturelle.

Normalement, cet article aurait du etre ecrit et signe en commun par D.
Spencer et Γauteur (c'etait d'ailleurs notre intention originale): d'une part, il
ne fait pour Γessentiel que reprendre les idees de Spencer [24] d'autre part,
au cours de son elaboration, j 'ai reςu une aide constante de D. Spencer. Je
suis heureux de Γen remercier ici et de lui offrir ce travail ainsi qu'a S.S. Chern,
dans ce volume qui leur est dedie.

Je remercie aussi C. Buttin qui m'a aide de faςon decisive a comprendre la
version originale [24] de la theorie, et J. L. Koszul et H. Goldschmidt pour les
nombreuses discussions que j 'ai eues avec eux et pour toutes leurs suggestions.

I. FORME INFINITESIMALE DES EQUATIONS DE LIE

1. Rappels sur la cohomologie de Spencer

Nous utiliserons la theorie formelle des equations difϊerentielles lineaires de
Spencer, Quillen, Goldschmidt etc.... telle qu'elle est developpee dans [9]. Ce
paragraphe est seulement destine a fixer les notations et la terminologie que
nous utiliserons par la suite.

Soit X une variete de classe °̂° sur R, dont la dimension sera notee n. Elle
sera toujours supposee paracompacte et connexe (en fait, les resultats etant
locaux, on pourrait se limiter aux ouverts de Rn) si E est un fibre vectoriel
sur X, on note S le faisceau de ses sections; si E est le fibre trivial X x R, on
ecrit E = 1, δ = Θx.

Si SF est un 0x-module (i.e., un faisceau de ^-modules), nous identifions
2F a Γensemble de ses sections la notation ".s e J5"" signifie done "s e J^ α , a un
point de X" nous designons par "section de J ^ " une section sur un ouvert
non necessairement explicite: bien entendu, lorsqu'intervient une loi de com-
position entre faisceaux, les germes (resp. sections) consideres sont sous-entendus
au meme point (resp. sur le meme ouvert). Enfin, pour ae X, la "fibre en a de
«^", i.e., J^a (g)ΘX,a R sera notee ^{a).

Soit Δ la diagonale de X2, prλ et pr2 les deux projections X2 z j X et prx \Δ,
pr2\j leurs restrictions a Δ. Un faisceau sur X (resp. sur Δ) sera toujours iden-
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tifie a son image reciproque par prλ\Δ (resp. a son image directe par Γinjection
Δ —> X2 par exemple, sur Δ, on ecrira Θx pour pr^xΘx cette convention allege
les notations et n'aura aucun inconvenient ici. Soit fk+ι le sous-faisceau de
Θχ2 forme des functions qui s'annulent a Γordre k sur Δ; d'apres un lemme
elementaire, ^k+ι est la puissance (A:+l)-ieme de fι = / , faisceau des fonc-
tions nulles sur Δ. En coordonnees locales, et avecles notations usuelles, / * + 1

est engendre par les monόmes (x' — x)a, \a\ = k + 1 une section de Θx%\fk+1

peut alors s'ecrire de maniere unique, en developpant suivant les {x' — x)a

a(x,x')= Σ aa(x)(xf-xYla\ (mod/*+ 1)
|α|<fc

avec aa(x) = (D%,a)(x, x). Sous cette forme, on voit immediatement que
Θx*l fk+ι n'est autre que le faisceau P{ΘX) des sections de /(I), le fibre des
jets d'ordre k de sections du fibre trivial 1; cela se generalise immediatement:
si E (resp. ^) est un fibre vectoriel sur X (resp. un 0x-module), nous noterons
P(E) le fibre des jets d'ordre k de sections de E (resp. nous poserons Jk(^) =
®x*l fk+ι ®pr^ΘxVr2λ^\ o n v °it a l ° r s q u e Jk($) est le faisceau des sections
de Jk(E); Γapplication usuelle /*: δ -> P(β) est alors definie par \k(s) =
1 ®pr^s. Par exemple, pour a e Φz, on aura (jka)(x,x') = a(xf), mod fk+ι.

II sera commode d'employer le langage suivant: on note Δ{k) Γespace annele
(J, Jk(Θx)) Uk(βx) est visiblement un faisceau d'anneaux locaux), et on Γappelle
un "espace differentiable", par analogie avec les espaces analytiques au sens
de Grothendieck [9]; il sera commode dans la suite de parler des "champs
de vecteurs sur J ( f c ) ", des "automorphismes prrprojetables de J ( f c ) ", et autres
notions que nous definirons chaque fois par passage au quotient a partir de X2

(d'ailleurs, on definirait facilement une categorie avec les espaces de ce type en
prenant pour morphismes ceux des espaces anneles sous-jacents en fait, ici,
seuls interviennent les morphismes etales, i.e., les isomorphismes locaux).

Soit T* le fibre cotangent de X. En relevant les formes differentielles de X
a X2 par prf, on voit qu'on peut considerer les elements de Ap^r* ®oxJ

k{Ox)
comme des germes de formes differentielles sur X2, mod (/

k+1 (ou si Γon
prefere sur Δik)). Designant alors par D la differentielle exterieure par rapport
a la premiere variable seule, on trouve le complexe de Spencer

0 >ΘX^U Jk(Θx) -*

J L ^ Λ*\r* ®P{ΘX) • 0

[A partir de maintenant, on convient que Jι = 0 si / < 0 et Γon omet d'ecrire

0 x sous le symbole (x)]. En coordonnees locales, si a = (aa)la]<k, i.e., si a(x, x') =

Σ aa(χ)((χ'—χ)°l<xl)9 m °d fk+\ on aura

Da = Σ dxi^da/dxt (mod/*) = (Σ d
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Bi designant le multientier (0, a, 1, , 0), le 1 a la /-erne place. De meme pour
les formes de degre superieur. On demontre aisement (voir p. ex. [9]) que ce
complexe est acyclique pour tout k > 0.

Soit ^ un (^-module; en remarquant que D est pr^Θj.-lineaire (mais non
tf^-lineaire !), et en appliquant a (1.1)Λ le foncteur ®vr^ΘxVr^λ^^ o n trouve
encore un complexe, acyclique pour k > 0:

(1.2), 0 > & -^-> P(^) -^-> Γ*®J*-\&) -^->

Soit enίin πk la projection naturelle Jk+1(l) —> Jk(l) le noyau de cette appli-
cation s'identifie a Sk+1(T*) (Sk = puissance &-ieme symetrique), sur Sk(^*)9

les deux structures de 0x-module definies par pr^1 et pr^1 coincident, et la
restriction — δ de D est done dλ^-lineaire ( = prf^^-lineaire, suivant nos con-
ventions). En coordonnees locales, on a, pour a = (aa)la]=k+1

δa= (Σ dxt (x) aa+ε\ = Σ dXi ® dajdx[ (mod fk+1)
\ i I \a\=k i

δ est done defini "fibre par fibre". Si E est un fibre vectoriel sur X, on en
deduit un complexe

0 • SfcCΓ*) (x) E -?-> T* <g> S*-KT*) (8) E

>0

dont le complexe des sections, est simplement le noyau de la projection πk_ι:
(1 - 2)k -> (1 - 2)k_u avec & = g.

II est immediat de verifier que, pour k > 1, le complexe precedent est
acyclique.

2. Vecteurs verticaux et diagonaux

Nous allons appliquer les considerations precedentes a E = T, le fibre tan-
gent de X; on prendra garde qu'ici, Γidentification usuelle E ~ J\E) n'est
pas permise, du fait que nous aurons dans la suite a travailler avec des auto-
morphismes (et des automorphismes infinitesimaux) de X2 qui seront /?rΓprojet-
ables, mais non p/yprojetables il est clair qu'un tel automorphisme opere
difϊeremment, en general, sur prϊ\$~)\Δ et prϊ\ZΓ)\ά.

Le faisceau Jk{£Γ) sera identifie au faisceau des champs prrverticaux sur X2,
modulo ceux qui s'annulent a Γordre k sur Δ\ nous appellerons ses sections
des "champs verticaux sur X2 le long de zf(fc)" (lorsqu'un tel champ n'est pas
tangent a J , il ne definit pas de germe de groupe a un parametre sur Δ{k) et ne
peut done pas etre appele un "champ de vecteurs sur J ( A ; ) "). Le crochet des
champs de vecteurs sur X2 donne par restriction un crochet
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X .
A

qui est d'ailleurs defini fibre par fibre, de la maniere suivante: soient ξ et η
deux jets d'ordre k de sections de T en x0, ξ et rj des sections de T relevant ξ
et rj\ alors, on a [ξ, TJ](XQ) = *"1^, η](x0), (le second membre ne dependant
evidemment que de ζ et rj). En coordonnees locales, une section de Jk(T)
s'ecrira done

mod(/*+ 1) ,
1

ce que nous ecrivons encore a(x9 x')d/dx', avec

jd/dx[\

a = (a19 - , an) , — - = I \

\d/dχU

Definissons maintenant les champs de vecteurs diagonaux sur X2 comme
etant les champs /?rrprojetables et preservant Δ (i.e., tangents a Δ) et soit v
Γ application qui a un tel champ fait corresponds sa partie verticale; il est im-
mediat que v est une bijection; en coordonnees locales, si ξ = a(x, x')d/dx', on
a v-λξ = a(x, x')dldxf + a(x, x)d/dx.

Par passage au quotient, v'1 donne un isomorphisme de Jk(ZΓ) sur le faisceau,
quotient des champs diagonaux par ceux qui s'annulent a Γordre k sur Δ; nous
appellerons ce quotient "faisceau des champs projetables sur J ( f e )", et nous le
noterons Jk{J')\ le fibre correspondant sera naturellement note Jk(T).

Par passage au quotient a partir des operations usuelles sur X2, on trouve
les resultats suivants:

(2.1) Jk(^) opere comme un faisceau de derivations sur Jk(Θx).

(2.2) Jk(^Γ) est un faisceau d'algebres de Lie sur Δ, contrairement a Jk{^)
mais ici, le crochet n'est plus 0^-bilineaire.

(2.3) Le crochet de Jk+\£Γ) X j / W est bien defini, a valeurs dans
(et il n'est 0x-lineaire que sur le premier facteur).

Plus generalement, considerons Λp^r* (g) Jk(3T) et AvJ'* ® Jk+1(<T) comme
des faisceaux de formes vectorielles sur X2, modulo c/

k+1; alors, pour
ξ 6 Jk+1(J'), la derivee de Lie θ(ξ) opere dans les espaces precedents.

II est facile de verifier que le crochet (2.2) coincide avec celui qui est defini
d'habitude sur Jk(J') a partir de la correspondance entre les sections de ce
faisceau et les champs de vecteurs invariants sur Γespace des reperes d'ordre
k; donnons neanmoins quelques indications sur ce point. Soit Y une variete
differentiate et π: Y —> X une submersion soit Wγ le faisceau sur X qui a
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U, ouvert de X, associe Γensemble des champs projetables sur π~ι(JJ) Wγ est
un faisceau d'algebres de Lie et la projection π induit un homomorphisme
d'algebres de Lie Wγ —> ZΓ x. Nous dirons avec Ehresmann que (Y, π) est
muni d'une structure de "prolongement d'ordre k" de X si Γon s'est donne un
relevement p: ZΓx —> Wγ commutant aux crochets, et qui soit un opέrateur
differentiel d'ordre k, ce qui veut dire ceci: en coordonnees locales, si Y =
X X Z, ξ = a(x)d/dx, on a

P(ξ) = Σ pa(x,z)D%a)d/dz + a(x)d/3x .
\\a\<fc I

Par exemple, si Y = Tx, ou Y = Tx la consideration du germe de groupe
a un parametre associe a un champ de vecteurs permet immediatement de
munir Y d'une structure de prolongement d'ordre 1 de X (celle structure est
d'ailleurs en general sous-entendue quand on parle du "fibre tangent" ou
"cotangent"). De meme, soit Y le fibre des operateurs differentiels lineaires
d'ordre k sur X, par exemple de 1 dans 1; par le meme procede, Y est muni
d'une structure de prolongement d'ordre k de X. En fait, dans ces exemples,
on a meme une notion de prolongement plus precise, i.e., un relevement des
automorphismes locaux de X dans ceux de Y, sur lequel nous n'insisterons pas.

Cela etant, p definit une application 0x-lineaire p: P(έF) —* Wγ, avec p =
pjk, d'oύ une application p = pv. Jk(έF) —> Wγ; p est un homomorphisme
d'algebres deLie; en efϊet, toute section de Jk(3Γ) s'ecrit localement Σ fi}k($i),
ft £ ®x> ζ% £ y> Jk — v~Ίk, et il suίrit done de verifier que Γon a

en identifiant / et g a TΓ"1^) et π'\g); or cela resulte immediatement des
formules

7*K, η\ = Uk(ξ), /*(?)] Hξ)g = ξg,P(ξ)g = ξg

et de Γhypothese p[ξ, η] = [p(ξ), p(η)]. L'espace (Jk, prj, muni de Jk, apparaίt
done comme un "prolongement d'ordre &" particulierement simple, et meme
universel en un sens que le lecteur pourra preciser.

Supposons que Y soit un fibre vectoriel sur X; Y est alors dit "prolongement
vectoriel d'ordre k de X" si, pour tout ξ € J~x, θ(p(ξ)) preserve la structure
vectorielle de Y (i.e., le germe de groupe a un parametre de p(ξ) le preserve)
si s est un germe de section de Y, on peut alors poser θ(ξ)s = θ(p(ξ))s, pour
ξ ε y , et, plus generalement, θ(ξ)s = θ(p(ξ))s, pour ξ ε Jk{^Γ). Par exemple,
Jk(T) est un espace de prolongement d'ordre k + 1 de X, et Γon verifie qu'on
a, pour ξ e Jk+1(f), 7] € Pif): θ(ξ)η = [ξ, η], le crochet defini en (2.3).

Introduisons enfin le faisceau Jk(^F) des parties principales d'ordre k sur Δ
de champs de vecteurs prrprojetables sur X2 (ou "champs de vecteurs proje-
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tables sur X2 le long de J ( f c ) ") . Jk(T) est la somme de ses deux sous-espaces
Jk(T) et Jk(T); par ailleurs, on a

P{T) Π J{T) = {? € /*(Γ) I πoξ = 0} = Jk(T)

on a une suite exacte

(2.4) 0 • Jk(T) > Jk(T) • T • 0

la 2e fleche etant la projection prx (et la premiere Γinjection evidente) d'autre
part Γinjection Jk(T) —> Jk(T) donne en passant au quotient un isomorphisme

Jk(T)/Jk(T) ^ j*(T)/jξ(T)

en composant avec la projection ττ0, on obtient done une suite exacte

(2.5) 0 > Jk(T) > Jk(T) • J°(T) • 0 .

A noter que (2.4) et (2.5) commutent evidemment aux automorphismes πx-
projetables de X2 qui laissent stable Δ.

3. La connexion canonique

Rappelons d'abord la notion de crochet de formes vectorielles, due a Nijen-
huis [voir [7]). Soit u une section sur X de AV3~* ® ZΓ. Alors, on deίinit i(u):
jfij-* _^ ^Q+P-1^-* p a r la formule suivante: si u = a ® ξ, a section de APJ~*
et ξ section de ZΓ, on pose i{a (x) ξ)β = a Λ i(ξ)β, i designant le produit in-
terieur, on etend ensuite a u quelconque, par linearite et localisation; on a

i(u)(β A γ) = i(μ)β A γ + ( - l) (^-1 ) d e^/3 Λ i(u)γ ,

i.e., i{u) est une derivation de degre (p — 1).
Nous ecrivons aussi i(u)β = w A β, et nous deίinirons d'autre part /3 Λ w par

i3Λ(ff(x)i5) = ( ^ Λ α ) ® f . Enfin, pour v section de Aq?T* ® ^ , nous defini-
rons u~/\v par

La derivation exterieure (i est une derivation de degre + 1 sur ΛZΓ* —

0 AV2Γ* on pose alors θ{u) = [/(w), d] (rappelons que le crochet de deux deri-

vations D et Dr de degres respectifs q et r est par definition la derivation de

degre q + r: DD' — (— l) Q r D'D). Lorsque M est de degre 0, i.e., est un champ

de vecteurs, θ(u) coincide avec la derivee de Lie, d'apres la formule de H.

Cartan. Dans le cas general, on a

aA Kξ)dβ + ( - l)*d(α Λ i



510 BERNARD MALGRANGE

d'oύ

(3.1) θ(a®ξ)β = aΛ θ(ξ)β + (-\)*da A i(g)β .

Soit maintenant v e Aq?Γ* ® ZΓ on montre qu'il existe un unique

w <= Λp+qf* (x) F verifiant θ(w) = [θ(u), θ(v)] posant w = [u, v], on a

(3 2) l<*®

On en tire la formule suivante:

(3.3) [u, β®η] = θ(μ)β <g> 9 + (-1)^/3 Λ [M, 7 ] - ( - \)^^{dβ <g> ? ) A « ,

d'oύ [f, ?;] = ^(f)'y, ^ designant la derivee de Lie, comme toujours.
Enfin, on a Γidentite de Jacobi, qui resulte immediatement de la formule an-

alogue pour les derivations:

(3.4) [«, [v, w]] = [[«, V], w] + ( - l ) ^ b , [u, w]] .

Soit maintenant π: Y -^ X une submersion. En tout point b eY, on a une
suite exacte

0 > F F , δ > ΓF,δ - ^ > ΓX 5 j r ( δ ) > 0 ,

oύ VYtb designe les vecteurs verticaux de 7 en i . Une connexion au sens
d'Ehresmann dans Y (relativement a π) est par definition une scission de cette
suite exacte, i.e., la donnee, pour tout b eY d'un relevement γb: Tx^π(b) —• Γ x δ

de π'h\ on suppose que γb depend diίϊerentiablement de b. Les elements de
Im (γb) s'appellent "vecteurs ^-horizontaux en b". Au lieu de se donner γ, il
revient au meme de se donner, en tout point b, le projecteur de T F δ sur F Γ δ

parallelement aux vecteurs horizontaux; comme F F δ est un sous-espace de
T F ? δ , cela deίinit une section du fibre HomF (TY, TY) ~ T F ® T F , i.e., une
1-forme vectorielle ω sur Y que nous appellerons "forme de la connexion".

On verifie alors facilement le resultat suivant, qui n'est qu'une des nom-
breuses variantes du theoreme de Frobenius: pour que γ soit integrable, (i.e.,
pour que le champ b κ> Im (γb) soit integrale), il faut et il suffit qu'on ait
[ω,ω] = 0. Dans le cas general, la forme %[ω, ω] s'appelle la courbure de γ.
A noter aussi qu'une connexion integrable coincide avec un "prolongement
d'ordre 0" au sens du § 2.

Prenons en particulier Y = X2, avec π = prλ comme sur tout produit, on a
une connexion canonique integrable, celle dont les vecteurs horizontaux sont
annules par pr'2. Dans la suite, nous noterons ω la forme de cette connexion; en
coordonnees locales, elle s'ecrit α ι = Σ ώ J ® d/d t , ou encore ω = dxf (x) d/dx'.

Soint ύ e ΛV*Γ* ® Jk(^), et u = (id (x) v)u en relevant les formes sur X a
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X2 par prf, on peut considerer que u et ύ proviennent par, passage au quotient
de formes vectorielles sur X2 on voit alors tout de suite, par exemple en coor-
donnees locales, que ύ A ω est bien defini en tant qu'element de AVZΓ* ® Jk(έΓ)
i.e., ne depend pas du relevement choisi de u, et qu'on a

(3.5) u = ύ 7\ω .

La formule suivante est Γ analogue dans notre point de vue d'une formule de
Guillemin-Sternberg [15].

Theoreme (3.6). On a Du = — [ω, u] = — [ω, ύ].
Demontrons d'abord cette formule pour u = ξζJk(^); le plus simple est

d'operer en coordonnees locales:

- [ ω , u] = θ(ξ)ω = Σ θ{ξ)dx[®dldxf

ί + Σ dx[ ® θ{ξ)dIdx[ .

Posant ξ = Σ ξJ(x,x')d/dx'i, il vient

- [ ω , f ] = Σ dξ^d/dxi - Σ dx'i®(dξjldx'i)d/dx'j

et finalement, en explicitant dξt

- [ ω , ξ]=Σ d

Un calcul analogue montre qu'on a — [ω,ξ] = Dξ. Soit maintenant α e ΛVZΓ*
d'apres (3.4), on a

- [ω, α ® ξ] = —θ(ω)α ® ξ - ( - l)pα A [ω, ξ] + (dα (x) ξ) A ω

comme ξ7\ω = ξ et ^(ω)α: = 0 (immediat par (3.1)), on en tire — [ω, α (x) f]
= ( - l ) p c c Λ i ) ? + dα®ξ = D(α(8)f), d'oύ la formule — [ω, w] = Dw; la
formule — [ω, w] = Du se demontre de la meme maniere.

Lesformules (3.5) et (3.6) peuvent s'exprimer ainsi: v est le projecteur de
la connexion canonique, restreint a Jk(T), et D est la difϊerentielle de cette
connexion. La theorie des equations de Lie pourrait en principe se faire a partir
de ces formules, a la maniere de Guillemin-Sternberg [15] voir §4 et § 5 ;
cependant elles ne semblent pas donner jusqu'a nouvel ordre une forme mani-
able de la cohomologie de Spencer "sophistiquee" (voir § 7). Aussi allons-nous
donner une autre version de ces formules, d'apparence un peut plus compliquee,
mais qui se revelera mieux adaptee a notre objet. L'idee consiste, d'une part
a utiliser la dualite sur &x et non sur Θχ2, d'autre part a faire jouer le role
essentiel a y"1 au lieu de v.

Nous emploierons les notations suivantes: / fc(T)* est le fibre dual de Jk(T)
sur X, et Jk{^Ύ ~ ΈLom@x(Jk(έΓ), Θx) le faisceau de ses sections. II sera com-
mode ici de commencer les calculs en passant a la limite pour k —• oo, et en
redescendant seulement ensuite a k fini nous poserons done J{^) = lim Jk
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la limite etant prise suivant les projections πk: Jk+1(J') —> P{^)\ de meme
]{&Ύ = lim/*(y)*; definitions anlogues, avec / remplace par / ou /.

On peut, par exemple, interpreter les sections de ί(J') sur X comme des
parties principales d'ordre infini sur Δ des champs de vecteurs /?rrprojetables
de X2. DΌύ une structure naturelle de faisceau d'algebres de Lie sur ί(^),
dont J{^) et J(^) sont deux sous-faisceaux d'algebres de Lie. Par dualite, on
munit Λ*](JΓ)* d'une differentielle exterieure, notee d, parle procede suivant:

i) Pour feΘx = A°J(J~)*, df est la differentielle usuelle de / qu'on identifie
a son image dans 3{^ΓY par Γapplication prf transposee de la projection prλ:

ii) Pour a € J{βΎ, on pose

(da, ξAη} = θ(ξ)<a, η) - θ(η)<a9 ξ> - <α, [ξ, η\)

), et Γon etend cette operation en une derivation de degre 1 de

Un calcul classique montre qu'on a d2 — 0. A noter que, localement sur X,
la cohomologie du complexe AJ(βΎ s'obtient facilement par application des
resultats de Gelfand-Fuks [8] nous n'utiliserons pas ce fait dans cet article.

L'injection naturelle consideree en i), prf: ΛZΓ* —* ΛίiβΎ commute a la
difϊerentielle exterieure; dans la suite, nous identifierons ΛZΓ* a son image par

Pour u <ε AίiβΎ (g) / ( ^ ) , on definit alors i(u) et θ(u) de la meme maniere que
dans le cas usuel, rappele au debut de ce paragraphe. Pour v € AJiβΎ ® / ( ^ ) ,
on definit alors [u, v] a partir de (3.2) et (3.3), et Γon a encore θ[u, v] =
\θ(u), θ(v)] (mais j'ignore si θ(u) determine u, i.e., si θ(u) = 0 entraίne u = 0)
on a encore Γidentite de Jacobi (3.4); la formule [ξ, u] = θ{ξ)u sera prise
comme definition de θ(ξ), la "derivee de Lie" ne pouvant etre definie a partir
d'un groupe a un parametre que pour ξ ζ. J(^), comme on Γa deja remarque
au § 2.

La connexion canonique γ: ZΓ -* )(&") definit une section χ de ?Γ* ® H^),
i.e., une forme vectorielle sur J(^)9 qui est Γanalogue de la forme usuelle
(id - ω) sur X2.

Proposition (3.7) Soient ύ e Ap^* (g) J ( ^ ) et u = (id (g) v)ύ on a Du =

Cette formule est Γanalogue de theoreme (3.6), compte tenu de la formule
(facile a etablir: [id, u] = [id, u] = 0 sa demonstration est une variante de
cellede(3.6).

L'isomorphisme v: J{F) —> J(jT) donne, par dualite un isomorphisme v*:
/(^*)*-*/(^*)* en particulier, v* est un isomorphisme Z 0 ^ ) * - ^ / 0 ^ ) * ^ ^ * .
D'autre part, l'isomorphisme (2.4): ]{^)\K^) — J0^) donne, par dualite,
une injection P(ZΓY —> / ( ^ ) * ; cette injection (contrairement a y) commute
aux automorphismes de X2 /?rΓprojetables en preservant Δ\ aussi pouvons
nous, sans inconvenient, identifier ]\ZΓ)* a son image par cette injection.
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Proposition (3.8). ΛJ\JΎ®J^) est un sous-faisceau d'algebres de Lie
graduέes de Al(&*)* (g) j(f).

En vertu des formules (3.1) a (3.4), il suffit de verifier ceci: soient
a 6 ΛpJ°(f)*9 et ξ e J{f) alors, on a θ(ξ)a e AVP{ZΓ)* comme θ(ξ) est une
derivation, il suffit de verifier cela pour p = 1 or, pour η e / ( ^ ) , on a ξζa, η)
= (θ(ξ)a, η) -\r (a, [f, ηj) (cette formule resulte immediatement de la definition
de da et de θ(ξ)a). Prenons en particulier η e J(ZΓ) comme (a, /(Γ)> = 0,
on trouve (θ(ξ)a9 ^> = 0? done θ(ξ)a e ]\?ΓY, ce qui demontre la proposition.

Pour a e Λ3\9Ύ et £ € J(^), θ(ξ)a ne depend que de a et de la projection
de la projection de ξ dans J1^). II resulte de la que, pour tout k > 1,
AP(βΎ (x) Jk(^) est un faisceau d'algebres de Lie graduees, quotient du
precedent.

Definition (3.9). i) On designe par ΐ> Γisomorphisme

^* (x) v:

ii) Soient a e A*P(^)*9 et w e T ! * / 0 ^ ) * (X) J(eT) on pose rfα = y*-1^*^
et 5w = v~ιDvu .

iii) On pose χ = (v*~ι ® id)χ.
On a done χ e P(βΎ (x) J{^) \ une autre definition de χ peut etre obtenue

ainsi: Γapplication ?ι-*?Λχ, ξzίi^) est la projection de / ( ^ sur les
champs horizontaux de la connexion canonique, parallelement a J(<T), alors
que Γ application f i-> ξ A χ est la projection parallelement a / ( ^ ) . En coordon-
nees locales, on a χ = Σ dxi®dldxi\ χ = Σ dxi(^){dldxi)dldxi, considere
ici comme champ sur X2, ou plus exactement, comme section de J(£Γ).

Le resultat essentiel de ce paragraphe est le theoreme suivant, qui est la ver-
sion des formules de Spencer [25] dans le formalisme developpe ici:

Theoreme (3.10). i) Pour a e A*J°(F)*, on a θ(χ)a = da.
ii) Ona[χ9χ] = 0.

iii) Pour u e A*J\3~Y (x) /(^"), on a Du = [χ, w].
Avant de demontrer ces assertions, donnons une interpretation de χ suggeree

par J. K. Koszul. Soit 2/F le sous-faisceau des champs horizontaux de / ( ^ )
on a une decomposition de J(3Γ) en une somme directe de deux sous-algebres
de Lie: / ( ^ ) = 3^ (x) / ( ^ ) la [decomposition precedente donne par dualite
une decomposition /GT)* = J{$Ύ ® ^-L, avec K^)L = Z 0 ^ ) * , d'oύ une
bigraduation de A){βΎ (un α etant de type (p, q) s'il appartient a ^^/ί^)-1- (x)
T!9Jf-1 comme / ( ^ ) et j f sont deux sous-algebres de Lie, la differentielle rf
se decompose alors en d = <f + ί/77, ύί7 de type (1,0) et d" de type (0,1), et
l'on a d/2 = dm = d7d/7 + d77^ = 0.

Soit /? le projecteur J{^) -^ 3ti? correspondant a la decomposition precedente;
on a p(ξ) = — f A χ, i.e., — χ est la 1-forme definie par ce projecteur; de la
formule 0(χ) = i(χ)d — di(χ), on deduit alors qu'on a θ(χ) = —d' d'oύ en
particulier [0(χ),0(χ)] = 0.
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(A noter que le projecteur sur J(J~) et aussi Γ application identique de
definissant des 1-formes d'un type plus general que celui que nous avons con-
sidere, i.e., des elements de Hom(/(^\),/O^)) qui n'appartiennent pas a
J(JT)L (x) J(β") les crochets de telles formes peuvent aussi etre definis, mais
nous n'en aurons pas besoin ici).

Le theoreme peut maintenant etre demontre:
i) Pour / e Θx, on a, en coordonnees locales

θ(χ)f = Kχ)df = Σ dxt<d/dxi9 df) = df .

Ceci, joint au fait que θ(χ) et d sont deux derivations de carre nul de Λ/°(^~)*,
entraϊne le resultat.

ii) On a, d'apres (3.2)

lh %] = Σ dxt Λ dxj[d/dxt9 d/dxj] + 2Σ θφdxj ® d/dxj .

Dans cette somme, le premier terme est evidement nul, et le second est nul
d'apres i); d'oύ resultat.

iii) Soientf e / ( ^ ) et α g ^ V f J ) * ; en vertu de (3.3) et de i), on a
[χ, a (x) ξ] = da (g) ξ + (— l)pa Λ [χ, ξ] d'autre part, on a la formule suivante
qui resulte de la formule analogue pour D:

2)(α <g) £) = rfα <g> ? + ( - \Ya Λ Dξ .

II suffit done d'etablir qu'on aDξ = [χ, ξ] = —θ(ξ)χ comme on a /? = — /v(χ)
(?v, produit interieur droit), il revient au meme de demontrer qu'on a θ(ξ)p =
i'(Dξ)\ d'autre part, le projecteur id — p n'est autre que Γapplication ϊ>, egale
a Γidentite sur J(^r) et a v~ι sur J(^); comme 0(f)id = 0, il suffit d'etablir
qu'on a

(3.11) θ(ξ)v= -ϊφξ) .

Cette formule s'ecrit encore ainsi: pour tout η e J(^), on a

Cela se verifie facilement en coordonnees locales, et peut etre laisse au lecteur.
DΌύ le theoreme

Corollaire (3.12). Pour u,ve ΛJ\$Ύ ® / ( ^ ) , avec deg u = p, on a

D[u,v] = [Du,v] + (-\)*\u9Dv\ .

Cela resulte aussitόt de (3.4) et de theoreme (3.10).
Remarque (3.13). II peut etre commode dans certains calculs de "trans-

porter" les operations precedentes dans A3Γ* (g) / ( ^ ) de f agon precise, posons,
pour a, β e Λ3Γ* et ξ, η e J
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i) a = v*~ιa, β = \>*-ιβ\
ii) ad(α ® f )/3 = (i/* <8> id)0(

iii) D'(α ® ξ) = (v (g) id)D(α <
iv)
On a alors,

(3.13.1) ad(α <8> f)/3 = 0(α <8> ξ)β - (-)pDf(a ®ξ)7\β (p = deg a) ,

[M, v] = [M, V] - ( - \)*D'u 7\v + (- \)**+*D'v A M

(p = deg u,q = deg v) .

Cela montre que, aux notations pres, les operations introduites ici coinci-
dent avec elles considerees dans [24], [25].

Demontrons (3.13.1) pour a = 1 et β de degre 1 on a Jβ = χ A /3, d'oύ

A β + χ A β(f)]8 = -Dξ A j8 + χ A

et par suite,

ad(?)/3 = p*ff(f)j8 = -D'ξ A j8 + ^(f)^ .

Le reste des formules se deduit ensuite de la et de (3.1) et (3.2).

4. Equations de Lie pour les champs de vecteurs

Conformement aux definitions de la theorie formelle des equations difϊer-
entielles (voir [9]) une "equation d'ordre k sur T" sera un sous-fibre Rk

de Jk(T) nous appellerons 0ίh le faisceau de ses sections, et nous poserons
Άk = v~\Rk), ^k = v~ι(βtk). Les prolongements Rk+ι sont definis de la maniere
habituelle, sur laquelle nous reviendrons plus loin, et sont des "sous-fibres a
fibre variable" de Jk+ι(T); on dit que "Rk+ι est un fibre" s'il est de rang con-
stant et que "Rk est formellement integrable" si, pour tout / > 0, Rk+ι est un
fibre et la projection πk+t: Rk+ι+1 —> Rk+ι est surjective. Soit &k+ι le faisceau
des sections de Rk+ι (qui ne determine Rk+ι que si ce dernier est un fibre);
rappelons que les u€&k+ι+1 sont determines par recurrence par les conditions
suivantes: πk+ιuε&k+ι, Du z3Γ* (g)mk+ι.

Definition (4.1). Nous dirons que Rk (ou Rk) est une equation de Lie si
l 'ona Wk,@k](Z @k.

Exeniple (4.2). Soit π: Y —> X un prolongement d'ordre k de X et soit σ
une section de Y; avec les notations du §2, soit Rk Γensemble des vecteurs
ξ e Jk(T) tels que pξ soit tangent a σ, et supposons Rk de rang constant; alors
Rk est une equation de Lie; Γensemble des solutions de cette equation est Γen-
semble des ξ € f tels que pξ laisse a invariant, (i.e., soit tangent a σ). Dans le
cas particulier oύ Y est un prolongement vectoriel de X, la condition "f e ί%k"
equivaut a "θ{ξ)σ = 0".
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Proposition (4.3). Soit Rk une equation de Lie. Pour / > 0, on a [&k+ι,
&k+ι] c &k+ι; en particulier, si Rk+ι est un fibre, c'est une equation de Lie.

Demontrons la proposition pour / = 1, le cas general se traitant par recur-
rence de maniere analogue, soient ξ e i%k+\ η e &k+1; on a

, η\ = [πkξ9 πkη] e <%k

et, d'apres corollaire (3.12)

D[ξ,η] = [Dξ,η] + [ξ,Dη] = θ{ξ)Φη) - θ(η){Dξ)

il resulte alors de (3.3) que Γon a D[ξ, η] g P(jTY ® l%k, d'oύ le resultat. Pour
k + l> I, i\ resulte de la proposition precedente et de (3.2) que, si Rk est une
equation de Lie, ΛJ\ZΓY (x) ί%k+ι est une sous-algebre de Lie graduee de
AP{βΎ ® Jk(J~) (par contre pour k = I = 0, cet enonce n'a pas de sens, le
crochet en question n'en ay ant pas!).

La proposition suivante sera enoncee, pour simplifier, sous des hypotheses
inutilement restrictives, qui seront les seules a nous servir.

Proposition (4.4). Soit Rk un sous-fibre de Jk(T) supposons que Rk+1 soit
un fibre et que πk: Rk+ι —> Rk soit surjectif. Les propriέtέs suivantes sont alors
έquivalentes:

i) Rk est une aquation de Lie;
ii) [Rk+\Rk+ι] (ZRk;

iii) Wk+\@k] (Z@k.
Demontrons i) =>iii). Soient | e ^ f c + 1 , ηe&k, et posons ή — v~ι(η) on a,

d'apres (3.11): v'Xθφη) = θ(ξ)ή -η7\Dξε@k; d'oύ le resultat (a noter
qu'ici le fait que Rk+ι soit un fibre et la surjectivite de ^ f c + 1 -> &k ne sont pas
intervenus). Le meme calcul, joint a la surjectivite de Mk+ι —> 0ίk demontre
Γimplication iii)^>i). L'equivalence de i) et ii) se demontre de maniere
analogue.

Les propositions precedentes peuvent se demontrer d'une maniere plus
naturelle, sans faire appel au formalisme developpe au § 3, a condition d'exa-
miner de plus pres la notion de prolongement d'une equation diίϊerentielle
comme nous en aurons besoin dans la suite, nous allons maintenant revenir sur
ce point.

Designons par prt (i — 1, 2, 3) les 3 projections X3 ^ X, et posons prυ =
(pri9prj): X3->X2; soit / α ' f e ) l'ideal de θx, engendre par pr*fι + p r * / * ;
le faisceau (Pχ3/ ύf

a+hk+l) a pour support la diagonale Δ2 de X3 nous le noterons
Jι(Jk@x), et nous le considererons aussi, par une convention analogue a celle
faite au § 1, comme un faisceau sur X en Γidentifiant a son image par prλ.
Nous noterons quelquefois ΔaΛ) Γespace annele (Δ2,J

ι(JkΘx)).

Si E est un fibre vectoriel sur X, nous poserons Jι{JkS) —pr^1 ®vr^Gx JιQk®χ)
c'est (i.e., son image par prx est) un faisceau localement libre sur X, et nous
designerons par Jι(JkE) le fibre correspondant. Nous laissons le lecteur exa-
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miner queues identifications rendent ces notations compatibles avec celles du
§ 1, et avec les notations classiques des "espaces de jets iteres".

Nous designerons par j ι Γapplication /*(<f) —>P(P£) defϊnie par pr^1 et par
λι Γapplication P+ι(£) ->/*(/*<?) deίinie par pr^1; la premiere application
coincide avec le "jet d'ordre /" habituel; quant a la seconde, elle est ^-lineaire
et definit done un morphisme de fibres λι: Jk+ι(E) —> P(PE) qui est dέήnit
usuellement ainsi: on prend une section s de E au voisinage x0 € X, d'oύ par
jk une section de Jk(E), puis par jι une section de P(PE), dont la valeur en xQ

ne depend que de jk+ι(s)(x0). En coordonnees locales, avec des notations evi-
dentes, ces applications s'ecrivent ainsi

(jιa)(x, *', x") = a(xf, x") mod (xr - x)ι+\ (x;/ - x')k+1 ,

(λιa)(x, x', x") = a(x, x") mod (*' - x)ι+ι, {x" - xf)k+ι .

Cela etant, soient E et F deux fibres vectoriels sur X; soit φ un morphisme
Jk(E)-+F; designons encore par φ le morphisme de faisceaux associe; a φ
correspond de maniere biunvoque un operateur difϊerentiel Φ: $ —> J^, defini
par Φ — <p°jk; par abus de langage, on appelle encore ψ un operateur difϊeren-
tiel d'ordre k de E dans F, et Γon definit son prolongement d'ordre /, pι(φ):
P+\E)-^J\F) par la formule pι(φ) = (λιYιoφ\ avec ψ\Jι(PE) -> Jk(E)
deduit de φ de le maniere evidente (en langage elementaire, pι(φ) s'obtient en
"derivant Φ jusqu'a Γordre /"). Posons, pour xeX: Rk+ι(x) = ker pι(φ)(x)
lorsque Rk est un fibre i.e., lorsque φ est de rang constant, on a Rk+ι =
(λι)'ιJι(Rk)\ done les Rk+ι ne dependent que de Rk et coincident avec ceux
qui ont ete introduits plus haut.

Posons encore Jk(E) = ker π0: P(E) ~* J\E). De l'isomorphisme /J(l) - T*
(cf. § 1), on deduit par des produits tensoriels convenables des isomorphismes
Jl(E) ~ T*®E et Jl(Jk(E)) ~ T*(x)/ f c(E); en ecrivant ce dernier isomor-

phisme comme une egalite, on a alors, pour / € Jk+k+\

(4.5) D/ = pπj - λιf

que nous ecrivons aussi, par abus de notation: Df = jιf — λιj (cf. [22]; voir
aussi la definition de la differentielle d'une fonction dans [13]).

Par suite, si / e P+\g) verifie πkf e « ' , D/ e ^ * (g) l^fc, on aura A1/ € Z 1^*) ,
done / β ̂ f e + 1 et reciproquement.

Prenons en particulier E = T; on est alors amene a identifier Jι(P2Γ) aux

champs de vecteurs pr12-verticaux sur X\ modulo fa+1>*+1\ Appelons mainte-

nant "bidiagonaux" les champs ξ sur X3 qui

i) sont tangents a pr^(Δ),

ii) sont /?r12-projetables, avec prl2(ξ) diagonal sur X2.
En passant au quotient par (/^+1^+1\ on obtient un faisceau note Ja>k\$~)

en coordonnees locales un tel champ s'ecrit
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ξ = a(x, x', x")d\dx" + a(x,xr,x')d\dxf + a(x,x,x)d/dx

modulo (x" - xf)k+\ (x? - x)ι+1 .

L'application ξ ->Λ(JC, jc',jt")3/SJt" est un isomorphisme Ja>k)(£Γ) -
que nous noterons v, comme l'application analogue sur X2; nous definirons
ji: /*(jr) _> J«>*\T) et # : Jι+*(Γ) -> Ja*kW par j ι = v'ψv, λι = v~ιλιv\
on verifie immediatement que Ja^\^Γ) est une faisceau d'algebres de Lie, et
que j ι et λι sont des morphismes d'algebres de Lie.

La proposition (4.3) resulte des calculs precedents de la maniere suivante:
soit Rk c Jk{T) une equation de Lie; alors Jι{βk) = v~Ψ{^k) est un sous-
faisceau d'algebres de Lie de Ja^k\3Γ) (en efϊet, tout, element de Jι{βk) s'ecrit
Σ fi ® JιξίLfi e ®χ, ίi £ @j et il suffit d^examiner le crochet [/ (x) jιξ, g (x) jιrj\
pour ξ,ηe @k); par suite @k+ι = {λιyιjι(@k) est un sous-faisceau d'algebres
de Lie de Jk+ί(^r'). La proposition (4.4) pourrait aussi se demontrer d'une
maniere analogue, quoiqu'un peu plus compliquee; nous laisserons cette ques-
tion au lecteur.

Pour terminer avec les generalites sur les equations de Lie "infinitesimales",
il resterait a examiner la version "sophistiquee" du complexe de Spencer. Nous
renvoyons la question au § 7, oύ nous examinerons en meme temps le cas "fini"
ou "non-lineaire".

II. FORME FINIE DES EQUATIONS DE LIE

5. Transformations diagonales

Soient Qk(a, b) (resp. Qk(ά), resp. Qk) Γensemble des jets d'ordre k inversibles
d'applications X —> X, de source a et de but b (resp. de source a et de but quel-
conque, resp. de source et de but quelconques) muni de la loi de composition
des jets, Qk est un groupoϊde, i.e., une petite categorie dont les fleches sont in-
versibles; d'autre part, Qk est muni naturellement d'une structure de variete
diίϊerentiable. Sauf mention expresse du contraire, nous considέrerons Qk com-
me fibre sur X par la projection "source". Nous noterons alors Ά\ Γensemble
de ses germes de sections en a, et Mk = \j 11 le faisceau de ses sections.

Soit d'autre part / une application X2 —• X, et posons f{x) = f(x, x) l'appli-
cation F = (f, f): X2 —• X2 est /?rΓρro jet able et laisse stable Δ nous dirons
que F est diagonale si en outre, pour tout xeX, le germe en x de l'application
xr ι-+ f(x, x') est inversible le compose de deux applications diagonales est en-
core diagonal pour qu'une application diagonale F = (f, f) soit inversible au
voisinage de J , il faut et il suffit que f soit inversible.

Deux applications diagonales F et G ont, par definition, meme partie prin-
cipale d'ordre k (k, entier > 0) si elles coincident sur Δ ainsi que leurs derivees
d'ordre < k, ce qui entraϊne en particulier f = g°; nous ecrirons cela abusive-
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ment: / = gmod£/
k+1. A la partie principale d'ordre k definie par F, on as-

socie la section de Qk suivante: x H-> {jet d'ordre k en x de xf •-> f(x, JCO} on
obtient ainsi une bijection entre Γ(X, Qk) (resp. £k) et Γensemble des parties
principales (resp. des germes de parties principales) d'ordre k d'applications
diagonales X2 -+X2: dans la suite, nous identifterons ces deux espaces {resp.
ces deux jaisceaux). Par passage au quotient a partir de la loi de composition
des applications diagonales, on obtient une loi qui, a F e lk

a et G e £t\, avec
b = f(ά), associe GF e lk

a (bien entendu, dans chaque fibre, cette loi coincide
avec celle definie plus haut sur lk). Nous noterons 2?k le sous-faisceau des
elements inversibles de Q)k\ c'est encore un groupoϊde. Une section F de l k

est done une section de Sk si et seulement si elle est etale (i.e., localement in-
versible), ou encore si f est etale.

Soit Aut(X) le faisceau des germes d'applications etales X-+X; a
/ e Aut (X), on associe le germe d'application diagonale: (x, x') •-> (fix), /(*'))>
dont la partie principale d'ordre k sera notee Jkf: moyennant Γidentification
faite ci-dessus cette application coincide avec Γapplication "jet d'ordre k de /"
usuelle. Pour k = 0, on obtient un isomorphisme /°: Aut(Z) —> J ° ; dans la
suite, nous identifierons ces deux faisceaux [de meme que nous avons identifie

& et /°cr)].
Notons enfin que Jk(<T) peut etre considere comme Γalgebre de Lie de J f c

de meme que ZΓ est "Γalgebre de Lie" de Aut(Z); de faςon plus precise, on
a les proprietes suivantes:

a) Soit Ft une famille a un parametre de section de J f c , dependant diίϊeren-
tiablement de t, avec Fo = id; en relevant la situation a X2 on definit de
maniere evidente

b) Soit ξ e Γ(X, Jk(<T)) en relevant ξ en un champ diagonal sur X2, on
definit, pour tout ouvert [ / C C Z e t tout t e R voisin de 0, exp (tξ) \v € Γ(U, 2>k).
Les formules usuelles sur Γexponentielle des champs de vecteurs sont encore
vraies, puisque tout est defini par passage au quotient a partir de la situation
usuelle sur X2; enfin, de la definition de j k resulte que, pour ξ e Γ(X, T), on
a, pour U C C X et t voisin de 0

(5.1) / * exp (tξ) \σ = exp (tjkξ) \v .

(Dans la suite, par abus de notation, nous omettrons d'indiquer Γouvert U). En

employant le langage geometrique utilise precedemment, on peut done dire que

2>k (resp. Jk(3Γ)) est le faisceau des automorphismes locaux(resρ. infinitesimaux)

/?rrprojetables de Δ{k).

Prenons k > 0, et soit F € J = l im^ 2ϊk theoreme (3.6) amene a poser

(5.2) @F = F~\ω) -
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En efϊectuant le calcul en coordonnees locales, (apres avoir releve F en une
application diagonale) on trouve

(5.3) @F = dxidf/dxXdf/dxT'd/dx'

on a done QF e ̂ * (x) / ( ^ ) par passage au quotient, on trouve que Of definit
encore une application 3f\ 2ϊk+1 —> ^ * <g) /*(5") (Nous ecrirons encore par abus
de notation, pour FeSk+ι: 3)F = F~l(w) - ω). De plus, 3)F = 0 equivaut a
dF/dx = 0, ou encore a F = /* + 1 ( f ) .

De [ω,ω] = 0, on tire [F-\ω),F-ι(ω)] = 0, ou, d'apres (3.6) et (5.2)
"Γequation de structure" (pour k > 1 pour /: = 0, cette equation est vide).

(5.4) 3ιxF = D9F + \\βF, 3fF\ = 0 .
Def

En passant aux germes, on obtient le "complexe non-lineaire de Spencer"
(1 ere forme)

(5.5) Aut (X) ——> 2>k+1 > ?Γ* ® Jk(έF) —^> A2ϊF* ® Jk~\ϊF)

et ce complexe est exact en 2ϊk+1. Le meme complexe peut aussi etre obtenu
en posant 3>F = χ — F - 1(χ) et en utilisant (3.7) au lieu de (3.6) (on verifie
aisement, par exemple en utilisant Γexpression de χ en coordonnees locales,
que les deux definitions de <2)F coincident; nous laissons cette question au
lecteur). La theorie de Inequivalence peut en principe etre faite avec ce com-
plexe (cf. [15], [21]). Cependant, pour passer aux complexes "sophistiques",
(cf. § 7), il est preferable de travailler plutόt avec les formules (3.10), ce que
nous allons faire maintenant.

Soit F e 2ϊk+ι; alors F " 1 opere de maniere evident sur Jk(^), et par con-
sequent, sur AJk(βΎ (x) Jk{^) considerant alors la classe de χ dans ce dernier
espace, classe que nous noterons encore χ, nous poserons:

(5.6) 9F = χ - F-\χ) .

Designant, comme au § 3, par v le projecteur J{^Γ) -+ J{2Γ) parallelement aux
vecteurs horizontaux, en vertu de la formule /'(χ) = v — id, on a la formule
suivante, analogue "fini" de (3.11):

(5.7) ϊ(βF) = v - F-\ϊ) .

Cette application est a valeurs dans jk($~), puisque cet espace est evidem-
ment stable par F'1; d'autre part elle s'annule sur Jk(^Γ); par suite, on a

II est facile de trouver la relation qui existe entre 3)F et 9F; en effet, en
restreignant Γapplication (5.7) a J(^), on trouve
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(5.8) i'@F)\j*ir) = v-1-F-Kv-1) .

D'autre part, un calcul analogue avec χ au lieu de χ donne la relation

(5.9) i'&F) | j* ( j r ) = F'\v) - v .

Par consequent, Γapplication v~ι — ϊ(βF)\ Jk(,T) -> Jk{&) a pour inverse
Γ application v + ir(βF) on en deduit d'abord que 9F = 0 equivaut a Q)F =
0, done k F = }k+1(f). On en deduit ensuite Γexpression de 9F en coordon-
nees locales.

En efϊet, pour ξ = a(x,x')dldx' + a(x,x)d/dx e Jk(T), posons η =
b(x,x;)djdxf = vξ + ξ7\@F; d'apres (5.3), on a

6(*,*0 - a{x,xf) + a(x,x)(df/dx)(3f/dxrι ,

d'oύ

b(x,x) = a(x,x)[I

(parce que (df/dx)(x,x) + {djjdxf){x,x) = df/dx). D'oύ finalement

Λ(JC, JCO = 6(JC, xθ - b(x, x)M(x, JC7) ,

avec

M(JC,JCO = Wldx'){x,x){dtldxy\dfld

et, par consequent

(5.10) ®F = dx® [M(x, xf)djdx' + M(JC,

Cette formule m'avait ete donnee par C. Buttin dans un etat anterieur de la
theorie. Finalement, de [χ, χ] = 0 et de theoreme (3.10), on tire "Γequa-
tion de structure" (2e forme)

(5.11) D9F - \πk_λ[9F9 ®F\ = 0

(on ecrit ici πk_x pour id (g) πk_^).
D'oύ une deuxieme forme du "complexe non-lineaire" de Spencer

(5.12) Aut (X) -ΐ—> 2>k+1 -?-> ]\&Ύ (8) Jk(3Γ) -?ί> ΛΊ\3~Y (x) Jk

avec ^xw — Du — \πk_λ[u, u\\ ce complexe est encore exact on §k+\

Remarque (5.13) (Analogue de remarque (3.13)). Pour az Λ^*, posons
a = v*-χa et AdF"1^) = v*F~\a). Pour calculer AdF~!(α:), notons qu'il
coincide avec F~\a) pour a de degre 0, et que d'autre part AdF" 1 commute
au produit exteriur. II suffit done de faire le calcul pour deg a = 1 on a alors:
a = χ7\a, d'oύ F~λ(a) = /^(χ) A F" 1 ^) = χ A F'Hα:) - 9F 7\ F'^α)
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d'apres (5.6). En posant 9>'F — (ι;* (x)id)^F, on obtient finalement, pour a
de degre 1:

(comparer avec [24], [25] oύ cette formule est prise comme definition de
AdF" 1 ) .

Pour terminer ce paragraphe, introduisons les analogues "finis" des notions
considerees a la fin du § 4. Considerons une application F: Xz —>X3 qui pos-
sede les proprietes suivantes:

i) F laisse stable pr^{Δ)

ii) F est /?r12-ρrojetable, et pru(F) est diagonale.

Autrement dit: F peut s'ecrire y" = f(x,x',x"); y/ = fix,x',x')\ y =
f(x, x,x), f etant une application X3 -» X telle que, pour tout x e X, le germe
en x de Γapplication x' —> y' soit inversible.

Nous dirons que F est bidiagonale si outre i) et ii), elle possede la propriete
suivante:

iii) Pour tout x e X, le germe en (x, x) de Γ application ix', x") ι-> iy', y")
est inversible. (D'apres le theoreme des fonctions implicites, il revient au meme
de supposer que le germe en x de Γapplication y" ^> fix, x, x") est inversible).

On dira que deux applications bidiagonales ont meme partie principale
d'ordre (/, k) si, en coordonnees locales, leurs composantes coincident modulo
^rα+i,fc+Ό. o n dέfinit ainsi le faisceau ^α»Λ ) des germes de parties principales
d'ordre (Z, k) d'applications bidiagonales; il s'identifie au faisceau des sections
(pour la fibration "source") du fibre Jα» fc ) des jets d'ordre / de sections etales
de l k (i.e., de sections de J f c) muni de la loi de composition des jets, Qα'*) est
un groupoϊde. On designe enfin par @a>k) le sous-faisceau des section etales de
J α ' f c ) , i.e., des sections F telles que χ\-+fix,x,x) soit etale; c'est encore un
groupoϊde, et Ja*k)iT) peut etre considere comme son "algebre de Lie" dans
le meme sens que Ji^) est P algebre de Lie de Qk (nous laissons les details
au lecteur). Les applications j ι : J f c -+ J α ' f e ) et λι: Sk+ι -> J α ' f c ) se definissent
ainsi: si F est une application diagonale definie par y' = f(x, χ')9 y = f(x, x),
JιF est defini par y" = fix', x") yf = fix', x') y = fix, x) et 11F est defini
par y" = fix, x") y' = f(x'rx') y = fix, x) et 11F est defini par / ' = /(*, x")

yf — /(x, JCO y — f(x,x). De la resultent les proprietes suivantes:

(5.14) Jι est un homomorphisme de groupoϊdes.

λι est un homomorphisme de groupoϊdes; de plus λι est defini "fibre

(5.15) par fibre", done definit un homomorphisme de groupoϊdes Qk+ι —>

n o u s noterons λι.

(5.16) Jι et λι commutent a l'exponentielle des champs de vecteurs.
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