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FEUILLETAGE A SINGULARITES DE VARIETES
DE DIMENSION 3 (THEOREME DE J. WOOD)

NGO VAN QUE

Introduction

Ce travail fait suite & un autre papier [1]. Soit M une (¢*) variété de dim
3. Quoique notre résultat, qui est une conséquence d’un théoreme de J. Wood
[2], se généralise pour toute variété de dim 3, nous supposerons pour simplifier
que M est compacte et orientable.

1. Rappel: Théoreme de J. Wood

Le fibré tangent T(M) est trivial: T(M) = M X R®. Tout champ de vecteurs
X est donc par cet isomorphisme une application (¥~): M — R®. Etant donné
X partout non-nul, rappelons que d’apres J. Wood, il existe un champ Y dans
la classe d’homotopie X do X:

Y = XM, R — {0}]

tel que Y soit transverse a un feuilletage de M. D’une autre facon de dire
[1, §3], il existe une 1-forme w intégrable sur M, telle que o(Y) < O sur M.
De plus, nous faisons la remarque essentielle suivante: Soit £ ouvert de

M:Q = U %, réunion d’ouverts de coordonnées %; difféomorphes au dis-
1<ilr

que D?® et a fermeture %; disjointe:
D? = {(x}, x,, x3) € R||x,| + || + |x5] < 1} .

Supposons que sur chaque %;, X est transverse au feuilletage de %; défini par
la 1-forme dx,. Alors, on pourra prendre Y tel que Y|, = X|, et le feuilletage
de M, qui est transverse a Y, induise sur chaque %; le feuilletage considéré,
défini par dx,.

2. Champ de vecteurs générique

Soit X un champ de vecteurs générique sur M. De facon précise, si A est
un zéro de X, alors dans un voisinage de coordonnées % de A dans M:
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U = RP2x = (X, X, X3)

A-0

X|,, est de la forme

+ gx)

@.1) X= 5 aéxiaa

1<14,7<3 X

avec a) g(x) = 0(| x|, b) la matrice (%) a toutes ses valeurs propres 4; =
a; + +/ —1 b, de partie réelle a; # 0.

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 1. Soit donné un champ de vecteurs X sur R® de la forme (2.1).
Alors le systeme linéaire de coordonnées (x,, x,, x,) étant convenablement choisi
(la matrice () sera en particulier de la forme canonique de Jordan), sur tout
voisinage assez petit 2 de O dans R®, la 1-forme intégrable w

o = d(ax; + ax; + ax3)

est transverse a X.

Rappelons que o est transverse a X si o(X) = O sur 2 — {0}.

Autrement dit, au voisinage de tout zéro 4 de X, X est transverse a un
feuilletage singulier a singularité générique 4. Nous disons encore que A est
un zéro sphérique ou conique de X respectivement suivant que 4 est un point
de singularité sphérique ou conique du feuilletage singulier transverse défini au
voisinage de 4.

Rappelons aussi que ’indice du zéro 4 de X est défini comme =+ 1, dont le
signe est celui du det (o}) = a,-a,-a;.

3. Théoreme principal

Le champ générique de vecteurs X étant donné, désignons par A4,, - - -, 4,,
les zéros de X. Nous considérerons sur M des champs de vecteurs Y vérifiant:
1) il existe des voisinages #; des A; dans M: Q = U %,
1<iLor

Y[p=Xlg,

2) Y et X étant alors des champs de vecteurs partout non-nuls sur M’ =
M— 0,Y|, et X|, sont de méme classe d’homotopie, modulo le bord,
dans [(M’,0M"), R® — {0}].

Dans la suite, nous disons simplement qu’un tel champ de vecteurs Y est
“homotope” a X.

Théoréme. Le nombre s de zéros sphériques de X étant inférieur ou égal
au nombre ¢ des zéros coniques de X, il existe un champ de vecteurs Y,
homotope a X, qui est transverse a un feuilletage a singularités génériques
dans M.
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Remarque. 1) De facon précise, le feuilletage transverse est défini par une
1-forme intégrable w telle que

oY) =0 sur M—{A,---,4,}.

2) L’hypothese que s < ¢ s’introduit naturellement en vue de [1]. A I’aide
du théoreme de stabilité globale de Reeb, on pourrait montrer que le théoréme
considéré est faux dans le cas ou s = ¢ + 2.

4. Démonstration du théoréme

i) Soit X un champ de vecteurs partout non-nuls dans I’espace Euclidien
R®. Considérons y: [0, 1] — R® une courbe joignant deux points quelconques
A et B de R® tels que

90 =x4) et ) =x®),
dt dt

2) le produit scalaire Euclidien <

dy _|dr].
. XI00) 2 7] IXTr )]

A et B étant donnés, ’existence de telles courbes 7 est facile a établir.
Désignons par £ un tronc fermé de cylindre d’ame 7:

i.e., ensemble de points M dont la distance a y est réalisée par un point ()
de 7 et est plus petite qu’un nombre p assez petit donné.

Lemme 2. [l existe un champ de vecteurs Y dans R® tel que

D YIRS—.G = XIRS—.Oa

2) sur Q,Y et X sont de méme classe d’homotopie, modulo le bord, dans
[(2,09), R* — {0}],

3) 1 est une trajectoire de Y.

Preuve. On peut supposer que 7 est le segment

r:[0,1] - R*, 7 =(0,0)e R

porté par le vecteur unitaire i: i = dy/dt.
Choisissons 2 de distance p assez petite telle que YM e 2, <X(M),u) =
—||X(M)||. Pour M dans 2, posons (M), 0 < 6(M) < =, tel que

(X(M), Ty = | X(M)|| cos 6(M) ,
et désignons par x(M) le point de y réalisant la distance:
dM, 1) = dM, x(M)) .

Soit d’autre part ¢(x), x € [0, 1], une fonction positive, plus petite que p, et
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ne s’annulant qu’en 0, 1, ou elle est plate. Ceci dit, il suffit de prendre pour
la famille d’homotopie de champ de vecteurs Y,, 0 < ¢ < 1, telle que

1) Y,M) = X(M) pour M en dehors de 2, ou dans 2 mais d(M, x(M))
> o(x(M)),

2) autrement,

Y(M) = Rot. G(M),  t-(1 — dM, x(M))[p(x(M)IM)IXM)] ,

ou le second membre est le transformé de X(M) dans la rotation d’angle
t(1 — dM, x(M)) | p[x(M)])6(M), d’axe ¥(M), le vecteur unitaire, orthogonal
au plan (X(M), i) et tel que (¥(M), X(M), i) forme une base d’orientation
positive choisie de R®.

ii) Par hypothése s < ¢, nous pouvons associer de facon univoque a tout
zéro sphérique A de X un zéro conique B d’indice opposé. Or soient A, un
zéro sphérique d’indice par exemple + 1, et B le zéro conjque correspondant
d’indice — 1. Par le lemme 2, modulo la classe d’homotopie considérée dans
C, nous pouvons supposer que X admette une trajectoire issue de 4 et con-
vergeant vers B. Ce qui nous donne dans un ouvert de coordonnées contenant
A, B et cette trajectoire, une situation semblable a celle du champ de vecteurs
suivants dans R®:

\AI/L, BN ]
o/i\\f - ﬁl/

(avec rotation autour de ’axe ox)

Le champ vecteurs X est donc évidemment par le lemme 1 transverse dans un
voisinage %, contenant A4 et B, au feuilletage a singularité sphérique A4 et
conique B tel que celui dans R® défini par rotation autour de 1’axe ox de la

figure suivante:

| Nl =\

Autrement dit % étant difféomorphe a

DF = {(x, X5, %) € BR[| x] + %] + |2 < 1} .
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X se comporte comme un champ de vecteurs qui est transverse dans % au
feuilletage défini par dx,, auquel on a fait une perturbation [1]:

ili) Sis < c— 2, nous groupons encore deux a deux les zéros coniques
non considérés de X en couple (4, B) d’indice opposé. Soit donc 4 un zéro
conique d’indice 1. Modulo la classe d’homotopie considérée dans C, il est
facile de voir comme conséquence du lemme 1 qu’on peut supposer X étre
transverse au voisinage de A 2 un feuilletage a singularité du disque fermé D*
(dont le bord est une feuille réguliere):

o X

rotation autour de ox, avec une composante de Reeb dans le tore ouvert dont
la frontiére est la surface engendrée par la courbe en huit. De nouveau, par le
lemme 2, on peut supposer que le point conique B associé d’indice —1 est le
point de convergence d’une trajectoire, issue de 4, de X. Et nous sommes
comme dans ii): X se comporte dans un voisinage de coordonnées % contenant

A, B et cette trajectoire comme étre transverse au feuilletage défini par dx;,
dans
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% = {(x19x29x3)6R3Hx1| + I‘x2| + |x3| < 1}

auquel on a fait une perturbation avec deux points coniques:

| L1

'I/\/;
1@ |

1 \\O) I

X

ﬁ- |
- i
I
I

Le théoréme annoncé, d’apres ce qui précede, n’est plus qu’une conséquence
immédiate du théoréme de J. Wood et de la remarque que nous avons faite
dans § 1.
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