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FEUILLETAGE A SINGULARITES DE VARIETES
DE DIMENSION 3 (THEOREME DE J. WOOD)

NGO VAN QUE

Introduction

Ce travail fait suite a un autre papier [1], Soit M une (^°°) variete de dim
3. Quoique notre resultat, qui est une consequence d'un theoreme de J. Wood
[2], se generalise pour toute variete de dim 3, nous supposerons pour simplifier
que M est compacte et orientable.

1. Rappel: Theoreme de J Wood

Le fibre tangent T(M) est trivial: T(M) ~ M x R\ Tout champ de vecteurs
X est done par cet isomorphisme une application C^00): M —> R*. Etant donne
X partout non-nul, rappelons que d'apres J. Wood, il existe un champ Y dans
la classe d'homotopie ΐ d o Z :

F = X e [M, R3 - {0}]

tel que Y soit transverse a un feuilletage de M. D'une autre faςon de dire
[1, § 3], il existe une 1-forme ω integrable sur M, telle que ω(Y) ^ 0 sur M.

De plus, nous faisons la remarque essentielle suivante: Soit Ω ouvert de
M\ Ω — U fylu reunion d'ouverts de coordonnees %t diίϊeomorphes au dis-

Ki<r

que D3 et a fermeture ΰUi disjointe:

D3 = {(x^x^x^eR'Wx.l + \x2\ + |JC3| < 1} .

Supposons que sur chaque °UU X est transverse au feuilletage de ΰUi defini par
la 1-forme dx3. Alors, on pourra prendre Y tel que Y\Q = X\Q et le feuilletage
de M, qui est transverse a Y, induise sur chaque ΰUi le feuilletage considere,
defini par άxz.

2. Champ de vecteurs generique

Soit X un champ de vecteurs generique sur M. De faςon precise, si A est
un zero de X, alors dans un voisinage de coordonnees % de A dans M:
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<%£ ^ R2 3 X = (Xl9 X2, X3)
A-+0

X\φ est de la forme

(2.1) X= Σ (ήxt—
l<i,j<3 dXj

avec a) g{x) = O(||jt||2), b) la matrice {a)) a toutes ses valeurs propres ^ =

βi + V — 1 bi de partie reelle at Φ 0.
Le lemme suivant est immediat.
Lemme 1. SozY donnέ un champ de vecteurs X sur R3 de la forme (2.1).

Λlors le systeme linέaίre de coordonnέes (JC1? x2, xz) έtant convenablement choisi
(la matrice (cfy sera en particulier de la forme canonίque de Jordan), sur tout
voisinage assez petit Ω de 0 dans R\ la 1-forme integrable ω

ω = d{aλx\ + azx\ + aj®

est transverse a X.
Rappelons que ω est transverse a Z s i ω(X) ^ 0 sur Ω — {0}.
Autrement dit, au voisinage de tout zero A de X, X est transverse a un

feuilletage singulier a singularite generique A. Nous disons encore que A est
un zero sphέrique ou conique de X respectivement suivant que A est un point
de singularite spherique ou conique du feuilletage singulier transverse deίini au
voisinage de A.

Rappelons aussi que Γindice du zero A de X est defini comme ± 1, dont le
signe est celui du det (a)) — aί-a2-a3.

3. Theoreme principal

Le champ generique de vecteurs X etant donne, designons par A19 , A2r

les zeros de X. Nous considererons sur M des champs de vecteurs Y verifiant:
1) il existe des voisinages ύUi des Ai dans M: Ω = (J ^u

l<i<2r

Y\Ω = X\Ω J

2) Y et X etant alors des champs de vecteurs partout non-nuls sur Mf —

M — Ω, Y\M, et X\M, sont de memε classe d'homotopie, modulo le bord,

dans [(M7, dM'), tf3 - {0}].
Dans la suite, nous disons simplement qu'un tel champ de vecteurs Y est

"homotope" a X.
Theoreme. Le nombre s de zeros sphέriques de X έtant infέrieur ou έgal

au nombre c des zeros conίques de X, il existe un champ de vecteurs Y,
homotope a X, qui est transverse a un feuilletage a sίngularitέs gέnέrίques
dans M,
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Remarque. 1) De faςon precise, le feuilletage transverse est defini par une
1-forme integrable ω telle que

ω(Y) ^ 0 sur M - {A19 • •, A2r} .

2) L'hypothese que s < c s'introduit naturellement en vue de [1]. A Γaide
du theoreme de stabilite globale de Reeb, on pourrait montrer que le theoreme
considere est faux dans le cas oύ s = c + 2.

4. Demonstration du theoreme

i) Soit X un champ de vecteurs partout non-nuls dans Γespace Euclidien
R3. Considerons γ: [0,1] —•> K3 une courbe joignant deux points quelconques
A et B de R* tels que

dγ

N W , — v _ _ y CL — - — y i j -

dt dt

2) le produit scalaire Euclidien (—£-, X[f(0]) ^ —
\ dt / dί

4̂ et B etant donnes, Γ existence de telles courbes γ est facile a etablir.
Designons par Ω un tronc ferme de cylindre d'ame γ:

Ω = {M e R31 d(M, f) = d(M, r(ί)) < p} ,

i.e., ensemble de points M dont la distance a γ est realisee par un point γ(t)
de 7* et est plus petite qu'un nombre p assez petit donne.

Lemme 2. // existe un champ de vecteurs Y dans R3 tel que

2) sur Ω,Y et X sont de meme classe d'homotopie, modulo le bord, dans

3) γ est une trajectoire de Y.
Preuve. On peut supposer que γ est le segment

γ: [ 0 , l ] - + * 3 , γ(t) = (t,O,O)eR*

porte par le vecteur unitaire ύ: ύ = dγ/dt.
Choisissons Ω de distance p assez petite telle que yM e Ω, (X(M), u)

|. Pour M dans Ω, posons Θ(M), 0 < Θ(M) < π, tel que

et designons par x(M) le point de γ realisant la distance:

d(M,γ) = d(Af,Jc(Af)) .

Soit d'autre part φ(x), x 6 [0,1], une fonction positive, plus petite que p, et
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ne s'annulant qu'en 0,1, oύ elle est plate. Ceci dit, il suffit de prendre pour
la famille d'homotopie de champ de vecteurs Yt, 0 < t < 1, telle que

1) Yt(M) = X{M) pour M en dehors de Ω, ou dans Ω mais d(M, x(M))

t (1 - d(M, x{M))lψ(x{M))θ{M))[X{M)} ,

2) autrement,

Yt{M) = Rot. G

oύ le second membre est le transforme de X(M) dans la rotation d'angle
t{\ — d(M,x(M))/φ[x(M)])θ(M), d'axe v{M)9 le vecteur unitaire, orthogonal
au plan (X(M), u) et tel que (v(M),X(M), u) forme une base d'orientation
positive choisie de R3.

ii) Par hypothese s < c, nous pouvons associer de faςon univoque a tout
zero spherique A de X un zero conique B d'indice oppose. Or soient A, un
zero spherique d'indice par exemple + 1 , et B le zero conjque correspondant
d'indice — 1 . Par le lemme 2, modulo la classe d'homotopie consideree dans
C, nous pouvons supposer que X admette une trajectoire issue de A et con-
vergeant vers B. Ce qui nous donne dans un ouvert de coordonnees contenant
A, B et cette trajectoire, une situation semblable a celle du champ de vecteurs
suivants dans B?:

(avec rotation autour de Γaxe ox)

Le champ vecteurs X est done evidemment par le lemme 1 transverse dans un
voisinage °U, contenant A et B, au feuilletage a singularite spherique A et
conique B tel que celui dans R3 defini par rotation autour de Γaxe ox de la
figure suivante:

Autrement dit °tt etant difϊeomorphe a

D3 = {(^jc^jc^eΛ3!!^! + W + < 1}
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X se comporte comme un champ de vecteurs qui est transverse dans °U au
feuilletage deflni par dx3, auquel on a fait une perturbation [1]:

iii) Si s < c — 2, nous groupons encore deux a deux les zeros coniques
non consideres de X en couple (A,B) d'indice oppose. Soit done A un zero
conique d'indice 1. Modulo la classe d'homotopie consideree dans C, il est
facile de voir comme consequence du lemme 1 qu'on peut supposer X etre
transverse au voisinage de A a un feuilletage a singularite du disque ferme D3

(dont le bord est une feuille reguliere):

rotation autour de ox, avec une composante de Reeb dans le tore ouvert dont
la frontiere est la surface engendree par la courbe en huit. De nouveau, par le
lemme 2, on peut supposer que le point conique B associe d'indice — 1 est le
point de convergence d'une trajectoire, issue de A, de X. Et nous sommes
comme dans ii): X se comporte dans un voisinage de coordonnees % contenant
A,B et cette trajectoire comme etre transverse au feuilletage defini par dx3,
dans
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\χ2\ + \χ*\ < 1}

auquel on a fait une perturbation avec deux points coniques:

Le theoreme annonce, d'apres ce qui precede, n'est plus qu'une consequence
immediate du theoreme de J. Wood et de la remarque que nous avons faite
dans § 1.
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