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Sur la notion de fonction multiplicative et quelques
problmes qui lui sont associ$s. II

Par Jean Lo.up V[AUCLAIRE
The Institute of Statistical Mathematics, Tokyo

(Communicated by Shokichi IYANA(A, M. J. A., May 12, 1987)

O. Cette note fair suite / une note de mme titre (voir [5]), oh un
certain hombre de rsultats taient dorm,s, sans dmonstration cependant.
Depuis lors, les dmonstrations des rsultats sus-mentionns, ainsi que
celles des rsultats noncs dans un certain nombres de notes, antrieures,
ont t publies en un travail d’ensemble (voir [6]).

1. Position du probleme.
a) Soit un ensemble de nombres de Beurling, i.e." un semi-groupe

norm par N(.), d’lment gnrique n, engendr par un ensemble P de
nombres premiers 1o. On suppose que Z(s), la fonction Zta de dfinie par

1Z(s) n N(n)
air une abscisse de convergence gale 1. Dans un tel semi-groupe, les
notions de divisibilit sont dfinies immdiatement, et on utilisera par con-
squent les notations en usage dans le cas des entiers strictement positifs.

b) Suite qui-sommable. Si d e , on note I l’application -{0, 1}
dfinie par"

I(n)--1 si d divise n, ce que l’on notera
=0 sinon.

Soit F l’ensemble des combinaisons linaire finies, coefficients rels,
d’lments de la forme I, i.e."

" e F si et seulement si " s’crit
’(n)-- aI(n), IN(d)!< +oo, a e R.

Definition. Une application a" 7-*C est qui-sommable si pour tout
e 0, il existe ]0 tel que si " e F et " vrifie

Ir(n)l <], on air limsup Z(a) -1 I’(n)lla(n)llimZ(a)-
e --) e Y(n)

c) Darts le cas des entiers strictement positifs, M. K. H. Indlekofer a
donn la dfinition suivante

Definition. Une application b" N*---C est uniformment sommable si

limsup 1-- Ib(n)l=O.
K+oo xl X

M. K. H. Indlekofer a utilis cette notion pour tendre des rsultats dans
P. D. T. A. Elliott, H. Daboussi (voir [3], [2], [1]) portant sur la thorie des
fonctions multiplicatives. La mthode de l’auteur prcit repose essentiel-
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lement sur un rsultat de P. ErdSs relatif la notion de fonction additive
"finitely distributed" (voir [4]), pour la dmonstration duquel une bonne
connaissance de la fonction de dnombrement des entiers semble tre
fondamentale, ce qui amine douter d’une extension immediate des
emsembles gnraux d’entiers gnraliss de Beurling. Le but de cette
note est de montrer que le fair d’etre uniformment sommable, pour une
fonction multiplicative, est parfois une condition suffisante pour qu’elle soit
qui-sommable, proprit qui se traduit immdiatement en termes de th-
orie de la mesure, partir de quoi on retombe sur les mthodes dvelopps
par l’auteur present dans [6].

2. Enonce des resukats. est un ensemble d’entiers gnraliss de
Beurling dont la fonction Zta a une abscisse de convergence gale 1.

Theoreme 1. Soi$ f: -C une fonction multiplicative sur , i.e.
/(nl. n2)- f(nJ. f(n2) si (nl, n2) 1.

Si limlimsup Z(a)- If(n)l -0
-+ -/ I< )1> N(n)

If(n)let si limsup/ Z(a)- -N--(; > O,

alors f est gqui-sommable.

Theoreme 2. On suppose que vgrifie l’hypothse (() suivante

((37) sup , 1 + c pour tout c, et que f vgrifie les hypotheses
x>0 ex(p)ec N(p)

du Thdorme 1 ainsi que

lira Z(s)_l ] f(n)
N(nY

Alors, les quatre sgries

existe et est non-nulle.

1--f(p) , II--f(P)l 5 If(P)l, 5 y, If(P)l
N(p) ,(,.<: N(p) .(>: N(p) "2 N(p)

sont convergentes, et pour tout p, l’expression . f(P*) est non-nulle.
o N(p)

La rciproque vaut
Remarque 1o I1 semble que mSme dans le cas des entiers ordinaires,

ce rsultat est nouveau.
Theoreme 3. Soit vdrifiant

log N(p)cx,
N(p) Kx

=Lx+o(x), L>0, x-++c.
N(n) Kx

Soit f: 37-+C une fonction multiplicative sur . Alors, l’ensemble de con-
ditions"

f(n) existe et est non-nulle,

et
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lim limsupl ] If(n)l=0
K..-,+ x.-’*+ X N(n)x

If(n) ] K

dquivaut ( l’ensemble de conditions" Les quatre sdries

F 1--f(p) ] II--f(P)l
N(p) ,:r,,,< N(p) ,.,F> N(p) N(p)

sont convergentes, et pour tout p, l’expression o f(P) est non-nulle.
N(p)

3. D6monstration des th6oremes. On va donner la dmonstration du
Thorme 1, esquisser celle du Thorme 3, et fournir les indications nces-
saires pour tablir le Thorme 2.

a) Oa dmontre le Thorme 1.
i) Pour 0(al, a proche de 1, on a:

limsup Z(a)- ]f(n)l"
N(n)

0

en effet, on a:

Z(a)- l[f(n)[--f(n)l"]
N(n)

=Z(a)- ]f(n)]--]f(n)"l +Z(a)-x f(n)-lf(n)"
(n)>s N(n) /( N(n)

+Z(a)- f(n)l--f(n)l"]
</ N(n)

Z(a)_ ]f(n) +Z(a)_ 1 g(1-a)logg
> N(n) /( N(n)

1 1+z(q)-
(</ K N(n)

> N()

(> N()
+K(1--)logK+

Nn renan K asse grand, uis asse rgs de 1, eette quanit
rendue aussi etite que l’on veut, ar eonsgquent, eomme

limsu (e)- f()l >0,. N()
on eu trouver un , 0<<1, tel que:

limsu N(e)- f(). N()
>0.

ii) On re,rend les notations de [6],

( N
1 )(P)

f(p)
N(P )

n(u) 1-- o 0 u 1.

E= ([, p, p, ..., U ()]).
E= E, est dz-mesur pour la mesure
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(dp-- () d[, off [(p"} 1--.N..() ’N(p)
La mthode expose dans [6], ch. II, 3, nous donne que, pour tout g

de C(E, R), g positif, l’expression (f", g) dfinie par

limsup Z(a)- If(n)"
N(n)

g(n)

est une forme linaire continue sur (E, R) qui se prolonge en une forme
linaire continue sur /"(E, dz), i.e.

(f, g}=[ F.gd, off r e ’/(E, d).
JE

De plus, dp-presque-partout et dans /"(E, dz), on a

F.(t)=limr,,_(t), oh F,.v_(t)= f’(t)

0 lira _,._/(t)d#(t)= lira (1)

et de mme
0 :/: lim (I;’1/"_)’/2d= lim H zp(1/2)
-+ E -+(p)< 7p(a)

le quotient de la deuxime expression par la racine carrie de la premiere
donne:

lira z,(1/2) existe et est non-nulle, ce qui implique, par un tho-
+ () (zp(1))m

rme elassique de Kakuani, que lira f()l existe dans f(, dp), et

l’on notera F cette limite.
iii) On r.emarque alors que, si g e F, on a:

(If! Ig E.Igl dp= limsup Z(a)- If(n) l.lg(n)llim
.l N(nY

comme le montre le calcul effectu en i), et comme le calcul direct donne

’ g dz=lim_ Z(a)-
N(n)
’g(n) on en dduit immdiatement l’qui-somma-

bilit de f.
b) Moyennant le Th4rme 1 et [6], p. 114, Thorme, la seule chose

montrer, c’est que la convergence des quatre sries implique que

lim limsup f(n)l=O.
Or, f est associe F, un lment de (E, dz). On voit facilement que,
si u est point de continuitY, on a"

1 f(n)l= Fall=o(1), u+.lim
x+ X N(n)x

(Pour ces associations, voir [6], (Th. 2. e, p. 16, et Th. 1, p. 77.) L’argument
prdent est un exemple typique d’application de la thorie qui s’y trouve
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dveloppe.)
c) Le Thorme 2 se dduit du Thorme 1, et de [6] (p. 77, Th. 1) et

par un argument analogue celui expos ci-dessus, n montre que

limsupg(a)- If(n)l =o(1), k-+ +c.
-.1 I(n)l>: N(n)
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