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Zur Theoie det algebraischen Korrespondenen H.
Multiplikation der Korrespondenen.

Von Kenkiti IWASAWA.
Mathematlsehes Institut, Kaiserliche Univerdt/it u Tokio.

(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., Nov. 12, 1945.)

In dieser Note wollen wir die Multiplikation der algebraischen Korrespon-

denzen auf algebraischen Kurven definieren und einige Siitze dariiber herleiteI

Der Multiplikatorenmodul und der Multiplikatnrenring der algebraischen Kurve
sollen auch eingeflihrt werden. Die Bezeichnungen wie k, P:, P, P,, ir’, ’...,
1’,o tw. mgen clieselbe Bedeutungen haben wie lm Tell I), wenn nicht das

Gegenteilige angemerk wird.

Zunttchst fiihren wit noch einige Bezeichnungen ein, Ffir eine irreduzible

Korrespondenz O auf/’t und einen belieben Punkt a in ir’ definieren wit eine

Punrupe 0(3 in/’

6(a)= {b); (a, ) [(a) x/’, OJ }, fails

6*(a)=die Nullgruppe, atls O----(a)x
Allgemein sete man fdr eine beliebige Iorrespondenz C--l,O, (O,: irre-

duzibel) auf ’r., und eine beliebige Punktgmppe Ot=2’/#) in

Analog definieren wir O)(b) hirer. O)(G) r einen Punkt b bzw. eine Punk

gruppe G., in lr’.. Es gilt dann offenbax

wenn man G(=1, 2) m G, spezialisiert.

Nun beweisen wit den

Satz 1. Es gilt ftir jeden Punkt z in

genau dann, welm die Korrespondenzen (7, D bis auf Korrespondelmen der Form

(a) x ’, mit einander zusammenfallen. Analoges gilt fttr 0), Du.
Beweis. Es sei

und es golte r einen allgeme’men Punkt von

1) Zur Theorie der algebraichen Korreelndenzen I, Proc. Imp. Acad. Jap. Vol.
(1945), zitiert im folgenden mit I.

2) [C, D] bedeutet die Sehnittlmnktgzuppo voh C, D, vgl. L (,; E) bedeutet die
Meage yon ,.welches die Eigenachaf E beaitt.
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tVcnn O nicht die Form (a,)) t, wird C. nh 3 I tch
()=[()x,O] eut. DIt trlich auch f

a und dam fol oenr .
Nun mi eine reie irrMble Kve in eem nmen-

oen proktiven Raum P. fir k. Witn. x,.=lh x.
Pr ee licbe Kornd00 auf P, undeD=Da wo
wir eine lohe Korrndenz,a P suon, d r
kte a, c in ,. er

grit. ,e Mren ween, einee mlche Konde E, und

wit hein Korrnde PrMt yon C und D:

e Eindeueit fo oe Weim a 1. im we der Exi

kann man 0, D s irrl mmeen, de r almee C=XO, D=
Xpatn nut zu mn

we CaxDa cnt Wenn yon C, D at ,m
knnen xr ohm Weirs dnch E an. Z.B. manr0=F x (b)

woi c e in D(b) durcu M merke i, B in

mFa immer n aen iedblen Konden
und in gewin Fen eNon# ari; t.z.B.

((a) x r) x (, x
WJr nehmen , O, Di iruzible cht aea Korr-

nden d und weneEyon :CxD. Wit bicent

earen 2xLZ verbt d mit .u, z, d)s)=0 eHr
in .IM, , die D mit einem elen ls xL verbena gt

n
[%.ffz, y, u’)] =+,,, [r,, g(z, y, )]=D+,D,

dble Korrendeen sin Vir eiden nm in P. die Hrhen

3) Ygl. I. Wit beeiclmen die Unlzimmten in P,, mlt z----(ze, zx, z ).
4) vst. L
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j(Z, y, u’)=O, g(y,.z, )=0, wobei f, g als Form yon 3/ betrachtet werden

sollen, mit der Kurve F. Es sei

(2) .E’._, f(.r,, y, u’)-]-- {/); 2=1,..., /},

Mit normieten oodinten gilt

dies

)J ,d der Rest:

Wit enn aus &r Annme, [F, h(x, z, )j eineairr

dble Korrnde enlt nen Wide,inch ab}ein. i z.B.

(a) x F in [F, h(a:, z, )] entn d 1()(*) i der Si-
siena5 Es

ha’, z,

und ein yon

m in [Fu, g(y, z, d)] fien, w ar fich , e r in I merk
n. [F, h(x, z, w)] E + ent kee ate Kon-
ded folglich )rd mch 1 dutch Bild ($)+E()($) yon einem

emeinen $ von F vSig mmt. a)($) i offenlmr yon

’on einem mlcher

latioreu

Es t anderei nach

z, It.,
e

Es folg
T

5) Vgl. W.-L. Chow, Die geometrilche Theorie der algebraischen Funktionen fBr
beliebige vclkommene KSrper, Math. Ann. 114 (1937).
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E=CD.

Wenn eines von C, D nur aua ausgeartoeten irreduziblert Korrespondenzen besteht,
so gilt dasselbe auch flit E---C D und wenn C und D keine ausgeartete Kor-
respondenz enthalten, so enthalt auch E--C)< D keine solche Korrespondenz.

Nun bfldet bekarmtlich die Gesmnhei aller Korrespondenzen auf/’z..----/’z

/’.0 einen-Modul, den’Korrespondennmodul (F, /’.) vo- /’, ir’... /ax

.(/’, T’..) erzeugen die Korrdenzen der Form (a) /’.. hzw./’ (b) je
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ible Korrnden een Tem (F, F). t
orerln diSuen:

(r,, r,)=(r,, r) (r,,

DiMnnechtHch biratio invm eutuen &h. Bd

yon einem Ichen n, aB. yon (r, r) i einer bimfioen

Trormation, welche r=r a r=r r abbdet, It t

(r;, [) men. Wit icen ferner den yon fl yon tier Koe

nflen tier Fore [r,(m, ,)] (m, )=ebe Form

en TearoOm (r,, r,) d den

(F,, r,)t(F,, r,). (F,, r,) nen denpa

Mdehtmua 6 1e
Sprwendwen htenr er e

Kse

welche folgende Bedingungen

i) O sind yon einander verschieden,

ii) der allgemeine Punkt (ce, ce) yon C ist so beschsen, dam

/(.) paabe ,
iii) 0 (=1, ... a) fallen mit keiner yon den yon vornherein azege-

benen endliohvielen irmduziblen Korrespondenzen D (=1 ..., ) zusam__maen:.

C,D (----1, ..., a, --1, ...,
Bewei Es sei C* eine beliebige Konz in einer Restklasse yon

[R(ir’/’) und ein allgemeiner Punkt yon/’. Wir wthlen eine Punkigruppe

-{bc); pl, ..., /} in/’ mit gentigend grosset Ordnung /, Wir nehmen
an dass edes bc in/ liegt und dass die Ordnun 8 yon G+C*() zu p prim

Wit bezeictmen mit A die allgemeine Punktlgruppe der Vollschar tier mit

G+Ctt() licluivale]ten etktiven Divisoren und setzen

wobei B einen gee.tgngten festen Divisor und 9(Y) Formen in/[/] bedeuten.

Wenn /gentgend gross gew’dalt ist, so foIgt nmch dem Riemann-Roohsch Satz,
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dass A genau der yon abhiingige Tell yon [Y, lg)] ist. Nach dem

veemeinen yon nd.e (pl, ..., ) yon

A eider kotie r k(, ) und fallen fen, falls der Ex-
nent von C, , c,)),/C, )f is .Da ar 8 p prim , mfof I,
d.h. c) alle vonehder veendn chgeSisieu

Ce()) kn man eine Inkp A. erhn welche aus von-

einander vehienen, fir k($)ebrhenen)(p=l, ..., 8)

i, gibt es deri Formen (y), (y) yon deln Gr

lt. Foich bt es zwei Formen (x, y), (x, y) in k[x, y], welche

lbCn Gre x und y len und

’($’ Y) ’(Y) [, ,(, y)] +G+()= It,,, y)] +A,
($, y) (y)’

eren.

C=+ZI’, (b()) + I’,, ,(x, y)J --[F, (x, y)],

m li C in deln in (F,, F) e d t
() ($)=A,= {,();=L-.-,

am C ilble Kornden (F, F)w iclmet

dentertC m bleibt (4) nh. Da ar )e voneinauder
verind, m fo hiera, eneni), fi) t& Man
merke i,d ein ($, ()) een meinen eer Clnen
ibl Kornde] e )mm,

iii) erLs)

w offenn nut inm1 wn, woCeine

fichtableKoema F D=[r,, z,
t dmrn Form y, d)a (, ) eer

6) Vgl. l.c. 5).
7) Cr-----’ bedeutet, dass dio Pun]gtgruppen (, F qu.ivalent sind.
8) Dieser Hilfssatz lKsst sieh aueh arithmetisch bewiesen, vgl. M. Deuring, Krith-

metisehe Theorio der Korrespondmtn algebraischer Funktionenrper II, Crelle’s Jour.
183 (1940). Sivhe aueh eine Slm’tere Abhandlung des Verfassvrs.
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yon C und

_(,z)= lIg(7(),z,’) ist dann offenbar eine Form in b()[Z]. Durch

geeignete Normierur yon ) kann man sogar erreichen, dass es in b[, z] liegt.

Wie oben oft gezeigt worden ist, gilt dann fr E-- [/’, ’(, z)

Nach Satz 1 ist also
E=_Cx D md. l,(r,,

AusE (F, Fs) folgt dann (xD6 (r,/’), wie behaupef wurde.

Wit beweisen nun den folgenden wichti,n

Satz 3). Eine Korrespondenz auf F.. liegt dana und nur dann in

/%), wenn flit beliebige Punk a, a in/’ immer

(r) Co(a)--C(a )
gil. Man sa in diesem Fall dam die Weikei Null beside% Es il
dann far beliebige Ptmkte b t/in F immer

Bewei Wenn C in (ir’,/’) liegt, so gil offenbar fiir beliebige Punkte

a, a in/’

c(a)= It,, $(a, y, )--It.,f(a’, y, u’)] =C’(a
Dgraus folg, da (5) flit eine beliebige Koondenz in (/’, F.*) gilt. Nun

sei umgekehr (? eine Korresponden in {(P,,/), flit welehe (li) gilt. Nah

dem eben Bewiesenen kann man O durch eine andere Korresnden erseb
welohe in der ResCklase yon ( in (F, T’..) liege, ohm die Gtiltigkei yon (5)
u vedetzen. aeh Hilfssat 1 kSnnen wit also annehmen, dass G die Bedin-

gungen i), ii) in demselbenterfttllt. Nun gib es naeh (5) eine Sohar

GOI,y)----- g,(.y) +l,g(y) + 4- &g,.(y) iiber k, so dass fttr einen be]iebigen in

k llegenden Pank a auf/ immer

(.7) Gcs(,.a)+B=r.I.., G((a}, y)], B-= [b’s; =1,...,/}

9) Dieser Satz entspricht Satz 8, 8 in M. Deuring, Arithmetlsche Theorie dot Kor-
reslxmdenzen aJgebraiseher Funktionenkorper I, Crelle’s Jour. 177 (197). Deuring hat

diesen Satz aus miner Stzen 7, 7 abgeleitet, welehe eine Verallgemeinerung des kischen
Additionstheorems (nei3st Umkehrung) bilden. Man siehr abr leieht, dass aueh umgekehrt
das Additionstheorem nebst Umkehrung (Satz 7, 7) sich aus unserem Satz 5 unmitteIbar
ableiten ]t. De Zusammenhaug der Denringscben arithmetischen Theorie mit unserer

8eometisehen Theorie soil in einer spteren Abhandlung ausffihrlich dargestellt werden.
10) V81. z.B. Severi-Lflier, Vorlesungen fiber albraisehe Geometrie, Berlin (1921),

S. 16. Allgemeine Wertigkeitskorrespondeazen werden wir _achher unteruchea.



gilt, wobei (a) eine geeagnete Spezialisiemg von und B eine fes Punlr-
gruppe in/ is Da aber die Dimension einer Vol]scher bei der Krerer-
weiterung k()/k des Grundkrpers k invariant bleibt, so gilt (7) auch fttr einen

al]gemeinen Punkt yon/’. Set man also

6xC)= {,; e=,..., ,
so besizt das lineare Gleichungssysem

g---l,..., a

mindesns eine nieht triviale Lmg 1(:)----(:1:), 1,(:), ...,(:))in/
h.(,, ... /"). Nach Voraussetzung is K eine separable galoissche Erwei-

terung yon/() und das Gleichm (8) is emiohtlich invariant gegentlber

den Galoisautomorphismen yon K]k(). Durch Spurbildung kann man also

eine I/Ssung in /() erhalten. Es gib also Formen (z)-=((z), (), ...,
l(s)) in/[s], so dam G((s), y) f s----- y----/) verschwindet und

gilt. Daraus siellt man sofor, class C mit [/’s, ((z), y)] bis auf Korresn-
denzen in (ir’, [’s) tlbereinstimmt, folglich in (/,/’s) liege, w.z.b.w.

Nun seien f’/ birational iquivalent Wir knnen also annehmen
Pl= P,., /-’t=/-’,=/".

Wendet man nun Satz g auf/",=/"-=/-’s=/" an. so sieht man sofor, dass
,(/",/") in diesem PaU oinen Ri bfldet: den"
yon/". Es ist auoh leioht zu sehe da ((/")=((/,/"’ oinen Teilring und

(/’) id dana

At 2 lolg lraer, da (I)=(F,
i Ir (F)=(/’, r) aah diem 1dl

"MaliNikrenring" yon F, (/’)o_r almaimr (/’,
Verameinemng d Rings oder Modfls der komplxn

tionen yon P oder yon/,/’,’. Diuryon (/’) soll in inr gltrn

Arbei auhrlih tmtrmCht weaken.

11) Vl. M. Deurinl l.c. )


