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A. Einige spezielle Abbildungsfunktionen. (Fortsemg.)). ’.unskysde Spezialfunktion (Z; Zo).
Grunsky hat in seiner schSnen Arbeit0") verschiedene tiefliegendo Remtltate

beztiglich der kolformen AbbiMung allgemeiner endlich-vielfach ztmammenhiin-

gender Gebiete hergeleitet, mit welchen wir uns spiiter niiher im Einzelnen

schaftigen wollen. Darin spielen gewisse spezielle Funktionen die wichtige Rolle
yon Extremalfunktionen. Wir sollen zuerst u. a. die von ihm eingefiihrte Funk-

tion (z;z,,) bei ururem Falle des zweifach zlmmmenhiingenden normalen

Grundgebiets R spezialisiercn.

Die im R analytische Funktion q(z Zo) mit einem Parameter zo(q< Zo

< 1) werde defimtionemii durch folgende Eigenschaften harakterisiert: sie

verhalte sich in R regular und eindeutig, verschwinde nirgends bis auf eine

einzige einfache Nul]stelle z,, besitzc femer konstante Absolutbetrtige auf beriden

Randperipherien z I--q un(! {z I==- 1, welche mit Ho bzw. H bezeichnet werden

sollcn, und werdc schlie]lich an zo so normiert, da] ihr erster Laurentscher
Koeffizient an Zo gleich 1 sei, d. h. in unsrem Falle z0 oo so, da (zo; zo)----1
sei.

Ftir derartige Funktionenklasse bleibt noch eine Wilkiirlichkeit iibrig, nim-

lich die Umlaufszahlen r,, und r beztiglich z ]=q bzw. ]z I= 1:

ro= r
d arg ( o), -1=. d arg (z; zo).

Da abet jede Funktion (z; z0) eine einzige einfaehe Ntdlstelle besitzen mul
und folglieh alas Bildgebiet yon R immer den Punkt o--0 gerade einmal iiber-

decken mul3, so bloibt dazwisehen die Relation

ro+rl--1
notwendig bestehen. Sie enthilt also weiter im wesenfliehen einen einzigen

Parameter. Beziehnen wit insbesondere beide speziellen Funktionen unter ihnen,

1) I. Proc. Zl (1945), 285.

) I... Grunsky, Neue Abschtzungen zur konformen Abbildung ein- und mehrfach
zusammenhngender Bereiche. Schriften d. math. Sem. u. d. Inst. f. angew. Math. d.
Univ. Berlin I (I932-3), 95-140.
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flit welChe 1 --ro:r=0 oder ro:l--r=O gil, mi oz Zo bzw. m z ;z,
dann ]lt sich die a]]gemein Funktion mit den Parametem

in de Gest,Mt

C; )=C; .)’"C; )’
liefern. DaB diese Funktion 0(z; z0) sich tatsiichlich, durch ihre Eindeutigkeit,

Normierungsbedingungen an z: (z zo)=0 und (z z)=l, Konstanz ihres

Absolutbetrags atlf Randperipherien sowie dutch den Wert des ztgehSrigen Para-

meters etwa r, ganz eindeutigerweise charakterisieren ltiBt, kann man hierbei

mff ganz tthnliche SchluBweise zeigen wie am Anfang yon 3. Um zur explizi-

ten Darstelhmg der betreffenden Fmktion zu gelangen, wollen wir jetzt yon der

in 1 eingeftihrten Funktion

f*C; ; , ’)---/(; ; , ,)

a(i log z)a(’/, lg

lz(-’21*la lg zoo --al--O))/lg q

)
atkgehen. a die bis atff den tSmk . regul.re Funkfion

deren reeller Teil mig einer verallgemdneren reensehen Ftmlion tsammen-

fll, nr einen rein imaginren Peroditmodul beiten knn m bekommg

die Ftmktion f*(z z. e,. e) bei der Substitution" lg z [lg z + 2r/ eindn

Faktor mit dem Absolutbetrag 1 dieser Faktor ist zwar, wie schon in 1 gese-

hen wurde, gleich

Andererseit h die nkfion f(;,; ) eine logrimisehe Vewdgungs-

alle an , und ieder Zwdg der Summe f(; ; , )+lg(--,)verh.lt
sich sogar regulttr in einer Umgebung von

Zweig der Funktion

.(, ; 0, .)=Y*(;;

Dementspreehend besitzt- jeder

eine einfache Nfilstelle z0, trod ihr Absolutbetrag besitzt die konstanten Rand-

werte:

; o, ,,)l= ([l=q),

Deshalb erhalten wir durch Normieren dieser Funktion gewiB eine Ftmktion

(z; z), d. h.

]’.(;;,,, .)
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Die Umlaufszahlen der soeben gefundenen Funktion g(z; zo) lJt sieh leicht aas-

rechnen. Wir erhalten nmlich, unter Beriicksichtigung der Eindeutigkeit von

tf, nacheinauder

1 d argf.(z;Zo; too, m,)7J’o

Il-q

-e o t-o

=l-ro--lg moq /lg
,i1 /

Da der explizite Ausdruck for f* schon gefunden worden ist, kmm auch

die Funktion O ohne weiteres explizi dargestellt werdem Zuerst ergibt sich nim

lich die Damtellung

Beachten wir weiter die oben geftmdene Relation

m__
=,o q-t1 ’’-’ .q- (q--l [ ),

so wird der Exlnent von z in dieser Darstellung, mittels der Legendreschen Re-
lation, in die Gestalt

2n., (q--l ) + q

umg.eschrieben und somitgelangen wir schlieJlich zur gesuohten expliziten Darstel-

lung:
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gelten, so erhalten wir

to=- I ’+’--’’’+ (lgl
und

woraus unmitelbar die merkwiirdige Relation

//,_ q
Ho

folgt. 5Tebenbei bemerkt, ist die Grfille tr( lg zo [’*) rein imagh’ar, und sogar

besitzt sie einen negativen Imaginiirteil; es gil also

Wir erwhnen hierbei noch eine Bemerkung dal die soeben Kdundene Relation

flit H/Ho im wesenOichen niches anderes als die sehon angegebene Relation

"-lg- m, zo.I ./]g q oderr/"o

denn nach der Herleitung mul die Gleiohung H,/tto=m,/mo geltem

8. Abldungsfunktion auf ein Krisinnere mit einem Kreisboge,.
dditze.

Wit sollen nun zeigen da] die in

den Kreisring R auf das Kreisinere Ire
derar abbilde da die ormiorungsbimngCn

(;)=o, ’(;)=

eriill werden und di Urrandkomponent z

/o libergeaht; hierbei bezeichnn wit mi//o ndonaflirlich die Gren
welch /-/o bzw.// drh Ein_tn yon ro--1 ontstehen d. h,

o,= I1 ’/-’’’ I(ii) 1.
to)Die unktion to--toa (z;zo) welche R au/ein Gebie das chareh Aufsehlitzung

a liegenden Bogens entsth derar abbildeyon lee [< 1 langs eines au/[ to i=[--
(tag z=zo trod z=q in to=O bzw. a----1 tibergehen, mug daher duroh
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geliefert werden.

0(; )_ ,,)

Insbesondere gilt also

Zum Bewei bemerken wir zuerst, dab jeder Zweig der Funktion

,C;)

sich liberall in R reguliir und sogar eindeutig verhiilt. Es bleibt also tiberall be-

schriinkt, und sein reeller Teil nimmt auf z ]--/sowie z[----1 konstante ’Rand-

werte. Da zwei zur imaginiiren Achse parallele Streeken endlicher Litnge nie ein

beschriinktes Gebiet abgrenzen kalm, so mul A(z)----konst. sein, woraus die

Behauptung ohne weiteres folgt.

Es liilt sich in ganz ghnlicher Weise bewein, dal die Funktion

O--’Ob ,, ;Zo)--"

wiederum die Abbildung von R auf einen lngs eines Kxeisbogens um o==0 Ituf-

geschlitzten o-Einheitakreis vermittelt. Hierbei entspreehen doch beide vollen

Peripherien z l’-I und ]-- 1 voneinander, urtd tiberdies geht z--1 in eo 1

tiber. Und der Schlitzbogen liegt auf Io] I, ]. Insbesondere gilt hierbei

1

Wir bemerken hier noeh, dal mvisehen beiden soeben betraohteten Abbi]

dungsftmktionen oenbar die Ftmktionengleichung

bkZ go

beshon mul, was mittels der sehon geftmdenen analytisehen Ausdrtieke fiir

diese beiden Funktionen aueh unnittelbar leieht bestiitigt werden kann.

Man kfnnte solche Abbildungshmktionen aueh auf ihhnliehem We wie in

4: oder 6 direkt konstruieren. Wir erwiihnen abet hierbei eine noeh andere

Methode, die Bestimmung dieser Funktionen auf die der Kreisbogemmhlitzabbil-

dungsfunktion zuxiicldtihren zu lassen. Betraehten wir niimlieh etwa die Fttlk-

tion Ob0)(Z;Z0). Sie kann offenbar tiber die Randperipherie ]zl:q hinaus in

den benaehbart.n Kreisring q*’< zl < q analytiseh fortkesetzt werden, und bildet

den damit entstandenen grSleren Kreisring /’0< Izl<l auf ein Kreisbogen-
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q2schlitzgebiet derart ab, dal Zo und- in 0 bzw. oo tibergehen.

sie sich darellen in der Gestalt

Deshalb liiBt

’(;)

zo

Das 0bereinstimmen beider oben hergeleiteten Gestalten fiir et)(z; z,) bzw.

)(z;z0) kann mittels der Formel llber Duplikafion einer primi’tiven Periode

direk bestafigt.

O. Abbildungsfunktion yon R auf Kreisinnere. mit eine,m Radial-

schlitze.

Nebst der im vorigen Paragraphen angegebenen Funktion a weis diejenige

Funktion

=o(;)

ore gewisse Extremaleigenschaften auf, welche R auf ein langs eines Schlizes mff

einem Radius arg ca----2: aufgeschlitztes Einheitskreisinnere abbildet. Wir erle-

gen ihr wiederum die Normiertmgsbedingung auf

,(z;zo) =0,
und bezeichnen diejenigen Abbildungsfunktionen, welche insbesondere z----- 9 bzw.

z=l in ----1 tiberfiihren, mit ta()(z;zo) bzw. ()(z;zo); durch diese Bedin-

gurg tiber die Randerzuordnung werden beide Funktionen ganz eindeutigerweise

charakerisier.

Um parallel mit beiden letzten Paragraphen fortzufahren, versuchen wir

zuers die FunkCion

zu besimmen, welche sich bis auf das Randverhalten

go)(;) l=m(‘ ( I =q) und r (o)(;)=u(o) ( I =)

z; zo)=

hierbci steht der Nenner rh nur far die Nore z=q, und der Para-
meter , wie arcklich hihrien i, q, att q in 4, mn.

Die tion )(z;) lgt sich auch in deln Methe erlin,
d erlt etwa dt
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ganz nlich verhlt wie o(z; Zo).
Nach dem Spiegelungsprinzip liit sich die Funktion I}c(z;zo) in die punk-

tierte Ebene 0<: Izl <: analytisch fortseen, und gentigt den Funktionalei-
chungen

c’(i) ,m,

o()
woraus weier die Gleichungen

tolgen.

und

DieNprionsdmchehdHen an, (=o, , ,...);

ihre Pole sind auch mtlich einfach nd sind an

94"+o, /"+ (n=O, 1, =l=2,...)

nimlich

Daher liegen gerade je zwei solche Ptmkte im Kreisringe

1

Schreiben wir nun der Einfaeeit halber o(z)=l}((z;o), so sieht man sofor

ein, da die folgenden Beziehungen bestehen mlissen:
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sein mag. Die darin enthaltenen Null- trod Unendlichkeitsstellen sind ebenfalls

siimtlich eiffach und liegen an

wo lg zo, Wo i lg 1 bz.w. wo co:-- i ]g, Wo+ co lg --.
q-

Nebenbei bemerkt, gelten hierbei folgende weitere Beziehungen"

Insbesondere kSnnen wir daraus nach einem Satze von L’iouville die Relation

7/t(o) ,7,Co)2
0 + oder 2:_arg Zo

entnehmen. Betrachten wir noch die Ftmktion

lg[ q’-z co(z)],q(z-zo)

so verhiilt sich eder Zweig regul;4r und eindeutig. Also gentigt sie der Monodro.

miebedingmg

wormm man bei unsrem Falle die Relation

1 (1(’)1 - (q"))0= ,,,o,q -x
entnimmt.

Nun betrachten wit die sich im oben genannten Rechtecke eindeutig und

regular verhaltende Funktion

(,o)=9(,o) (-o+.l q)o<o-,o.-,,.l q’-)

hierbei beziehen sich alle q-Ftmktionen auf diejenigen mit dem Parameter q an-

start q. Aus den die Doppeltperiodizitiit yon (w) darstellenden Funktionalglei-

chungen erhalten wit die entsprechenden Gleichungen ftir/7(w), welche lauten:

F(w+2r)--F(w) exp [ --2., (w--wo+r) +(w--w. +’n’]
(-o+)-0o-+) ] ’(),

Daher ist F(w) wiedemm doppeltperiodisch, und also ist eine elliptische Ftmk-

tion. Da aber F(u,) sich tiberall in ihreIn fundamentalen Periodenparallelo-
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gramm tiberall reguliir verb.lilt, so mu] sie identisch konstant sein. Gehen wir

wieder in die ursprtingliche z-Ebene zurtick, dann erhalten wit ztmrst den Aus-

dmck

,C)-C )o=

die Konstante C wird hierbei durch die Normierungsbedingtmg an z festgestellt,

und somit ]ii]t sich die voLlet von l}c)Cz;z) bestimmen. Wit- sehen

nii.mlieh nacheinander

,,:,(’1 I1),,(o1)

Die Abbildungsfunktion [}c)Cz; zo), welche die Bedingtm4gen

c’(o;)-0, c’)’(;)=l;

erfiillt und sonst sich ganz ihnlich wie cCz;zo) verhiflt liBt sich gewomen

entweder ganz iihnlich wie oben oder mittels der sofort nachweisbare Relation

.,)c;-)-_o, (__q;__q.
9 \ z ZoZ

Wir gelangen somit zur Darstellung

c,)cz; z0)_ o

Hierbei gilt die Relation

.%c,__arg (-Zo),
was man wie oben nachweisen kann; aber da] diese Relation sowie auch die oben
angegebene entsprechende Relation bestehen mtissen fo]gt mehr mmaittelbar

auch aus den fast ersichtlichen Gleichungen

I/

(’)Cz;,)=
I1 I!

;- I1
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Beide GrS]en m" und mt) lassen sieh anderetits dutch

mc)-- bccq;zo]) und m

liefern, und Endpunkte der Bildschlitze bei o I}co(z; zo.) und ca ct(z; Zo) lie-

gen natiirlich an den Nullstellen der Ableitungen der betreffenden Funktionen.

Naohdem beide Funktionen }co und l}c in explizitertgewonnen wor-

den sind, dann erhalte wir sofort die gesuchten Darstellungen ftir

Wir haben daftir n’imlich nut zu setzen:

c’(;)-2(; )- o)(;) und .:’(z; ,)--
,)(Z;)co(;)

Zum Schlul bemerken wir, da diese beiden Funktionen auch durch das

ihnliche Verfahren, wie das am Ende des vorigen Paragraphen angegebene, aus

der die Radialsclflitzabb’fldung vermittelnden Funktion sofort hergeleitet werden.

Wir erhalten somit etwa

7(; )=

und

,(qz q---,

Es ist lei’cht nachweisbar, da] das hier angegebene Resultat wesent]ich mit dem

oben gefundenen tibereinstimmt; man berficksichtige dabei etwa die allgemein

gtiltige Formel

Cu+.) +/-

10. Grunskysehe Extremalfunktion i(z;z, z.).
Die speel]e Abbildtmgsfunktion i(z;, z), welche auch yon Gruy in

iner on tienit eief worden ist d in kfoer Abbfl
mh mmenender biete verene Extreeetn
wet, lt ch i mm Fo et daHen. Sie veitlt dai die

Abbild yon R a’ ein ibiet, welch durch enht, die

volle Bildene ind zwei Bn a den lrithhen Spalen-ieyon denen den Krnum s asphent
si und en von aehendenHalrenteemkonWkel arc-

n a eidet; dai llen ferner zwei voene inherenk and z in 0

v. fihen unr werde eine Normiem z au[erl,
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dal das Residuum gerade gleich Ehas sei: Res z** ;i] 1.

In beiden extremen Fillen a-- eo und a:0 arten die logarithmisehen Spi

ralen mit Neigung a in die Kreise um 0 bzw. die Halbstrahlen durch 0 aus, und
also fallen die betreffenden Abbilduffunktionen zusammen mit den schort

behandelten mktionen flit Kreisbogen-bzw. Radialschlitzabbfldung, d. h.

**Cz;zo, z.,,)--eo,(,.z;z.,,, zo) und io(z;zo, z**)--e,(z;z,,,,,
Um aueh die Ftmktion mit allgemeiner Neigung a expl darzustellen, set-

zen wit nun nach Gnmsky

t=r+/’= (l+/a) 1--a +i2a+ +a" +a

a=tan argt
2

und ferner f’tihmn wir beide Funktionen P und q ein mittens der Definitionsglei

chungen

C;, z-)=v%C;,.)/J.C;,(R)), C(R);, z(R))=.
Die Funktion iCz; zo, z**) lilt sieh dann dutch die Relation

iCz;, z.)=Cz;, z..)+t]g Cz;, z.), es [.;i,] =,
liefern. Die expliziten Ausdrtieke ftir die bier angegebenen Ftmktionen folgen

also olme weiteres aus unsren sehon geftmdenen ten ftir o mad ear. Wit

erhalten in der Tat nacheinander

P(z;z,z**)-- . ( z )
Zoo

( -0)( h) )’.x
(]0.)(/z)

Wie sehon 3 und 5 gezeigt mrde, gelten etzt die Relationen

i.(’; Zo, z**) z. und arg io(; Zo, z**) =arg
i**(te’ zo, z**) Zo io(te" Zo, z..) Zo

ftir alle reellen Werte yon 8 und q. Da naeh den Definitionen
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geln muB erbt sich ferner

wora die weire Behuen
(;, z.) (;, z)

dmimnre

(’;, z) (’;, .) ]

engnommen werden

Bicen r n die lahen Spiren welche eB
yon z] :gdz 1i der Abbdg :i(z, z) trn, t

dn lt sich e ffem ider Paramerwe d oe wei a

=(-)

odei die Reration

-I" (a’r’ "1- -)arg z.

z Z

Beide extremen F]le a--O and a-- o enprechen den Abbildungshmktionen .
bv. ,, und reduziert sie sich dana tatsaehlich auf die Relationen

wozu man die schon in 5 bzw. in 3 angegeben iiquivalenten Relationen ver-

gleiche.


