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35. Der Bezoutsche Satz in zweiach projektiven Riiumen.

yon Kenkiti IWASAWA.

Mathematisohes Inslitut, Kaiserlicho Un]versitift zu Tokio.

(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., April 26, 1945.)

Der Bezoutsche Satz fiber Schnittpunkte einer algebraischen Kurve mit

Hyperflachen in einem pro]ektiven Raum lasst sich sofort auf den Fall einer

Kurve in einem mehrfach projektiven Raum verallgemeirern, wenn die Charak-

teris*ik des GrundkSrpers Null ist>. Ist aber die Charakteristik nicht gleich

Null, dam treten inseparable KSrpererweiterungen au[ und der Sachverhalt wird

etwas umstttndlicher. Im fo]genden soll gezeigt werden, dass der Bezoutsche

Satz auch a,uf diesen Fall erweitert werden kann. Wir beschrnken uns dabei

der Eiafachheit halber auf den Fall der zweifach projektiven Rume. Dieser

Fall besitzt anderseits wegen Anwendung auf die Korrespondenztheorie der alge-

braischen Kurven eine besondere Wichtigkeit. Daran anschliessend werden wir

einige Bemerkungen fiber Schnittkurven yon einer 2-dimensionalen Mannigfaltig-

keit mit Hyperfltchen angeben.

Es sei P. bzw. P,, ein l-bzw, qz-dimensionaler proiektiver Raum fiber

einem GrundkSrper k mit der Charakteristik p (=Null oder eine Primzahl).
Wir nehmen k als algebraisch abgesohlossen an. Die Punkte yon

sind bis auf beliebige Faktoren bestimmte, nicht smtlich verschwindende

(/+l)-bzw. (n+l)-tupel $=($0, $, ,) bzw. =(%,
wobei $ bzw. /a Elemente in einem gewissen ErweiterungskSrper yon k sind.’)

Wir bezeichnen dann mit P,, den zweifach projektiven Raum, der das Produkt
yon P, ud P ist. Die Punkte yon P,,, sind also die Gesamtheit der Paare

Nun sei K’-k(w, v ,w,) ein r,tionaler FunktionenkSrper der

Unbestimmten w, w, w fiber k und $ ein in bezug auf diesem KSrper
a]gebmiseher Punkt in P, d.h. die Verhltinisse der Koordinaten $ (i--0, 1,

1) Vgl. B..L. van der Waerden, Zur algebraische Geometric I, Math. Ann. 108
(1933), XIII, Math. Ann. 115 (1939).

2) Algebraisehe Korrespondenzen zwischen algebraischen Kurven kSnnen bekanntlich
durch Kur,en in geeignetcn zweifach projektiven R/iumen dargestellt verden. Vgl. die
nachfolgende Arbeit des Verfassers in diesen Proceedings.

3) Nach v. d. Waerden nehmen wir solchen Erweiterungsk6rper nicht als fest an,
sondern vielmehr als eia wachsender K;rper im I,aufe einer geometrischen Betrachtung.
Vgl. B. L. van der Waorden, Einfiihrung in die algebraische Gcometrie, Berlin (1939), S.
105 oder l.c.1).



214 K. IWAS.CWA. [Vol. 21,

l) yon $ seien tiber K algebraisch. Den durch die Adjunktion dieser Ver-

hiiltaisse entstehenden Erweitertmkirper yon K bezeiohnen wit mit

K,-- K()==k(w,, u, w., ).
Der reduziere Grad bzw. der Exponent der Erweiterung K,]K sei nl bzw. p"’ 1).

Wit bilden nun mit Unbestimmen uo, u,, u,, den Ausdruek
Sl

(1) I1 (u, $(*))’*’ 11(uoo

wobei $(*) alle verschiedene konjugierCe Punkte von in bezug auf K*) durchliuft.

Nach W.-L. Chow) kann man dutch geeignete Normiemng der Koordinate.n yon

erreichen, dass der Ausdruek (1) eine irreduzible Form von u mad w tiber k

wird. Wit heissen in diesem Fall, dass die Koordinaten yon $ in bezug atff

k(wl, u, w,) normiert sin&

Es seien , 7 wie oben tiber k(wj, w,
bzw./) und

(2) f(x, y, a)=aoxg+alx-lx+ st .’> 0

eine allgemeine Form yon x----(xo, x, x,) und y-- (y0, y, y..) mit

dem Grad (s t). Die Koefflzienten ax sind also Unbestimmten. Mi normier-

ten KoordinaCen yon , bride man

we n bzw. p" den reduzieren Grad bzw. den Exponen yon k(w, w.,
w,, , )]k(wj, "w, w,) bedeutet und u alle verschiedenen Konjugierten

dieser Erweitomng durchlauft. Man kann dam sofort beweisen, dass F(w, a)
eine irreduzible Forth von w, a iiber k

Nun sei 0 eine irredttzible Kurve in P.,, und f(x, y, a) die in (2) angege-

bene allgemeine Form veto Grad (s, t). Ferner’sei g(x, y, b) eine andere allge-

meine Form veto Grad (s, tt), stt 0 mit unbesimmten KoeffizienCen b. Die

durch f(x, y, a)----0 bzw. g(x, y, b)=0 bestimmte Hyperfliiche H. bzw. //b in

/)..,, schneide die Kurve O in ihren allgemeinen PunkCen ($(), ,/(x)) bzw.

(t(,), t,,), welche tiber k(a) bzw. k(b)") algebraisch und einander konjugiert

sind. Ftir normierte Koordinaten yon /sind dann die Ausdriioke

1) Wir wollen nicht e, sondern peals Exponent bezeichnen. Es soll p=l bedeuten,
wenn p 0.

2) Das bedeutet, dass die Verh/ltnisse der Koordinaten in bezug auf K vinander

kon]tgiert sind.
3) W.-L. Chow, Die geometrische Theorie der algebraischen Funktionen fiir beliebige

vollkommene Korper, Math. Ann. 114 (1937).
4) Vgl. Chow, 1.c.

5) Den KSrper k(- a- bezeichnen wit kurz mit k(a). Ebenso ist mit k (b).



No. 4.] Der Bezoutsche Satz in zweifaeh projektiven Rgumen. 215

F(a, b)-- IIf($’’’, l’(’’, a)

G(a, b): g(*’, *, b)

h dem on Bemerken ide irible Foen in k[a, b]. n,p d,p" sddaieeGreundEnennderEeien k(a,$,)]k(a)
d k(b, $, )]k(b). mu wie in einem gewShflichen {eihen)projectiven

um itmd sogleich, d F(a, b) und G(a, b) (ba einem

Fair in k) meendd die Exnenn p," ei 1 sind.

k(a, $, )]k(a) und k(b, , )]k(b) sind parable Erweiten. Hier

t ke ndererUdim Veleich mit demF der gewShichen pro-

ktiven RKe a.
Wit untemuchen n e Scpunkte yon C t der Hrflhe H,

welche durch eine @emeine Fo fi(x, a) in P. timmt rd,
den Gr s( 0) it, ar nicht dnlt (t=O). Anoen der a-

geaete FM1, d Ct einemn in P trod einer Kurve C in P in der

Fo

() xO
dat werden kay, bit C ier hnittpm (() ())
welche tiber k(a) gebrh und einder koe sind). Ffir noee
Krditen sind dam die beiden Afficke

F,(a, b)

genau wie oben, da F(a,, b) mit G(a, b) bis a einen konsnten Fakr

ellt. k(b, , )ist ar, fie scho merkt, tiber k(b) para].

Der Exnent p" von k(b, $)/k(b) folglich gleich 1. Fern r fat k(b,
inmF mit k(b, $, ) mmmen. Zum Bewe setze man

n*-- [k(b, $’, ’) k(b, $’)], nt=n*n". )

Es bt dann n* Schnittpunkte yon C mit H,, e ee Krdinate $ haben.

Eine durch ($, V) hindurcehende meine Hyhe vom Grad (.7, t’)

1) Vgl. Chow, 1. c.

2) Vgl. v. d. Waerden, 1. c. 3), S. 146.
3) r war der reduzierte Grad yon k(b, ")/k (b). Da aber k (b, ")/k (b) eine separ-

able Erweiterung ist, so ist es gleich [k(b, ):] (b)].
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sehneidet aber die Kurve C ausser in (t,) in keinem Punkt mit der ersten

Koordinate $’ mehr, denn die yrene $x0--x--0 P, hneidet C nur

in endlichvielen nkten, fls C nicht yon der Form ()
n 1 und folglich k(b, $)--k(b, ,) inu es grit

(3) F(a, b)--.llf(’), a)

Wir trachten nun den Exnent p% Nach der Thrie der elgebrhen

Korrpondenzen hahn $, , a isomorphe a]gebrche Relationen fiber k wie

$*, *, a, die man erhalt, wenn man durch einen ]gemeen mkt

yon C eine alemeinte Hyperflache fi(x, a) vom Grad s 1). Se man
.s--1 s--2fi(z, ,) =,0zg+ ,,z, z +,z z, +

len sich a z.B. m stimmen, dam ffir untimmte a, a,
a: ($*’ a, ,,

gesetzt wird). Es lt dann

* * a2/ao ...)(4) :(a, $,) k(a, $*,*)=k($*, *,a]ao,
* aa/ak($*, *, a/a, ,..

d lich

a]a a[,/a, ).(5) (a,, ) (at,
* a3/a, yon emander brah unabhang sind,Da $* * und a/a * *

fo mm (4), (5) ds der Gr und Exponent von k(a,
de@en yon lc($, )]k( ) gleich sind.

Nun ist $ a Schnittpunkt der mff P prNierenden Bildkmwe von C
der allgemeinen Herflaehe fi(x, a)--O in P sieher paral

t daher gleieh dem Exponent yon k(a, $, )]k(a, $), naehondennn

fHt t dem red,leben Grad yon k($*,*]k(*)en, k($*} ein

ebrherFuione5rr voa einer Verndefliehen ist. Daram fot auch

N defin:eren wir die Multiplhitt eines Sciput einer irrediblen

Kue C mit einer agemeiner Hyperflache f(x,y,a)--O vom Gr (s,t), st 0

fondermassen" es t gleieh

1) Vgl. z.B.v.d. Waerden, 1. c. 3), Kap. V.
2) Man kann natiirlich $0=1=0 annehmen.

3) Vgl. z.B.M. Deuring, Arithmetische Theorie der Korrespondenzen algebraischer
Funktionenk;rper, I, Crelle’s ]our. 177 (1937).
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I, fr st> 0

dem Expenent o" yon k(f*, l*)/k(*), ftir t=O,
dem Exponent/Y- yon (*, /*)/k(,/*), ftir s--0,
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wobei ($*, /*) ein allgemeinen Punkt von C tiber k bedeutet.
Es sei bemerkt, dass die sv defirfierte Multiplizitit allenfalls nur von C ab-

hngig ist.

Nach diese:r Definition kann maa den oben Bewiesenen in folgender einfacher

Form zusammenfassen.

datz 1. Es seien f(x, y, a), g(x, y, b) allgemeine Formen yon Gralen

(s, t), (st, t) und C eine irreduzible Kurve in P,... SchnittpmflCte von C mit

den Hyperflichen f(_, y, a) 0, g(.x, y, b) 0 seien, mit Multiplizitiiten ver-

sehen, ($(), /(*)), A---- 1, a, ($), lt()), p= 1, B. Ist dann st 0

oder gtt:> 0, so gilt nach geeigneter Normierung der Koordinaten

(7) II f($’(), 1"(), a) II g($..z;, rl(,), b)

Satz 2. Die Mn]tplizitt eines $chnittpunktes (, /) yon C mit einer

a]]geenen Hyperfiche f{z,y,a)O s gMch dem Exponent yon k{a,,)/{a).
Satz 3. Es sei (, )ein allgemeiner Punkt yon C und r, p’ tier Grad

und der Exponent yon k(, )/k(). Femer se C die auf P projizierende

Bildkurve yon C, welche wir nicht nulkimesion.M annehmen). Die hnitt-

punkte yon C mit einer allgemcinn Hyperflhe f(z,a)O in P

$chnitttm{te yon C it fl (z, a) 0 in P, ,, deren ete Koorditen gleich

Sa sind und yon diesen Schnittputen aen ender zummen.

m foenden beichnen wir die Gmtheit tier t Vielfachheitcn re,he-

hen Schttpkte yon C mit f(z, , a)=0 iert

Nun seie f(z, , a), fi(z, , ), f(z, , a) meie Formeu vo

Green (8, O, (sl, tl), (82, tz) [llld gelte

Es t dann der

4. t man

y, y, a,)fd , y,

geht [Cf(x, y, a)] i der relatiomtreuen Siiertug a a in e
Summe yon [C’, f(x, y, a)] und [C, fi(x, y, a)].

1) Genau dann ist ja k (, )lk () eine endliche Erweiterung.
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Beweis. Wir nehmen zuniichst an, dam C wirklich f(x,, y, al)--O und

fo(X,, y, a...)--O schneider und setzen

[C,f,(x, y, a,)J {($’(), ’()), a=l,
[C, f2(x, y, a0)]-- ($’’), ,"’)), T----I, ,9’}.

Setzt man ferner

g(x, y, b) Z Z b,x,y, [C, gCx,, y, b)]-- {(’(), ’()), o----1, $},
=o.=o

so gilt nach Satz 1, (7)
F(a, b)--Ilg((, (, b)--IIf($(’’), 1(’’), a)

F(a*, b)----IIf(*’’), ,’"), a)-Hfi($*(’’), ,(’), a,)Ilf2($(’), *(’), ao)

--IIg($"(’), ’("),.b)IIg(’’(), "(), b)

Geht [0, f(x, y, a)] bei der Spezialsierung mlationstreu in ((), ()), p-- 1,
a} tiber, so gilt)

F(a, b)--IIg($(), (’), b)--->. F(a*, b)--IIg($(, (), b)

folglich

//g($(), (), b) ]/g($’, ’, b)//g($", ", b).

und daraus folgt sofort die Bahauptung.

Wir betrachten nun den Fall, dass C und f(x, y, a)=O keinen Schnitt-

punkt haben. Dies geschieht genau dann, wenn t--0 und C von der Form

()C.. ist. Ist ausserdem to=0, so ist auch t----0 trod C,f(x,y,a)],
[C,f(x, y, a)-], [C,f(x, y, a2)J sind simtlich Nullmengen. Es bleibt ao
nichts zu beweisen.

Wit nehmen also an, dass t 0, t2> 0 gilt trod dass C mit f(.x, y,
f2(x, y, a)--0 Schnittpunkte besitzt. Es gilt dann wie (8)

(9) llg((,, f), b)--llf(,.(’’), a)llg(’’(), 7"".), b)

F(a, b)--llfi($(’), al) ist dabei eine Form in klan, bJ. Wir wollen nun

zeigen, ds F(a, b) nicht yon b abhangt, indem wir aus der gegenteilige

Voraussetzung einen Widerspruch ableiten. Man nehme also an, dass F(a, b)
yon b abhiinge. Man bestimmte alsdaan b und die entsprechenden Spezialisierun-

gen () von $) so, dass es fiir unbestimmte a

gelte. So wiirde einer yon () einerseits auf f(x, a)----0, andererseits aber Ms

1) Vgl. v. d. Waerden, 1.c. 3), S. 165 oder Chow, l.c. 6).
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Spezialisierung yon ()auch auf C liegen, entgegen der Voraussetzung, dass C
und f(x, al)=0 keinen Punkt gemein haben. IIf($(’’, a) ist also yon b

unabhiingig. Vergleicht man die beiden Seiten yon (9) als Formen yon b, so

sieht man sofor, dass [C,f(x, y, a)] bei a -> a* zu [C, f2(x, y, a) tibergeht.

Genau so erledigt man den Fall, dass C mit f(x, y, a)== 0 keinen Schnittpunkt

besitzt. Der Satz ist also in allen Fallen bewiesen.

Nun definieren wir die Multiplizitiit eines Schnittpunktes (
einer beliebigen ttyperfliiche f(z, y, at)-O wie tiblich folgendermassen. Wir

nehmen eine allgemeine Form f(z, y, a) mit demselben Grad wie f(z, y, at)
und heissen dann die Zahl, die angibt, wie viele Punkte yon C, f(x, y, a) sich

bei a --> at relationstreu zu ($0, o) spezialisieren, die Multiplizitiit oder ielfach-

heit von (0, vo). Es ist bekannt, dass diese Multiplizitiit unabhiingig von dem

Speziilisierungsprozess eindeutig durch a--> a bestimmt wird). Die Punkt-

gruppe ]e mit Vielfachheiten versehener Schaittpunkte yon C mit f(x, y, at)--0
bezeichnen wir wieder

[0, v,
Nach Definition ist 4ann bei a --> a

(I0) [O,f(x, y,
undes gilt das Prinzip der Erhaltung der Anzahl).

Es sei noch bemerkt, dass bei einer ausgeartetea Kurve C, Schnittpunkte mit

der Multiplizitiit Null auftreten kSnnen. Z.B. kann (’) C wohl eine Hyper-

fliich f(x,, a)=O schneiden (d.h. f(,a)---O), obgleich [() C,f x, a’).j
eine 5Tullmenge ist. Mag dieser Umstand einmal unangenehm scheinen, so wird

es sich spiiter doch als zweckmssig erweisen.

Satz 5. Es seien f(x, y, a), f(x, y, a’2) beliebige Formen und

y(x, y, a’)--f,(m, y,
Es gilt dann ftir eine irreduzible Kurve C

[O, f(x, y, a’)]-- [0, f,(x, y, a;)] + [O, fi(x, y, a;)].
Bewois. Die f(x, y, a), f,(x, y, a), ft.(z, y, a;) entsprechende allgemeine

Formen bezeichnen wir mit f(x,, y, a), f(x, y a), f(x, y, as). Es sei ferner

f(x, y, a*)=fi(x, y, a,)fl(x, y, a)
Aus (10) folgt

[C,f(x, y, a)] --> [C,f(x, y, a’)], bei a --> a’
[C, fi(m, y, a,)] ---> [C,f(x, y,

[C, f:(x, y, a2)] --> [C f(x, y,
bei a-> a,
bei (%.0--> a.o’.

1) Ygl. v. d. Waerden, 1.c. 3), S. 165.
2) Vgl. v. d. Waerden, 1. c. 3), S. 164.
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Naeh Satz t gilt andererseits

(12) [C,f(x,y, a)J -- [C,f,(x, y, al)] + [C,f(z, y, a...)j, bei a -> a*.
Dexkt man sich also die Spezialisierung a -- a so geschehen, dam man elst die

Spezialisierung a -> a*, und dann a* -> a (a,-- a;, a-- a) vorgenommen

hat, so erhiilt mm aus (11), (12)
[C, f(x, y, a’)]

Wir bezeichaen mm Init A(s, t) die Anzahl der Schnittpunkte yon C mit

einer Hypcrfliihe f(x, y, a)--O vom Grad (s, t). Nach dem Prinzip der Er-
haltmlg der Anzahl hiingt A(s, t) nur yon C und (s, t) ab und es gilt nach Satz 5

A(s, + s,. t, +)=A(st t,) + A(s. t...)
Daraus fo]gt

A(,, t)= sA(1, 0) + tA(0, 1).
Nun sei ($, ) ein al]gemeiner Ptakt von C und C, bzw. C. die auf P, bzw.

P., projhierende Bildkurve yon C. $ bzw ist also ein allgemeiner Punkt yon

C bzw. C... Der Grad von

Setzt man ferncr

so fo]gt aus Satz 3

A(1, 0) =-/,-,,

Wir haben also die folgende Erweitemng des Satzes yon Bezout:

Saz 6. Die Anzahl der Schnittpunkte einer irreduziblen Kurve C mit einer

Hyperfliiche f(x, y, a) 0 vom Grad (s, t) wird gegeben dutch

A(s, t)= s,,/,,, +
wo %, V..,, v, ’.. wie oben angegeben dureh C eindeutig bestimmte Zahlen sind.

Nun sei I? bzw. T’.,. irredmible algebraische Kurve in P bzw. P uud

F=FxF.,.

das Produkt von Ft,F. in P, ,. Es ist eine 2-dimensionale irreduzible Mannig-

fMtigkeit in P,.,. Die Schnittkurven yon /’ mit allgemeinen I-Iyperfliiclmn

f(x, y, a)----0, g(z, y, b)=0 bczeiehnen wir.mit (7. bzw. C,. Diese Kurven sind

tiber k(a) bzw. k(b) irreduzibel und ihr Schnitt ist eine fiber k(a, b) irredtible

Punktgruppe", welche wir mit

(1) It, y(z, y, a), a(z, y, b)]

1) Z. B. ist rt die Schnittpunktsanzahl yon C mit einer allgemeinen Hyperebene in
P. Wenn C nulldimensiona1 ist, so setze man =0. Vgl. v. d. Waerden, 1.c. 3), S. 145.

2) , 2 haben eine wichtige Bedeutung in der Theorie der algebraischen Korrespon-
denzen. Vgl. die nachfolgende Arbeit des Verfassers.

3) V#. .c. 3), s. 44.
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bezeichnen. Jeder Sc|:nittpunkt in (13) soll einfach geziitllt werden. Das ist

gerechtfertigt, da, wie gezeigt werden wird, jeder Punkt yon

separabel ist. Zum Beweis unterscheiden wir vcrschiedene F’tille enkprechend

den Graden (s, t), (g, ) von f(x, y, a) und g(, y, b).
1) Fall st O, dt 0. ($, /) ist als Schnittpunkt von C mit g(x, y, b)--- 0

separabel tiber k(a) (b), wo k(a) eine algebraisch al3geschlossene I-ttille von

bedeutet). Ebenso ist es separabel tiber k(b) (a), wo k(b) eine algebraisch

abgeschlossene I-Itille von k(b) fist. Daraus schliesst man sofort, dass ($, /) tiber

k(a, b) separabel ist.

2) Fall st 0, s 0, t-- 0. C ist dann die Vereinigung von

(----1, ,a), wo $(v Schnittpunkte von F mit g(x, b)--0 bedeuten. Es sei

also $---$o). ist bekanntlich fiber k(b) separabel. /ist dann ein Schnittpunkt

yon () Fo. mit f(’ y, a)--O. Die Koeffizienten yon y in f(.$, y, a) sind

.ersichtlich yon einander algebraisch unabhiing;g tiber k($). f($, y, a) ist daher

eine allgemeine Form yon y. t ist also tiber k(, a) separabel und

folglich separabel liber k(a, b). Genau so erledigt man die Fiille st>O, g--’O,
t>0; s>O, t----O, sff>0; s=O, t>O, dtt>O; s=O, t>O, st>0, tt=0; s>O,
t=0, d=0,

3) Fall s--0, t>0, s--0, t’>0 oder s>0, t=0, s>0, t----0. In diesem
Fall gibt es keinen Schnittpmfld.

Damit haben wit in allen Fallen bewiesen, dass (, ) tiber k(a, b) separabe_l ist.

Daraus und aus der Definition der Schuittpunktgruppe einer Kurve

I-Iyperfliichen, erhiilt man

(14) [F,f(x, y, a), g(x, y, b)] [O., g(x,.y, b)]= [Cb,f(x, y, a)].
:Nach Satz 4: folgt dann, dam IF, f(x, y,a), g(x, y, b)j in die Summe yon

[F, f(x, y, a), gl(X, y, bt)] und [F, f(x, y, a), g(, y, b.o)] spezialisiert wird,
wenn man g ins Produkt gg yon allgemeinen Fomlen g und g spezialisiert.

Wir wollen nun die Vielfachheiten yon irreduziblen Bestandteilen

(v= 1, ..., a) der Schnittkurve einer beliebigen Hyperfliiche f(x, y, a’) mit

definieren. Um z.B. die Vielfachheit von C zu bestimmen, nehme man eine

f(.x, y, a) entsprechende allgemeine Form f(.x, y, a) und eine beliebige allge-

meine Form g(x, y, b), welche sicher mit Ct Schnittpunkte besitzt. Man beweist

dann leicht, dam [F,f(x, y, a), g(x, y, b)] bei der Spezialisieruvg a --> a in

eine Punktgmppe tier Form_

y a,[c, g(z, y, b)]

1) Vgl. die am Anfang gegebene Bomerkung.
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tibergeht, worin 11 sicher yon Nlfll verschieden ist. Ausserdem ist 11 yon den

Wahl yon g(x, y, b) unabhiingig. Es seien nmlich gl(x, y,
beliebige 01 schneidende allgemeine Formen und g3(x,, y, b3) eine allgemeine

Form mit demselben Grad wie gig.,.. Ferner sei bei der Spezialisierung

[F, f(x, y, a’, g.,(x, y, b,)] ---> ,LC, g,(x, y, b,)], --1, 2, 3.

Es gilt aber bei g-- g

[r,f(, y, a), g.(, y, b.)] liP, f(, , a), g,(., y, b)] + It, f(, y, a),
g.(x,y,)],

[C, g(x,, y, b)]- [C, g,(x, y, b,)] / [C,, g2(x, y, b2)], =1, a.

Man erhttlt also wegen der Eindeutigkeit der Spezialisierung aus [F,f(x, y, a),
g3(x, y, b.)] durch a ---> ar, g.---> glg dieselbe Punktgmppe

() ,( Iv,, g,(, y, b,)] + IV,, g:(, y,

-1 1

fremde Punktgmppen sind, so bekommt man aus

wie behauptet wurde.

De ftir ede C deilnierte Zahl l nennen

und bezeichnen das mit dieen Vie]achheiten versehne Kurvensyste-n mit

[,X, , ’)]= .
Nun sei g(x, y, b) eine beliebige Spezialisierung yon g(x, y, b). Es gilt

nach der Definition der Schnittpunktgmppen

[vo, g(, y, b)] [,](, y, a), g(z, y, b)] ---> [o, g(, y, b’)],

bei b- b. Andererseits gilt auch nach der Definition

[I-’,f(x, y, a), g(.% y, b)J .--> L,[G,,

Daraus folgt dann sofort der folgende

Satz 7. Ftir beliebige Formen f(x, y, a), g(x, y, b’) lt
It, f(, y, a’), g(, y, b’)]-.r,X, y, a’)], g(, y, b’)

=[r, g(, y, b’)], X, Y, a’).

1) Vgl. v. d. Waerden, Zur algebraische Geometrie, VI, Math. Ann. 110 (1935).


