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Zur Theorie der algebraischen Korrespondenzen I.
Schnittpunktgruppen yon Korrespondenzen.

yon Kenkiti IWASAW.A.

Mathematisehes lnstitm, Kaiserliche Universit/t zu Tokio.

(Comm. by T. TAKAGI M.I.&., April 26, 1945.)

Die Schnittpppen yon algebraischen Korrespondenzen der a]gebrai-

schen Kurven sind im ldassisehen Fall erst yon F. Severi zweckmgssig definiert

worden1). In dieser Note wollen wit dieselben aueh ftir Kurven tiber einem

beliebigen algebraish abgeschlomenen Grundkirper definieren und einige Eigen-

sehaften davon ableiten. Wit folgen dabei durehaus der algebraisch-geometrischen

Methode, welehe con v.d. Waerden streng begrtindet women ists).

Es sei also/’ eine irreduzible singtflarititenfreie a]gebraische Kurve in einem

/-dimensionalen pro]ektiven Raum P fiber einem beliebigen algebmisch abge"

schlassenen GrundkSrper k und/’. eine ebensolche Kurve in einem m-dimensio-

nalen Ramn Pm tiber k. Es sei femer

P,..= P, x P., F,=F, x

P, ist ein zweifaeh pro]ektiver Raum tiber k und/’1.0 eine irreduzible -dimen-

sionale MannigfMtigkeit in P.ff). Algebraische Korrespondenzen zwischen /t

und/s werden alsdann dutch Systeme yon endliehvielen, mit beliebigen Vielfach-

heiten versehenen irredlmiblen Kurven tiber F.o gegeben. Wir wollen zuaichst

die Schnittpunktgruppe von zwei verschiedenen irreduziblen Korrespondenzen,
d.h. die yon zwei irreduzihlen Kurven auf/,s defieren.

Es seien C, D versehiedene irreduzible Kurven auf/’I.. Wir nehmen einen

allgemcine (1 )-bzw. (m-- 2)-dimensionalen linearen RaIml L2.. bzw. L)_.

in P bzw. P und einen beliebigen Punkt (a, b) in O. Verbindet man a mit

einem Punkt a" in LP2s und b mit einem Punkt b" in L)_. und bezeiclmet

man diese Linien mit L), L-), so erzeugt, wie ersichtlich, das Produkt

L..=I(’) x L

1) F. Severi, Trattato di geometria algebriea, vol. 1, Bologna (1926). Siehe auch F.
Severi, f3ber die Grundlagen der algebraischen Geometrie, Abh. Hamb., 9 0933).

2) Vgl. eine Serie yon Abhandlungen "Zur algebraischen Geometrie" in Math. Ann.
Man vergleiche auch v.d. Waerden ’EinfiJhrung in die algebraische Geometrie," Berlin

(1939).
3) Vgl. K. lwasawa, Der Bemutsche Satz in zweifach projektiven R/iumen, in diesen

Proceedings," zitiert mit "B ". Wit benutzen im folgenden oft dieselbe Be’zeichnungen
oder Schreibweisen io in "B ".

4) Vgl. v. d. Waerden, Zur algebraischen C,eometrie XIV, Math. Ann. 115 (I938).
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eine irreduzible ttyperfliche H in P.,,, wenn (a, b) in C, as in L22 und b in

L)_._ yon einander tmabhiingig durchlaufen. Als Multiplizitiit (Vielfachheit)
eines Schnittpunktes yon C, D nehmen wit die Multiplizitiit dieses Punktes in

[D, HI 1) und bezeichnen die mit diesen Vielfachheiten versehene Schnittpunk-

gruppe yon C, D

:Ptir allgemeine

C= ,C,
-1

defireren wir

[C,D]

(C, D. irreduzibel und

[C, D] XZ,/[C, D].
/.---1

Wir nehmen O, D wieder als irreduzibel tin und setzen mit obigen H

r.(,) L(v tmab-Man bewe’mt dann w.ie im gewShnlichen Fall

hiingiger Ptmkt yon [l"n, HI in C (i__ 2) liegt..Es gilt ferner

Zum Beweis nehmen wit zunichst .qza, dass C ausgeartet ist, d.h. class C: (a) x F..
oder O:F, x (b) ist.. Im Fall C:(a) x F wirdH ersichtlich durch l(x, u’):0
gegeben, wo l(x, u’) eine durch a hindurchgehende allgemeinste Form in P
bedeutet. l, s dann nach Definition) die Mifltiplizitiit eines in C, enthalenen

Schnittpunktes yon F, l(x, ’)--0 mit einer allgemeinen Hyperfliche, Xcy=0 in P. Nun gehen die Sehnittpunk yon F mit einer allge-
05-0

meinen linearen Form [, ) bei der Spezialiaiemng - " wegen der Singari-

iitenfreiheit yon/’ alle in versch’mdene Sctmittpmkte yon/’ mit l(x,) tiber.

1 ist also gleich der Multiplizitiit eines Schnittpunktes yon
$0 =0

--0, wenn a--(ao, a,
3-0

auch eine allgemeine Hypembene in P. ist, so folgt daraus 1--1 in bekannter

Weise. Man erledigt ebenso den Fall O--/’, x (b).
Nun sei Cnicht ausgeartet. Man nehme l--1 /:.o_) besCimmende al]gemeine

Punkte a0),......, a- und einen anderen allgemeinen Punkt q in P. Die yon

Z)_ und q erzeug Hyperebene in P wird dann durch

1) [D, HI bedeutet dfe Schnittpunktgruppe yon D mit H, vgl. "B".
2) [F, / bedeutet das Schnittkurvonsystem yon /’.. mit H, vgl. "B ".
3) Vgl. v. d. Waerden, l.c. 4).
4) V#. "B".
5) Vgl. B ". Man vergleiche auch den folgenden Schluss fdr den nicht ausgearteten

Fall.
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(2) a0
) a) a’) ----Uoao + uez+ +

,-, 7-,
() u,=,oqo+... +,._q,_+,.,+,q++... +,.a, (=o,,...,0

gen, woi,e Plfickehen Krn yon t_ sin E rd

e yon L._ und eem geeen q" yon P.eHm vo

P. dch
(4) oy0+ ,y, + +.y=o
() , ,0’V+ +; ,-,q;-, +, ,+,q,., + +,.

gen, woi wier e Plfickehen Krenn_,
(2) eine gemee Hyrene P,. Obt, sd ehtun (2)

O smtch emee te yon O fir kd mder koien
k(u). Wir helen een lchen ($’, ’). $"

yon (2) t aer atff P, projerenden Bfluev Opal fir k(u),
mehr fir k(, q). Der Enent p,o yon " tiber k(, q) t foch
glei deegen yon ’ fir k($’, , q), welcherdemidem Exnen yon

" fir k() gleich ). M bride mit fir k(, ) noenKn
() F(q,q’, ,’)= (v, -)= (.0q)+ .,n"+ +

woi *) eveenon korean yon " fir k(, q)
M eht leicht, F(q, q’, , ’) eeblePo k[q, 9,
d F(x, y, , ’)=0 ide iblo ffiaohen P,.. sd, fen

en, d.h. Hrd durch F(z, y, ,)0gem
Um ien, eiden wit n [Fn, (x, y, , )] t eer

emeenrene l(x c) + ex+ + cxtO. Es

(7) [r, (, y, ..’). t(x. c)] = [.. t(x.
Wir helen einen kt ($, ) aus [O,,/(, c)]. Es e emeer
yon 0 fir kdeViheit [0, l(x, c)] gleieh dem Exnent yon

n ar k($)*). Dir ar gee p*, ($, ) d (,) emeer
t yon 01obre Een fir k in. Biet

l) Wit bezoichnen die Charakteristik yon k mit , wie in "B ".
2) v0. "B".
a) VO. "B".
4) Vsl. "B ", Satz 2.
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besagt (7), dass genau ,p Punkte von IF, F(x, y, w), l(x, c)J bei der Speziali-

sierung F(x, y,-w).-> F(x, y, "a’, ,n"e) in ($, 7) tibergehen. Die Punkte yon

IF, F(x y, w), l(x, c)] erhilt man folgendermassen- zunichst suche man alle

Schnittpunkte $o), $’-), $q) yon F1 mit l(x, c)=O und dann ftir ]eden

$() die Schnittpmkte yon 1"2 m/It F($), y, w)--O. Es muss also z.B.

sein und lp ist die Vielfachheit yon als Schnittpunkt yon Fo. mit

--0. Gehen nun die Punkte v) in (6) bei der SImzialisierung q->

relationstreu zu f(: iiber, so gilt
2, 2/

(8) y,

mit

(9) v,=royo+ +r.,_ty_ + .n’,.,+y,+ + + w,.y.

Da e durch q und ,_ hindurchgehende Hrene (2), folglich auch e
Scittpunkte ) von (2) und C i der Siieg q St,$ t lest

blein und da $ diesel Mgebrche Eehaen wie St hat, sind *() e
von eder vemchien. ft emichtlich mit einem von () men, z.B.
=ff(’). In (8) t (4, ’())=0 die yon V’) dLemeeHyrene
P,, d.h. eine dutch t() hindurcehende MemeineHrene in P,. Die

yon Vt) vemchiene hnite yon (,())0 mit F sind mtlich

von L()_ abha und ft folich t keinem yon en mmmen.

Femer =o) Schniput von (v, ))=0t F eih gMt, da

F eine sifitatereie Kue i. Hieram und am (8) sieht fo,
die Vieeit yon Ms Schttput yon F2 mit F($, y, , t)=0 gleich p*. Nhdemon Bemerkten es andereiM gleich LpL Es t =1,
wie hauptet rde.

Es i noch merkt,d in em nicht aeaeten FM1 e C,(i 2)
in (1) auch cht aleartet gnd. Wareh z.B. C=(a)x F2 und

( () i q a, rde die Hyrflache

F enthMn, w ar oftener ein Wide,inch ist, da (d, ))=0 eine durch

(v durchgehende lgeme Hymne in P. d sicher cht F
entht. dereits ist auch kr, d C,(i 2) mtHch aeat sind,
wenn O eine amgearMM Kue

Nt der

Sa 1. Es sei g(x, y, b’)- 0 eine Hebe Hyffiache in P, dCeine

liebe Korresnde a F. Es gritn
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[C, E n, g(x, y, b’)J [C, g(x, y, b’)] ’).

Beweis. Man kann offenbar C als irreduzibel annehmen. Die C mit

LO) La) verbindende ttyperfliche in P wird wie oben mit H(l(x, u)--Oi--2 X m--$

oder F(x, y, r, )--0) bezeichnet. Aus l----1 folgt

It., HI -o,+ (o,=o)

unfl es gilt)

y, b’)], HI, y,

n(’) L) liegen die (vonDa jeder Punkt von C (i:> 2) yon _o_ abhiingt, so
(,.) unabhingige) Schnittounkte von C und [/’n, g(x,y, b)J nut in

_
X -m-

[C,, g(x, y, b)]. Nach Definition yon C, [1-’o, g(x, y, b)J folgt daraus die

Behauptung.

Satz 2. Ftir beliebige Korrespondenzen C, D gilt

IV, DJ [D, C]
Beweis. %Vir kSnuen nattirlich C, D als irreduzibel annehmen. Bezeiehnet

]%,0) mman die D mit einem allgemeinen linearen Raum _0. L ._.0 verbiniende

ttyperfliiche in P. mit H und setzt

[Pv., H’J D, + .YD (D, D)

so folgt aus Satz 1

$----2

Nach Definition besitzt ein Schnittpunkt in [D, C] dieselbe Vieffeit wie in

[, H’J. Da aber jeder Punkt von X[C, D] yon L(’_): L’_2 abhingt, so

olg aus (10) [0, D] [D, el.
Nun untermchen wir [0, D] in dem Fall, wo 0-----(a) f’.. md D irredu-

ibel und nicht yon der Form (a’) /’.. ist. H ist dann eine duroh a hindurch-

gebende allgemeinste Hyperebene l(z, u’)--0. Ftir eine l(z, u) entsprechende

allgemeine Form l(x, u) gilt dann’).

(11) [D, l(x, u)] - [D,l(z, u’)], bei u- u*

und man erhii/t [D, l(z, u)] folgendermassen: mmliehs nehme man alle Sehnitt-

punkte $m, c, ,$) yon der auf P pmjizierende Bildkurve yon D mit

l(z, u)----0 in P und ftir jeden 8() je einen Punkt () in P., so dass ($(), ’f))

1) Fii allgemeine Korespondenz C=2,hC ,oll [C, g (, y, b’)] =Z[C, g (z, y, b’)]
seill

2) VgL "B ", Satz 7.
3) Vgl. (10) in "B ".
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ein allgemeiner Punkt von D wird. [D, l(x, u)] wird dann gegeben durch

{(), (’), #=1, 2, g, =1, 2, /}
wobei /-- [k((), f)): k($))] (p---- 1, 2, g) gesetzt wird und ’f’*) alle

nicht notwendig verschiedenen Konjugierten yon "f) in bezug auf-]c($()
durchliiuft. Wegen der Singularifiitenfreiheit yon /’, geht bei (11) nur ein

Punkt yon $() zu a iiber: z.B. $o)_> a. Gehen dabei zugleich ’’) (---- 1, 2,... /)
.zu b() tiber, so folgt nach Definition

(12) [C, DJ (a, b()); 1, 2, -/}.

Damit ist bewiesen der

Satz 3. Es sei D eine irreduzible Korrespondenz, welche nicht die Form
(a) x F hat und ($, ") ein allgemeiner Punkt von D. Die simtlichen (nicht
notwendig yon einander verschiedenen) Korugierten von in bezug atff k($)
seien "f), ’fr) (/--[k($, 7):/c($)J)’). Gehen "f) (p:l, ,) bei tier

Spezialisierung $--+ a relationstreu zu b() (p----1, ?) tiber so wird die Sch-

nittpunktgmppe yon D mit C--(a) F.. dutch
[C, DJ {(a, b)); p-- 1, -/}

gegeben. In analoger Weise erhalt man die Schnittpunktgr-uppe yon D mit

F x (b), falls D nicht yon der Form/ x (b) ist.

Satz 4. Setzt man ftir eine beliebige Form g(x, y, b) und einen beliebigen

Punkt a in P
C--.(a) x 11/2, D-- [F,.., g(x, y, b’)], [F., g(a, y, b’)]-- {b(’;p--1,..., },

so gilt

[C, D] {(a, b()); p---l, S}.
Beweis. Nach Satz 1 gilt

(13) g.C, [1-’,., g(x, y, b’)]:]- IV, g(x, y, b’)].
Bezeichnet man die g(x, y, b) entsprechende allgemeine Form mit g(,.x, y, b),
-so sieht man leicht

[C, g(x, y, b)]- {(a, b’()); b"(’) e IF2, g(x, y, b)]}.
Durch die Spezialisierung b--> b’ erhiilt man (13).

Nun beweisen wit eine wiohtige Eigenschaft von der oben definierten Schnitt-

punktgmppe, n’amlich deren birationale Invarianz. Es seien also qO), q:-),
,p----((’), q)) birationale hbbildungen, welche F,, F bzw./’,---- F, x/’2 je auf

andere ebenso singularittenfreie F, F bzw. F;..,--F XF abbi]den. Eine

irreduzible Korrespondenz Gauf/’0. wird dabei mff eine wieder irreduzible Kor-
respondenz C’--q(C) abgebi]det. Ftir eine beliebige Korrpondenz Z&( setn

wir ep(ZkG)’-Xcl,ep(C’,). Es gilt dann

1) Die Endlichkeit yon " folgt daraus, dass D nicht dic Form (a’)x F. hat.
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Satz 5.

Beweis.

seien durch

()

Ftir beliebige Korrespondenzen C, D aff II1 gilt

[q(C), q(n)J ( [C, nJ ).
Die Abbildung q--

;:;: :i=q():el(): :qi();.. .q,,.(y),yo y, y,,,--q:,o(y) ,p(y)’.
(5) 0:.: ,=(’):’(’): (’),

y0: y: y=,](y,): (yt): ,(y,).
gen. Man hat offenbar den Satz nur for irredible C D weisen.

Wenn C oder D aeartet t, folgt der Satz unmittelbar a Satz 3, da die

Abbildung a F eineindeutig ist. Wir nehmen so an, ds C, D beide irre-

dtibel und nicht aeartet sind und schicken m Beweis einige Htze

VOterS.

Hilfssatz 1. Es sei F(x, y, ) eine allgemcine Form yore Grade (s, t,
stO und (a,b) ein beliebiger ukt in [I’, F(x,y,w). Dannht entweder

a oder b yon w ab. Dasselbe gilt auch

’Cx, y, w)]).
Beweis. Die erste Halfte ist ohne weiters klar. Die zweite fot

Hilfssatz 2. (x, y, w) sei diesclbe Form wie in Hilfssatz 1. Set ma

F*(’, y’, )=F(C)(x’), c)(y,), )
so fallt ([D, F(x, y, w)J) ffir eine (von o ubhaige) nicht aeartete
irredible Korresponde D a F genau mit dem von w abhaigen Tefi

yon [(D), F*(x’, y’, w) sammen.

Beweis. Es seien ($), V)), ($(, V) e yon w abhangige

PuPate yon [(D), F*(x, y’, w)]. Diese Punkte gnd nach W.-L.Chow)

einander konjiert fiber k(w) und fallen je p zammen, ls der Exponent

yon k($(), V(), w)/k(w) p ist. Ferner lie weder $) noch V() in It, da

($(), ()) ein allgemeiner Punkt der nicht ausgearteten Kurve (D) ist.

{)($’());i:0, 1, l} und {,))(V’)) ;j= 0, 1, m} geben al die

Koorditen yon ,()(()),@)(V()

,((’()) in [D, F(x,y,v)J liegt, d.h. dass

lie. Unekehrt zest mau in analoger Weise, dass ea beliebigen t

(($, v)) vo ([D, F(x, y, w)) in [(D), F*(x’, y’,-) negt. Dieser ist

aber nach Hilfssatz 1 yon w abhaig, also

I) W.-L. Chow, Die geometrische Theorie der algebraischen Funktionen fur beliebigo

voliebige vollkommene KSrper, Math. Ann 114 (1937).
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zusammen: z.B. q((, ))__(eo), eo)). Es bleibt also nur zu zeigen p--1, da

jeder Punkt in [D, F(x,y, w)J einfach gezhlt ist). Aus

folg aber k(’), ,o), w)-- k(, , w) und es muss

’’, o)/k(w)--k(, , ,o)/k(,o) separabel ist).

I-Iilfmatz 3. F(x., y, w), F*(x, f w) seien dieselbe Formen wie in I-Iilfs-

atz 2. Es gilt dann

(1) IF;.., F*(z’, v’, ,o)]-([r, ’(., v, w)])+ za’((a’,O)x
+ (r, x (b,o))

wobei a’( bzw. b" e
.(a’(’)) .l(a’")-. =.l(a’(")- o b,w.

=,(’o)=o
gentigende yunke in P,, bzw. P,, sind.

Beweis. Um [F,, F*(x, y, o)] zu bestimlnen, schneiden wit F[, mi

einer allgemeinen I-Iyperfliiche ....vvoxy--O und wenden l-Iilfssatz 2 aid

D([F.,.Y,voxyJ) an. Dervon w abhiingige Tell yon [(D),

9( [F,, F(x, y, o)]) und eder Pmkt in ibm is einfachk llimmt man

nlln ein yon 0 unabhiingiger Punk (a’, b’) yon [[/’,, 2"oy], 7"(., f,o),
so lieg es nach I-Iilfssatz 1 nich in q( [F,.o, iv(x, y, w)] ). Ausserdem gilt ent-

,,( )= o oae, ,0(b’)= .,(b’)= =(b’)=0weder .lta’),l(a’)=. ’a’
denn sons wtirde {(a’), (b’)} die Koordinaen yon ((a, 5)) geben und

q((a’,b’)) wiirde auf [F,,, F(z,y,w)], folglich (a’, b’) atff q([/’g, (x,
liegen, entgegen der obigen BemerkuI. Nach Definition

erhiil man dann sofol (16).
I-Iilfmatz :. F(x, y, w), F’(x, f w) und D miSgen dieselbe Bedeuungen

haben wie in I-Iilfssatz 3. Es gil dann

(1) ([D, (., V, ,o)]) [(D), .([r,., (., v,
Beweis. Am (16) folgk

(is) [(D), W(.’, y’, ,0)] [.(D), [r;., F*(.’, y’,

+ za,[.(D), (a’)
+Z[(D), F; (b’))].

Da aber Punke in [9(D), q( [l-’,..,F(x,ll, w)]) nach I-Iilfssatz I yon w abhiingig,

dagegen Punkte in [9(D), (a") F] oder in [9(D), F (5’)) yon o unabhin-

gig sind, so folgt aus YIilfssatz 2 und (18) die Behauptung.

1) rgl. B ". Man bemerke, dass W(z, y, w) einen Gzad (s, t), sii>o hat.
2) Vgl. "B".
3) /gl. "B".
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Nun wollen wir zum Beweis von Satz 5 zurtickkehren. Es seien also C, D
nicht ausgeartete irreduzible Kurven atff /. Die C mit einem allgemehen-- -s verbindende Hyperfliiche be.ichnen wir wie vorher mit

r)--O md die F(x, y, r, ") entsprechende allgemeine Form mit F(x, y,
I)ie Multiplizitat e eines Punktes (a, b) in [C, D] ist mit derjenigen yon (a,
in [D, F(x, y, r,r)j identisch. Bei der Spezialisierung F(x, y,w)--> F(x, y,’,r)
gehen so genau e Punkte yon [D, F(x,y,v)] in (a,b) iiber, folglich nach (17)
genau e Punkte yon (D), aA([F_ F(x, y, o)]) in q((a, b)) tiber). Wenn

[/;, F(x’, y’, v)J bei derselben SpeziMisiertmg in 2vC’%
q- 21(F; (b"#))) also q([l’,s, F(x, y, w)]) in 2vC’ tibergeht, so ist die

Ahl von q((a, b)) in 2(q(I)), C’) gleich e. Da aber q(C) sicher in

auftritt, so muss die Vielfa(:hheit von q((a, b)) in [q(C), (p(D)] [q(D),
nicht grSsser als e seh. Es ist also bewiesen, dass [q(C), q(D)] in

cnthalten ist. Genau so beweist man, dass [(q(C)), (q(D))]---- [C, DJ in

([q(C), q(D)]), folglich q([V, D]) in q(([q(C), q(D)]))--[q(C), q(D)]
enthalten ist. Es gilt also

Satz 6. /’., F,, q, mSgen dieselbe Bedeutungen haben wie oben. Es
sei ferner F(x, y, w) eine allgemeine Form von Grade (s, t), st 0 und

F(x, y, v) eine beliebige Spezialisierung yon F(x y, w). Setzt man

so gilt
T

mit geeigneten ausgearteten Korrespondenzen .
Beweis. Nach Satz 5 und (18) gilt

=(D, [r,, F(, y, w)]])+ X,[(D), ].
Spezialisiert man v-- ef, so ist

[q(D), [r;, F*(, y’, o’)]9 =q(CD, It,.., F(, y, ,/)]9)+ 2.[q(D),

Daraus erhalt man (19), da q(D) eine beliebige irreduzible Kurve guf /’s sein

1) Man bemerke dabei, dass ($) bei der Spezialisierung $a immer zu (a-)
iibergeht.


