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euclidienne, I.
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lnstitut Math6matique,-Universit6 lmprialo do Tokyo.

(Comn. by S. KAKYA, .M.I.A., March 12, 19,15.)

O. Int’oduction.

C’esg $ ]. Cartan qu’on doit la notion d’eaces n dimenfions comexion

cuclidime), ne), projective ou cofforme). I1 dfinit un eme mexion

euelidieme, ane projtive ou conforme comme une vari n6rique qui pr-
sen, au voisine i6at de ch;.ue lint, tous les caractres d’un espace

ordinaire grcu eudidien, ne, projectif ou coyote rctivement et qui

est, de phi, &)u d’une loi permettant (le raccor(ler en un ul ace 1 deux

tits moreaux qui enurent deux points infinimcnt voisim. Eu d’autres/erm,
i] ocic choue int de la varit6 numri(lue un pace fitent euclidien,
anc, 1)ro(:tif ou conforme, et il (lonnc la ]oi lc raccord des pa(: tments atta-

;hs aux deuxl finiment voLsins. Svant que l’e ent attach6

chtulUe ln)int de la vari nrique t grou euclien, ane, projectif ou

conformc ct par cnsuent, vant que la transformation infiniaale entre

deux)ngents atchs aux deux lits infiniment voisim de caracre
euclidicn, anc, projectif ou coorme, wtri orange s’aplle

macxion euclidienne, affine, projective ou nforme rcfivement.
Dans c thri, le nombre de mensions de la vari numrique e le

mdme que cehfi d eae ents attaches chue int de la yari origin:de.

Ma, on ut g&rr c thri en attchant

dimensions chue ht de la variM numriqm orinMe n demio, et en

donnant mxe loi de rcord d pae fitents attach& aux dcux ints hfini-

mcnt voisios. No appdom une tellc vafit l’eace hyrconnexion ’ucli-
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dienne, afline, projective ou conforme sfivant que la transformation infinit6simale

entre les espaees tangents attaches aux deux points infiniment voisions est euclidien-

he, attine, proje6tive ou conforme respeet,ivement.

Cette idle d’espaces hyperconnexion introduite premirement par R. KSnig)

a gt d4veloppe par L. Schlesinger0"), J. A. Schouten"9, J. 15. C. Whitehead4), A.

Kawaguchi), V. ttlavatr) et les autres, et s’est montre extrdmement f4conde.
Pour interpr&er la thorie unitaire des champs physiques cinq dimensions

de Th. Kaluzar) et O. Kleins) en se restant touours darts un espace quatre di-

mensions, A. Einstein et W. Mayer) ont utilis un espaee byperconnexion eu-

elidienne Slciale, quatce dimensions.

Cette thorie des espaces h hypereonnexion euclidienne Slciale g quatre di-

mensions a 4t g$nSralise par A.D. Michal et J. L Botsford) la thorie des

espaees g hyperconnexion affine g4nrale n dimensions.

D’autre part, le present auteuru) a montr4 que l’espaee d’Einstein et Mayer

hyperconnexion euclidienne peut tre regard comme une h)ersurface non ho-

lonome) totalement; godsique dans un espace de Riemahn cinq dimensions
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satisfaiant aux quelques conditions qui caractrisent l’espace de K,-duza et Klein

oinq dimensions. I1 a montr6 aussi, en collabolation aveo -S. Petrescu’), que l’es-

pae.e de Miohal et Botsford R hyperconnexion euclidienne peut 6tre regard4 comme
un sous-espace non holonome totalement godsique dans un espace de Riemmm.

Ainsi, nous semble-t-il que la thorie des espaces hyperconnexion et.oelle

des espaces non holonomes sont li4es l’une l’oxtre par une relation trs &roite.

La th6orie des espaces non holonomes at dj suitisamment tudie par Z. Horak,
G. Vranceanu, J. A. Schouten, V. Hlavat, J. L. Synge, A. Wundheilor et par les

autres"), et on a actuellement, comme nous avons d6j dit en haut, une belle app-

Iication de cette th6orie h la th6orie unitaire des champs physiques. D’autre part.,

G. Kron3) a trouv6 tam’belle application de la nouvelle gom4trie l’.analyse des

machines 414ctrique en mouveent, ll utilise surtout les cordonn6es non holo-

homes et les espaces non holonomes mStriques).

Mas, la th6orie des espaces hyperconexion n’a pas encore 6t sufiisam-

ment tudie pour trouver quelques applications la physique ou la th$orie des

machines 4lctriques. Le but de cette Note est d’6tudier la fl6orie des espaces R
hyperconnexion euclidienne. L’auteur reviendra l’tude des espaces hypercom

nexion aitlno, projective ou conforme en d’autres occasions.

1. L’algb’e, te,nso’idlv.

Comid6rons un espace 12" n dimensions dcrit par un systme de coordon-

ns (x) et dont la forme fondamentale

(1.1) d8’--gdxdz
est d6finie positive dans tout l’espace V, les g 6rant les composantes du tenseur

m6trique de V. On associe, chgque point de V, un espace vectoriel l’m’oaire

E,. dimensions dou6 d’un tenseur m6trique g, de manire que le carr6 de la

longueur v d’un vecteur ce E sera donn6 par

1) K. Yano et St. Petrescu: Sur les espaces m6triques non holonomes comp!6men-
taires. Disquisitiones Mathematicae et Physicae, I (1940), 191-246.

2) En ce qui concerne la bibliographie pour la th6orie des espaces non holonomes

volt, par exemple, G. /ranceanu: Les espaces non holonomes, d6j cit6; J. L. Synge:
Tvnsorial methods in dynamics. The University of Toronto Press, (1936); K. Yano et St.
Petrescu: Sur les espaces m6triques non holonomes compl6mentaires, d6] cit6; K. Yano"
Les coordonn6os non holonomes et les espaces non holonomes, (en japonais) Tokyo-Buturi-
gakko-Zassi, /2 (1943), 277-288.

3) G. Kron: The application of tensor to the analysis of rotating eleotrical machenery.
G.E.R. Press, (1938).

4) G. Kron: Quasi-holonomic dynamical systems, Physics, 7 (1936), 143-152.
5) J. Kanitani a rcemment 6tudi6 la th6orie des espaces a hyperconnexion projective,

reals, ses r6sultats ne sont pas encore publis.
a, b, c, i, j, k, .1,2, n,f

i, .,Lea6) indicesa, B, r, 1,/, pronnont respectivemont lea valeurs
(.d, B, C, P, Q, R +i m.
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0.2)
A chue transformation de crdonn de l’e

(1.3)
corresnd une traformation du ream de E. et on ut d$finir de la mire

bien nnue, les grdet de V,. d’ap lob de totio s-fi- d

cemen de rdonn.
Cla

m(> n) dimeo dou4 d’unur m4tque fondamen

que ler de la loueur V d’un vur mm do4r

fore qafiqueGntpd6firde five.
chmen du

et son veme (A,), on ut d$fir les nde de E., d’a lo de tr-
foations 4-v des chamen du mm de m sv bien

connue

Le scalaire F du poids p
Le vecteur contmvariant V du poids p
Le vecteur covariant g du poids p
Le tenseur general T. du poids p

V’=,(A)’A{V

off nous avons dsign par Ale dterminant form4 avec les A, et par A’,,, les

produits " A, pour la simplicitY.

Cela dit, supposons que l’espace vectoriel lin4aire E attach chaque point

de V contienne l’espace vectoriel lin4aire E attach4 ce point de V., e prenons,
dans E, n vecteurs B; contrevariants lin4airement indSpendants et se trouvaut

dans E de sorte qu’ un vecteur contrevariant v de E, correspond un vecteur

contrevariant V*--B;.q de E. Les B;. 6rant n’vurs contrevariants de E,
ses composantes B se transforment, vis-h-vis un changement du relre de E,,.,
d’aprs B;’-- A,’B,’.

D’autre par, les composanfes V-B.}’v d’un vecteur de E. tant invariantes

pendant les transformations de coordonn4es (i.3) de V,,, les composantes B;x se
..._ 9

ranBforInent d’aprs /---Bx B}x pendan lee *-,ormationB de coordonn6ee

(1.B) de V.. En somme, B} sont n veoCeurs contrevarianCs de E., par rappor
1’indite e m veceurs e.ovariani par rappor h 1’indice i.

En par des grandeurs ;, on peut dllnir les trois grandeurs suivanCee-

de caractres d&igns par lee poeifio des indioes, off ge ea le eneeur conCrevari-

 ondamenUd de V. d Ani par On d fini de marne le  emeur
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contrevariant fondamental G de E par G’G,--.
Or, les n vecteurs B; de E tant linimment indpendants, on peut trou

ver m--n vecteurs lin4airement indpendanCs B de

(i.6) GB; B’=O
soit, m--n vecteum linairement indpendants et orthogonaux aux n vecteurs B;x.
Deux sysmes B;, et B de tels vectem sont lis Fun l’autre par les relations

B,--A,,B o5 le d&erminant form4 avec les A, est suppo, non nul.

Si l’on pose

(1.7) G,,B’eB’q’ gq

les ga sont les composantes du tenseur m&rique fondamental de l’espa vecriel

lin4aire E_ m-n dientions dfini par les m--n vecteurs B linSairement

indSpendants. Les grandeurs de l’espace E,_. son dg4inies tout fair de la m-
me manire que la prclente.

En partant des grandeurs B, on peut d$finir les trois grandeurs suivantes:

(1.8) Be geqB, Bp, G,B
de caracteres indiqus par les positions des indices, off g eat le tenseu, contre-

variant fondamental de E_ dSfini par

Cela pos, consid$rons la logueur d’un vecteur V’-B;’v
Si l’on le regarde comme grant un vecteur de E,, ]e carr$ de sa longueur

est donn4 par

d’autre par, si l’on le regarde comme 4rant un vecteur de E, le carr$ de sa

longueur eat donn4 par (1.2), done, si l’on supp(, que V-% pour n’importe

quel vecteur, on doit avoir

(.9) aB’?=g
ee qui nous donne la relation entre le enseur fondamental de

Les relations (1.5), (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9) nous donnent

(1.10) B.,B),*-$’, B.,B---O, Bf,B;,*.--O, BBS*-.
Lea equations (1.10) nous montrent.que les deux matrices

B. ’/ et

sont lea inverses l’une de l’autre, par consuent nous avons

;*.+{i.ii)
d’o

(i.i)
(i.iB)

g’B;*B’?+ fqB’,.*B’’=

L’hypercon
On salt qu’un espave de Riemann g. est dou d’une connexion euclidienne
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sans torsion dfinie par les symboles de Christoffel {}, la deriv4e eovariante d’un

veeteur eontrevariant v’, par exemple, 4tant donne par les formules

(2.) de+ {], az --,.+{l,off la virgtfle d’esigne la d6rive partielle par rapport ,
La oonnexion Stant euclidienne et sans torsion, on a

(.) g..----g.,-g[, g.[ o,

ceux qui caractrisent la connexion euclidienne sans torsion, o le point-virgule

daigne la dSrive covariante.

Cela ant, nous allons dSfinir une connexion euclich’enne entre deux espaees

veotoriels linaires m dimensions attaches aux deux points infiniment vo’mins de

V.. Une telle connexion est donne par les fonctions ir’ de , qui se transfor-

men e/,, d’aprs

A,,,)(2.) P.,. .*,,+

pendant un changement de representation, une reprentation 6rant eompos par

am relrage dam E. et un systme de eoordonnes dans V.. Les eomtes
de l’hypereonnexion 6rant ainsi dfinies, la dSrive ovariante d’un veeteur eontre-

ariant V* du poids 1o de E. par exemple, est donne par les formules

v dv*+ Vrhd:--V*ldz,
VF-’-pV F,.

Or, ]’hypercormexion ainsi dfinie 4tan euelidienne, on doi avoir

ce qui correspond au postulat

_
d’Einsteir-Mayer et de Miehal-Botsford.

Cela tant eonsidrons an veeteur eontrevariant ,a de g alors sa dSrive

eovariante est dorme par (2.1). Nous eonstmisons, moyennant v, un veeteur

eontrevariant gx-- B;’v de E, et eonsidrons sa drive covariante par rapport

]’hypereonnexion d$finie en haut:

par eonshtuent,

Nous suppomrons iei que la proeeion orthogonale de V* sur E soit egale

B;xv, en d’autres termes, qu’elle soit gale au vecteur de E. construit en partant

de ]a drive covariante de v* qui est le vecteur de E. Alors, le deuxime terme

dans le deuxime membre de (2.7) doit repenter un vecteur orthogonale E.
pour n’importe quel vecteur v et pour n’importe quelle direction dx*, d’o on a
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(2.8) .
oh nt 1 --n umva de g, aid mp aux

deux indic $eur et vntmvade E_,rrap l’in. Ce ft no donne une intion gmtrique dutII dEi-
Mayer et de Mic-ord.

sfo (2.8) not smnt de pl une loi de driv covarian

d’une grdeurxlle que B; une loi de la dSriv vari due au fond
van der Wrden et E. Bolotti.

dvcovm de G, GXg et g Stuntun,on obtient,
d (2.8),

B’, B,, H,,x, B.x,--,
Cela tant, considron un vecteur V de E qui et orthogonal E., ou

eon t, qui

p us

Noom idrer la d$v& covarian 8* de V*. O,n a

(2.9) $ (dB)+Bd+B%PF.
nsid4rom B.xV de 8V

B.SV Bf,(dBb*)vq+ dv + B.xBq v Fdx
--d+

Pm

(2.10)

(2.11)
Les &luations (2.11) nous donnent la dSrive covariante de v.
Les quafions (2.10) montrent que

(2.12) "a--BQ;e--
sont les vecteurs de

Les formules (2.12) nous suggren ur loi de difl4rentiation eovariante d’un

tenseur mixte tel que B
Pour trouver la d4rive covariante de

En substituant G. et B., tirs de (2.6) et de (2.12) respe’tivement, on

trouve, eft remarquant que Bf,B.’‘ ,-" O,
de mme la d4rive eovariante de g s’annule.
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Or, des &luations G,BB.-O, on trouve

(2.I:) 6’.It;B +GBB;,=O
d’o5 on obtient

B.Be ,,= --,
B.xBa ,=0, on trouver nuent en nt eomp de

(2.15) B=
La foe (2.10) ou fortune (2.15) rnd aut I de

Mich et ord, ma, erie un u pln$ que de MicM et BoN-
ford q& supnt Bx d’etre uN et o,ux entre eux et de--dent
que le deume membm de (2.10) t idequement nul.

3. dtermiti, des como l’hercxi
No avo que la nneon de t d4& r [} et He de._ par F. Noomontmr,d Cpitm que 1mde

l’hyrnneon eucliee de E dent en de [}, F et

*, le ur qui mlie

uatiom
B;*,.+ B;*


