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27. Sur la théorie des espaces & hyperconnexion
euclidienne, 1.*

Par Kentaro YANO.

Institut Math€matique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.L.A., March 12, 1945.)

8§0. Introduction.

Cest 4 B. Cartan qu’on doit la notion d’espaces 4 n dimensions 4 connexion
cuclidiénne®, affine®, projective® ou conforme®. Il définit un cspace & connexion
euclidienne, affine, projective ou conforme comme une variété numérique qui pré-
sente, au voisinage immédiat de chaque point, tous les caractéres d'un espace
ordinaire 4 greupe euclidien, affine, projectif ou conforme respectivement et qui
est, de plus, douée d’une loi permettant de raccorder en un seul espace les deux
petits morceaux qui entourent deux points infininicnt voising. En (’autres termes,
il associc 4 chaque point de la variété numérique un espace tangent euclidien,
afline, projectif ou conforme, et il donne la loi de raccord des espaces tangents atta-
¢hés aux deux points infiniment voisins, Suivant que l’espace tangent attaché a
chaque point de la variété numérique est & groupe euclidien, afline, projectif ou
conforme ct par conséquent, suivant que la transformation infinitésimale entre
deux espaces tarnigents attachés aux deux points infiniment voisins est de caractére
euclidicn, affine, projectif ou conforme, ln variété originale s’appelle la variété a
connexion euclidienne, affine, projective ou conforme respectivement.

Dans ces théories, le nombre de dimensions de la variété numérique est le
méme que celui des espaces tangents attachés 4 chaque point de la variété originale,
Mnais, on peut généraliser ces théories en attachant les espaces tangents & m(>n)
dimensions 4 chaque point de la variété numérique originale 4 n dimensions, et en
donnmant une loi de raccord des espaces tungents attachés aux deux points infini-

ment voisions. Nous appelons une telle variété ’espace 4 hyperconnexion cucli-

* La dépense de cette recherche fut réglée par le frais du Ministere de I'Instruction
Publique pour les recherches scientifiques.
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dienne, affine, projective ou conforme suivant que la transformation infinitésimale
entre les espaces tangents attachés aux deux points infiniment voisions est euclidien-
ne, affine, projeétive ou conforme respectivement.

Cette idée d’espaces 4 hyperconnexion introduite premiérement par R. Konig®
a été développée par L. Schlesinger®, J. A. Schouten®, J. H. C. Whitehead®, A.
Kawaguchi®, V. Hlavaty®™ et les autres, et s’est montrée extrémement féconde.

Pour interpréter la théorie unitaire des champs physiques 4 cing dimensions
de Th. Kaluza et O. Klein® en se restant toujours dans un espace a quatre di-
mensions, A. Einstein et W, Mayer” ont utilisé un espace 4 byperconnexion eu-
elidienne spéciale 4 quatre dimensions.

Cette théorie des espaces & hyperconnexion euclidienne spéciale 4 quatre di-
mensions a été généralisée par A. D. Michal et J. L. Botsford'® a la théorie des
espaces 4 hyperconnexion affine générale 4 n dimensions.

D’autre part, le present auteur'® a montré que 'espace d’Einstein et Mayer
4 hyperconnexion euclidienne peut étre regardé comme une hypersurface non ho-
lonome™ totalement géodésique dans un espace de Riemahn & cing dimensions
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satisfaisant aux quelques conditions qui caractérisent U'espace de Kaluza et Klein &
cinq dimensions. 11 a montré aussi, en collabolation avec S. Petrescu®, que I'es-
paee de Michal et Botsford 4 hyperconnexion euclidienne peut étre regardé comme
un sous-espace non holonome totalement géodésique dans un espace de Riemann.

Ainsi, nous semble-t-il que la théorie des espaces 4 hyperconnexion et.celle
des espaces non holonomes sont liées I'une 4 antre par une relation trés étroite.
La théorie des espaces non holonomes a été déja suffisamment étudiée par Z. Horak,
G. Vranceanu, J. A. Schouten, V. Hlavaty, J. L. Synge, A. Wundheiler et par les
autres®, et on a actuellement, comme nous avons déja dit en haut, une belle app-
lication de cette théorie 4 la théorie unitaire des champs physiques. TD’autre part,
G. Kron® a trouvé une belle application de la nouvelle géométrie 4 Lanalyse des
machines éléctrique en mouvement. 11 utilise surtout les coordonnées non holo-
nomes et les espaces non holonomes métriques®.

Mais, la théorie des espaces 4 hyperconnexion n’a pas encore été suffisam-
ment étudiée pour trouver quelques applications 4 la physique ou a la théorie des
machines éléctriques. Le but de cette Note est d’étudier la théorie des espaces a
hyperconnexion euclidienne. L’auteur reviendra 4 1’étude des espaces 4 hypercon-
nexion affine, projective® ou conforme en d’autres occasions.

§1. L’algébre tensorielle.

Considérons un espace V., 4 n dimensions décrit par un systéme de coordon-
nées (2*)® et dont la forme fondamentale

(1.1) ds*= guda’dat
est définie positive dans tout I'espace V,,, les g, étant les composantes du tenseur
métrique de V,.. On associe, & chague point de V., un espace vectoriel linéaire
E, a n dimensions doué d’un tenseur métrique g de manisre que le carré de la
longueur v d’un vecteur +* de E, sera donné par

1) K. Yano et St. Petrescu: Sur les espaces métriques non holonomes complémen-
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4) G. Kron: Quasi-holonomic dynamical systems, Physics, 7 (1936), 143-152.
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a, b, Cy eue iy j, k, ceey !r 2.’ e "':
6) Les indices{a, By 7y +ee &, p, v, ..., prennent respectivement les valems{l., 2,..,m,
4,B,C,...P,Q,R, .. n+l..., m.
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(1.2) (v)'=gar*.
A chaque transformation de coordonnées de 1’espace
(1.3) 2 =2"(a", 2%, ..., 2™)

correspond une transformation du repére de E,, et on peut définir, de la maniére
bien connue, les grandeurs de V., d’aprds ses lois de transformations vis-d-vis des
changements de coordonnées.

Cela étant, on associe, 4 chaque point de V.., un espace vectoriel linéaire E,
4 m( > n) dimensions doué d’un tenseur métrique fondamental G, de manidre
que le carré de la longueur V" d’un vecteur V* sera donné par

(1.4) (V)gz v-vVV'Vyy

la forme quadratique G, V*V" étant supposée définie positive.

Les changements du repére de E,, étant représentés par une matrice (43")
et son inverse (A4},), on peut définir les grandeurs de E,,, d’aprés ses lois de trans-
formations vis-d-vis des changements du repére de la manidre suivante bien

connue:

Le scalaire F' du poids p F=(A)F,

Le vecteur contrevariant '* du poids p V¥ = A)PAV?,

Le vecteur covariant ¥, du poids p V=044V, ,

Le tenseur general T, du poids p Ty =4 AT, ,

ol nous avons désigné par A le déterminant formé avec les 43}, et par AY%/), , les
produits 4}" 4% A}, , pour la simplicité.

Cela dit, supposons que I'espace vectoriel linéaire E,, attaché 4 chaque point
de V., contienne V’espace vectoriel linéaire E, attaché 4 ce point de V,,, et prenons,
dans E,,, n vecteurs B;* contrevariants linéairement indépendants et se trouvant
dans E, de sorte qu'a un vecteur contrevariant o' de E, correspond un vecteur
contrevariant V*= B;** de E,.. Les B;* étant n vecteurs contrevariants de E.,,,
ses composantes B, se transforment, vis-&-vis un changement du repére de E.,,
d’aprés B = AY B2,

D’autre part, les composantes V*= B;*¢* d’un vecteur de E,, tant invariantes
pendant les transformations de coordonnées (1.3) de V.., les composantes B;* se
transforment d’aprés R,}:%B;’ pendant les +ronsformations de coordonnées
(1.3) de V... En somme, B;* sont n vecteurs contrevariants de K,, par rapport
4 Pindice A et m vecteurs covariants par rapport a I'indice <.

En partant des grandeurs B;*, on peut définir les trois grandeurs suivantes:

(1.5) B*=g¢YB}, Ba=G),B¥, B,=g"G\. B},
de caractéres désignés par les positions des indices, oli g* est le tenseur contrevari-
ant fondamental de V., défini par g¥gu=28f. On définit de méme le tenseur
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contrevariant fondamental G** de E,, par G*G,,=8}.
Or, les n vecteurs B;* de E,, étant linéairement indépendants. on peut trou
ver m—n vecteurs linéairement indépendants By de E,, satisfaisant aux
(1.6) G.B¥Bg=0,
soit, m —mn vecteurs linéairement indépendants et orthogonaux aux n vecteurs B;*.
Deux systémes B3 et B3 de tels vecteurs sont liés 'un 4 I'autre par les relations
B2 =A% B2 ot le déterminant formé avec les A%, est supposé non nul.
Si 'on pose
amn GB#' By =gre,
les gpg sont les composantes du tenseur métrique fondamental de P'espace vectoriel
linéaire E,,_, 4 m—n dimentions défini par les m—n vecteurs By linéairement
indépendants. Les grandeurs de 'espace E.,,_, sont définies tout 4 fait de la mé-
me manisre que la précédente.
En partant des grandeurs By, on peut définir les trois grandeurs suivantes:
(1.8) BP*=g¢™B}, Bp=G,B¥, BL=¢"G,.B¢,
de caracteres indiqués par les positions des indices, o g™ est le tenseur contre-
variant fondamental de E,,_. défini par g"%gor=20% .
Cela posé, considérons Ia longueur d’un vecteur V= B* .
Si l’on le regarde comme étant un vecteur de E,,, le carré de sa longueur
est donné par
(V)}=G,V"V’"=Q,,B} B,
d’autre part, si 'on le regarde comme étant un vecteur de E,, le carré de sa
longueur est donné par (1.2), done, si 'on suppose que V'=w, pour n’importe
quel vecteur, on doit avoir
a9 Gu.vB.;'L BY=ga,
ce qui nous donne la relation entre le tenseur fondamental de E,, et celui de V..
Les relations (1.5), (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9) nous donnent
(1.10) B,B*=8., B,B?=0, BB*=0, BLB}=8§.
Les equations (1.10) nous montrent.que les deux matrices

(&

) e (33)

sont les inverses 'une de V’autre, par conséquent, nous avons

(1.11) ;A-Bfu + B2 Bl,= 81’: ’
d’otl

(112) BBy + BBy =G,

(113) 9uBaBly+ gpeBH B =G, «

§2. L’hyperconnexion euclidienne.
On sait qu'un espace de Riemann V,, est doué d’une connexion euclidienne
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sans torsion définie par les symboles de Christoffel {;%}, 1a derivée covariante d'un
vecteur contrevariant v*, par exemple, étant donnée par les formules
(2.1) ' =dv* + ' {4} da, va=v .+ {4},
oti la virgule désigne la dérivée partielle par rapport 4 z*.
La connexion étant euciidienne et sans torsion, on a
(2.2) Iien=Gitp— Jar {n} — gialia} =0,
et
(2.3) w}=1{s},
ceux qui caractérisent la connexion euclidienne sans torsion, ol le point-virgule
désigne 1a dérivée covariante.
Cela étant, nous allons définir une connexion euclidienne entre deux espaces
vectoriels linéaires 4 m dimensions attachés aux deux points infiniment voisins de
V.. Une telle connexion est donnée par les fonctions I"sx de 2°, qui se transfor-

ment en I"37;, d’aprés
4 ’ ax‘
(2-4) Fﬁ/y == A& (Aﬁrf’:‘,_;, + Aa"k)v

‘pendant un changement de représentation, une représentation étant composée par
un repérage dans E,, et un systéme de coordonnées dans V,. Les composantes
de I’hyperconnexion étant ainsi définies, la dérivée covariante d’un vecteur contre-
variant V* du poids p de E.., par exemple, est donnée par les formules
8V =dV*+ VWIndo® — pV*ud”,
V=V 2+ V"’Fﬁg*})lﬂm .
Or, P’hyperconnexion ainsi définie étant euclidienne, on doit avoir
(2.6) Gy =Gy p— Garl 1 — G "2 =0,
ce qui correspond au postulat I d’Einstein-Mayer et de Michal-Botsford.
Cela étant, considérons un vecteur contrevariant «* de V,, alors sa dérivée

(2.5)

covariante est donnée par (2.1). Nous construisons, moyennant +*, un vecteur
contrevariant V*= B** de E,, et considérons sa dérivée covariante par rapport a
T’hyperconnexion définie en haut:
VA=dV*+ V*Ihda* = (dB)v + B dv' + Bj*v'IMuda® ,
par conséquent,
2.7 V=B + (B v+ B~ B {4} )Wdet.

Nous supposerons ici que la projection orthogonale de 8V sur E, soit egale a
B8, en d'autres termes, qu’elle soit égale au vecteur de E,, construit en partant
de la dérivée covariante de v* qui est le vecteur de E.. Alors, le deuxiéme terme
dans le deuxi&éme membre de (2.7) doit représenter un vecteur orthogonale a E,
pour n’importe quel vecteur v* et pour n’importe quelle direction dz*, d’oli on a
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(2.8) Bw=H;;>=B ,+ B}~ B i} =Hi*B?
ot H;;F sont les m—n tenseurs covariants de V, ainsi définis par rapport aux
deux indices inférieures et n® vecteurs contrevariants de E.,,_, par rapport i ’indice
P. Ce fait nous donne une interprétation géométrique du postulat IT d’Einstein-
Mayer et de Michal-Botsford.

Les formules (2.8) nous suggérent de plus une loi de la dérivée covariante
d’une grandeur mixte telle que B;*, une loi de la dérivée covariante due au fond
4 van der Waerden et 4 E. Bortolotti.

Les dérivées covariantes de Gy, G, g €t g* étant toutes nulles, on obtient,
de (2.8),

(2N 73 —_ i —
B ;F—‘ka ) Bn;k—ch ) B.A;k—an ’

H3}=g"Hi?, Hy =G Hi, Hin=9"G Hz" .

Cela étant, considérons un vecteur V> de E,, qui est orthogonal i E,, ou
comme on dit, qui se trouve dans I'espace normal E,,_.. Alors, P peut étre re-
présenté sous la forme V*=B2v".

Nous allons considérer 1a dérivée covariante 87> de V*. On a

(2.9) SV*=(dB2 )"+ BRdv" + B I'hdar.

Considérons 1a projection orthogonale BZ,8V* de 8V sur E,,_.:

BESV*= B’:;\(de")vQ-l- dof + .BS,B'Q""UQI' Mz“
=dv® + BA(Bgs+ B I'a)v%d”.

Posons
(2.10) BI(Bgs+ Bglu)=r4,
et
(2.11) P =dv® + 0 pda .

Les équations (2.11) nous donnent la dérivée covariante de v”.
Les équations (2.10) montrent que
(212) Bjw=Blw+ By~ B2 T
sont les vecteurs de E,, contenus dans E.,.
Les formules (2.12) nous suggérent une loi de différentiation covariante d’un
tenseur mixte tel que Bg.
Pour trouver la dérivée covariante de grq, dérivons gre=G\.,B#' By’
9res=Gy,o B By By’ + Gy BBy + G BY Bo) «
En substituant G,,, ., et B ; tirés de (2.6) et de (2.12) respectivement, on
trouve, en’ remarquant que BB, =0,
(213) 9rex=9gres—9Inel Ft—gral'ei=0,
de méme la dérivée covariante de g*¢ s’annule.
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Or, des équations G,.,B;*B,"'=0, on trouve
(2.14) GuvH};u"Bbv +G.WB# By +=0,
d’oii on obtient
BiBdw=—Hiy,
par conséquent, en tenant compte de B%,Bg.+=0, on trouve
(2.15) B3=—BiHYy.

La formule (2.10) ou la formule (2.15) correspond au postulat ITI de
Michal et Botsford, mais, elle ést un peu plus général que celui de Michal et Bots-
ford qui supposent By d’étre unitaires et orthogonaux entre eux et demandent
que le deuxi@¢me membre de (2.10) est identiquement nul.

§83. La déterminatisn des composantes de Uhyperconnezion.

Nous avons vu que la connexion de ¥V, est déterminée par {;} et celle de
E,,_. par I'gx. Nous allons montrer, dans ce Chapitre, que les composantes de
Phyperconnexion euclidienne de E, se déterminent en termes de {;i}, I'gs et
H;?, le tenseur qui relie les connexions de V., et de E,,_,. 4 celle de E,..

Des équations
Biw=Hji'= B}« + B I'u— B it}
on trouve
(3.1) By*I'a=H3 — B;' o+ B} a} «

D’autre part, des équations
2= — B Hyp=B* 1+ B I'ii— B3 T'%s
on obtient
(3.2) B:*I'y=—B?Hyp—Bi* .+ B3 T«
En contractant B, 4 (3.1) et B%, 4 (3.2) et ajoutant, on obtient
(3:3) I'u=Bi(H3'~ B} x+ B} )— BL(B Hir+ B’ s— B3 T'8)
ce qui est un peu plus général que celui obtenu par Michal et Botsford.



