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Ein alwrnier Approximationsver[ahzen
konforme AbbiMung yon einem Ringgebiete

au einen Kre/sr/ng.

Von Ymaku KOMATU.
Institut ffir Mathomatik, Kaisorliche Universit//t zu Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA,-M. I. A., March 12, 1945.)

|. Vorwoq’t.----Es sei ein beliebiges Ringgebiet in einer komplexen

Ebene gegeben. Bekannflich li]3t es sieh stets auf eillen damit konform iiquiva-

lenten konzentrischen Kreisring schlicht abbilden.

Zwar sind die Versuche, diejenige Funktion etwa sukzemiv-approximatN auf

irgendeine konkrete Weise zu bekommen, welche ein vorgegebenes einfach zusam-

menhitngendes Gebiet mit mehr als einem einzigen Randpunkte auf ein Gebiet

normaler Gestalt, etwa ein Kreisinner% konform abbildet, bisher yon theoretischen

sowie praktischen Standpunkten vielerlei gemacht worden. Was die Abbildung

yon vielfach ztmammenhingenden Gebieten be.trifft, sind ]edoeh die entsprechenden

Probleme, mindestens vom Standpunkte ftir praktische Brauehbarkeit aim, auth.

im einfachsten Falle des zweifachen Zimammenhanges, d.h. ftir die Ab)ildung

yon einem Ringgebiete auf tin normales Gebiet, z.B., wie oben erwahnt wlrde,
einen konzentrischen Kreisring, bis jetzt fast nicht erledigt worden. Ein Bericht

yon Garrickt) isb indemen bemerkenswert, worin konforme Abbildung yon einem

zweifach zusammenhiingenden Gebiet etwas spezieller Gestalt auf ein Normalgebiet

unter einem praktischen Gesichtspunkte behandelt wird.

Das betreffende Problem li]3t sich zwar in bekannter und einfacher Weise

atlf dasjenige zuriickfiihren, eine Abbildungsfunktion beztiglich der einfach zuam-

menhiingenden Gebiete aufzufinden, indem man etwa die entsprechenden Imver-

zweigten universellen berlagerulxgsfliichen einftihrt-).

In der vorliegenden Noe sell abet ein anderes Verf,-daren beim zweifachen,
Zlkmmmenhange erw’,ihnt werden; es lalt sich namlich zeigen, dal3 eine Funk-

tionenfolge auf einfachere Weise konstruiert werden kann, welch gegen die

gewtinschte Abbildungsfunktion yon einem vorgegebenen Ringgebiete auf einen

konzentrischen Kreisring srebL Gleichfalls werden dabei nur die Abbfldungen

1) I. E. Garrick, Potential flow abottt arbitrary biplane wing section. N.A.C.A. Tech.
Rep. No. 542 (1936), 47-75.

2) Vgl. etwa C. Carath6odory, Conformal representation. Cambridge, (1932), p. 71-72;
O. Teichmiiller, Untersuchungen iiber konforme und quasikonforme Abbildung. Deutsche
Math. 3 (1938), 621-6ir8.
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zwischen den einfach zusammenhiingenden Gebieten und den Kreisinnern oder
"iiuJern nutzt und sogar lauter ganz elementare Tatsachen als I-iilfsmittel
g.cbraucht. Daraus wird man also nebenbei tibersehen kSnnen, da die Existenz

der Abbildungsfunktion betreffender Art zugleich aufs neue wiedergesellt wird.

2. Hilfsmittel.----Auf Grund des soeben Gesagen fassen wir hierbei

mvor die ttflfssatze zusammen, um hauptsiiclich die Eindeutigkeit der Kreisrings-

abbildung u. a. direkt und etwas systematisch fes"tzusellen’).

I-Iilfssatz 1. Eine notwendige und hinq’eichende Bedingung daft% da]3
eine in eineqn K’eis’inge q< Izl < 1 q’egulr analytische Funktion f(z),
de’en ’eelleq" Teil eindeutige Raqdweq’te besitzt, dart selbst eindeutig se.i,
lautet

-""

Sei nmlieh die unktion f() erstens im Kreisringe regular und eindeutig

dann ist aueh die Funktion f() ugleieh so, Folglieh ist der Wer de

Ingrals

-:, d= f(,’e")dO ( < ," < 1)

yon q" unabhiingig, woraus die Notwendigkeit ohne weiteres foil.. Umgekehrt,
aus der Eindeutigkeit der Randwerte yon f(z) sieht man unmitte]bar ein,
die Funktion f(z) selbst zuerst hSchstens einen rein imaginiiren Periodizitlits-

modul besizen kann, d.h. es stets eine reel[e Zahl a gibt, derar, da die Diffe-

renzunktion f(z)-- 2 lg z sich eindeutig verhiilt. Nach dem soeben Gezeig-

ten mu flso die Relation

bestehen. Die genannte Bedingtmg zieht also sofort nach sich a:0, d. h. die

Eindeutigkeit yon f(z) selbst.

Hilfssatz 2. Eine Funktion w= F(z) bilde den Kq’eis’ing

konf: und schlicht auf ein Riqwgebiet ab, welches beide Punkte w= 0 und

3) Eine andere Herkunft des ersten ttilfssatzes finder ich etwa in Y. Komatu, Un-
tersuchungen tiber konforme Abbildung yon zweifach zusammenldingenden Gebieten. Proc.
Phys.-Math. Soe. Japan 2 (1943), 1-42. Der Zweite Hilfssatz besagt saint dem nachfol-
genden Satze tatdichlich niehts anderes als eine Art Monotonie des Moduls der Ringgebiete
sowie dessert konforme Invarianz. Fiir Herleitungsweisen aus anderen Standpunkten vgl.
man die in Anm. 2) zitiete Teichmtillersche Arbeit sowie auch H. Gritzsch, Uber einige
Extremalprobleme der konformen Abbildung, I. Leipziger Ber. 80 (1928), 367-376 und
E. Rengel, Uber einige Schlitztheoreme der konformen Abbildung. Schriften d. Math. Sere.
u. f. angew. Math. d. Univ. Berlin 1 (1932-3), 141-162.
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"c= o voneinande.r tren’ne. Die g./dflten u’ad die t’leinsten Absolttbet’.ge
vo Punlcte au] de" zu z[ =q enprecheden Ila.ndkomTente seien m*

bzw. m*, und die ent,’echenden G,’Sflen beziiglich de" Bildh,c on z[ 1

scien 3 bzw. M, ( m,). Dann gelten die Ungleichungen

M.,. > q >

hie:,’bei t.ritt jedes Gleichbeitszeichen nu" dann auf, wenn die Abbildung eine

D.rchst.reckung um den Mittelpunkt des hq’eisn’inges ist.

In der Tat bleibt dcr Zweig yon F(z) im Krringe rflar und ein-

(_q))deut., und Mso nach dcm Hilfssatzc I gilt ffir jte rHe Zahl $ (0< 8<

immer die Rdation

q+8 1--8

odor
F((q+ )e’)1 ]g -dO lg- q + 8

2 (( .),o),

_
Jcder vorgegebenen positiyen Zahl kann man offenbar eine geniigend kleine posi-

tive Zahl so entsprechen lassen, dab beide Beziehmgen

und

lg M. + : lg F((l_8)e,o) : lg M*

q+8lg (/< lg--_---- < lg q + e

zugleich und ,also auch (lie Abschiitmugen

gclWn. Da hierbei > 0 lieb klein gcnommen werdcn kann, so folgen darat

[ort die hauptet.en Ugleichten.

Auch der Fall, wo ed Gleichheiticheu wirklich auftritt, laBt sich fit

mmfitlbar erledcn. Auf Grund eincr ichtigkeit, islsondere in_ Bcz auf

dic eindeutige Besfimmthcit dcr Abbildung zwischen iden Riebiet.cn unr
einer eien Normiermgsiu, ll cr a]r hier]i von ncuem wicxiegc-

stct werden. Zum wcck genfigt es offenbar ds BesWhen des folgendcn Sa-tz
zu tigen-

Satz. Eine .nktiab welche el.he :onfo,rme Abbildung yon. einem

I(’ei’inge q < z < 1 a. einen aqde’en reis.ring p < t, < 1 ,e.rmittelt:
qnufl notweig die Gestalt
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mit 1 besitze,.; insbesode’e qnvfl also zugleich

l:m (li igen, [ach man zuemt, dab die Abbfidung w:F(z) tier

andytis:lmn Fotrkeit we ihrc Rularitt auch mff den iden nd-

]x,riphcrien aufrechterhalg Es nfi. also nut zu zcigen, dab sierder weit’r

hinzugcIfin Ame (1)=1 mff die identisch Traormat,ion ricrcn

nm. Aus dem Hiff 2 folgt zuemt ohne weiter

pqp (l.h. p=q.

AI stellt d Quotient F(z), eine iu < z[ < 1 rdar anythe und gar
z

mfllste]leffreie Fution dar, deren Aluttr (lie konn Randwe

itzt, ter was dsel t, steHt g ZzAeine’ (lort rdarharmohez
tion mit den fir vemchwindenden Randwern (lar, woraus sich nacheinander

cgc-

(z) F(z) z und /--F(i)--1

O(l(r i,(lcm man die andytischc Fotzbarkeit von F(z) dureha ausmtt,
kmm ma) auch wie im folgenden hlieen: Diefoge Funktion

bil(lct namlich die t)unktie Etne 0 < [z[ < koffo und schlicht mff die

glcichalls ptmktier Ene 0 < [v[ < ab, und so nh dem Riemmschcn

Satzc fi’r hcbbare Saflartttn vermittelt sie die Abbildmg. yon z < auf

I,1 < ler im gemeincn evtl. auf [w[ 0, worat wier die

haupk’tc Tatsache ohne weires folgt.

Ffir sptere wierholte Anwemlu gcr wit bier zur Voe den -hl-

’kmxten Schuurhen Hilfssatz an"

Eiue Fmtion g(z) mit g(0)--0 sei in z < K holomoh, genOge dort

(lcr .lc<tiug [g(z)l < I und ferner sci
g(z)

kot. Dann gilt dort

M[(zDl <-[zl. Iine Funktion h(z) mit h()-- sei izl k mero-

na,,n,h, genUge dort der B,Oiu h(z)l ( 0) und femur sei -h--

kotst,. Dram gilt dort [h(z)[ >

3. Ve,ahren. Wit kStwu rout uud wolh,n hicri nut dcr Einfa(:h-

heir hl’r ohne Bhrnkmag dcr Allgemcidmit vorattzn, dab tin auf dcr

z-.Elne voagen Rinebiet D, wi(’ vorher, (lie Eiah(’itskreisperiphcrie

als ’inc Ramtkon’tlnente und (’iw im hmcrn yon [z < 1 verlaufendc, um (lci

Punkt z=0 umschreinde, einfach ges(.hloene r(flEr analytihc lurve

mdcrc R;mdkomponente itze. Vom Gebie D atehen(l soHen wir (lmm
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nacheinander ffir jedes t--0, 1, 2, ein Ritggebiet D,,, writhes auf cin(.r kom-

plcxcn z,,-Ene li und lide $M z,=0 und z,= vneinandcr trennt,
)wie eine zehSre Fmtion z,,= F,, (z), die (fie kolfforme Abbikhmg yon D
auf D,, vermittelt, definieren"

0. Es seenf0rn,:0" z,,--z, Do--D, F0(z) z.

2. Smtliche noch gcnauer zu erarende Gebic D,.ineine ahnliclm

Gcstt wic d ursprfilichc Gebiet D; kleRanomnennyon D,, lt#hen

namlich arm der Periphcric z, 1 und einer cinfach gclflnen rlar analy-

tisclmn Kurve %,, welche innerhMb z., 1 gel wird und fibe um z.,,: 0

umschreibt, und deren grStc und klei] Ande von z,:0 wit mit n l,zw.

m., ]eichnen soen.
3. Igendeine Funktion, die die lmnforme Abbfldung zhen dem AuI]cn-

gebie yon %, und dem Kreisuera t,, .n vermittelt,) sei dram

.M D,, ent$ dai ein Riebiet 3, den Rmd aus der Peril)hcrie

[t =m und einer auBcrhMb deren gelenen Bilurve

ht; ihre grSn und klcinsten Alndc yore Punkte t,= 0 ien I, luw.

M.,,.. Ferner idmen wit

eine Funktion die das Innengebiet yon ,, mR d Krdsinner I,+,I < 1 abbil-

det. l)ie Bilder vom Gebiete a,, nnd yon dmn imerer Randkurve

di.er Abbildn seien D,+, bzw.. Sen xvir nun ide on genannte Abbildungen zammen
lfildet die resulierende Funktion

natrlioh d ebie D,, au[s (%bie 1),,+ al0; hierbei kann dieser ztammenge-

seten Abbild nod, eine Normierms.linmg ag dem Rand% egwa J,,(1)
=1, au[erhg* werden, l)a&m:h 1 sich die Funktion

Bihebie D,,+, wirklicl trs Gcbie{ D,, eindeut fimmn.. Die Abbildmgs[unktion on D au{ D,, lg id dn wntlieh ein-

deutigerweise durd die

lie[enb und gengt obnbar den Bliugen

4) Derartige Besthnnung der Radien ran* in den t-Hilfsebenen h’Sngt natiirlich nur

yon einer Fixerung Fdr Vergr;;$erungsfaktoren im Unendlichen ab.
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Wir sollen nun diejenige Operation mit bezeichnen, welche das Bildgebiet

D1 als dcm Urgebiete D, oder allgemeiner D.,,+I aus D,,, entstehen litBt, d. h. wit

sotze

und dcmentsprechend im allgemeinen

D,, -r’D;
hierbei bedeutet 0 ’on selbst (tie identische Trangormation. Jedem opo’ie’ten
Gebiete entsl’icht also eine einzige -Opeq’ation jeweilig vindeut$g, und demge-

mfl lassen sich die Gebietsfolge {D.,,} u beide AbbildungsfunktienJoOen

{f,,(z,)} sowie {F,,(z)} fir das vmvegebene Uq’gebiet D ei,eutoe’weise defi-

Nach dem Spiekupriip bitdet die Funktion +t=f,(z,,) ([u an

[z,,[:l gespiegelte Gebiet von.D,, auf alas treffs lz,,+]:l cn aus

cntehcndc Gebiet ab, und enfallssiauche Abbildufunktionz F,,(z)
eine entuprechende Eigenschaft. Und zivar gentigen sie in der Tat den Ymktion-

(1)
Nebcbei bemerkt, falls das ursprtingliche Gebiet D mit einem konzentri-

s,;hen Kreisringe um z--0 nicht zus:.mmenfiillt, dannist ]edes Gebiet D+, aucl

nicht so, und folgli(’h

h,,(o,) .q(t)k,-,nst, sowie $ konst.

4. Abschtzungen.- -Wcnn (las Urgcbiet D gerade ein konzentriszher
Kr(.isrig ist, &ran gibt es nichts welter zu tun. l-h.shtdb_ nehmen wir nun an,
dal D selbst mit keinem koentrchcn Krcisngc fireinstimme. Unv einige

grun(llienden ALschatzungen heutflein, kommt hicri der Schwarzs(:ltc Hills
satz mit Erfolg wilerholt r Anwendung.

Wenden wir iln emt auf (lh, t,= b.,,(z,,) inveme Funktion

nelt dcm zugchSrigen Kreisuern it,,, m, an, so cibt sich ffir jcd Pmar

voncinander cntsprcchender l>unk lic Ulcichung

wor,tus dic Bi(’hung

ohne weitcr M., indem ma insndere eincn nkt t, tl t,, I
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1’ betra(.ltet. Wenden wir ihn welter auf die z+ g(t) inverse Funktion

t,,--g,(.,.+ ) nebst dem Kreisinucrn z,+ < I a, so ergibt sich [fir jedes Paar

der entsprechendcn Punktc die Ungcic]mg

woraus mit Bercksicht auf einen Puukt z,,,+, mit a,+ ,,,+ auf %,.+ die

Beziehung

folgt. Wir erhMtm somit die Abschgtzungen

I)ic Anwendung des Schwarzschen Hilfssa,es auf die Funktion

sdbst und [as Krmsgu ere a > ., zieht nach sich die Ungleidmng

woraus mut ffir einen Punkt t. mit t, M,, mff [’,, die Beziehung

,0dmmt. Unter Berficksichtigung ler lelzten Bezielm erhgg man nach dem

Sc]warzsden Hilfssatze, mtf z,,+,: g,,,(g,) nel)st dem Kreisinnern [g, < 1 ae-
wmdt, 5e Ungleihnng

woraus man die Abschiitzung

(ii-)
schliel3en kam, indem mm eilen Imtkt z,,,+ mit z,+,l =+, at g+, -trac.htet.

Bei& soeben gewonnene Abschgtzuugen (i) und (ii) zeigen uns ersichtlich,

da die Zahlenfolgen m,,} sowie v beide mono{on und zwar zu- bzw. abndt-

mend sind. Es git flso stets ihrc Grenzwerte p bzw. g, nnd sogar gelten offenbar

zwischen ihnen e Uleichungen

0 < p : lira. n.,, < lim *..... q<l;

folglich gilt aueh die Grerelation

lira 3I : q

und dso mug die Kurve F,, immer for ]edes u gm,z in einem Kreise um t=0

mit einem festen yon ,, tnabhngigen Radius (etwa liegen Neibeli.. Hau1)tsatz. Wit sin[ nun in der Lge, das Hauptresultat der vor-

liegenden Note meben"
Sa/z. Die oben definie’te Fm&tionc,’folgc F,,(z) kon,erg’ievt g!eich-

nfl,ig im veitere, Sinze 4 b3"gebietc D, ei,zschliefll4ch desse
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Ran.dkomponvte z 1 (und zwar im Ve.reinigungsgebiete, von D selbstu
desseu Spiegelbitde an z] --1). B,q’e Grezfunkti

v=F(z) lira

bildel D de’aq’t auf den k,zentq’ischen Kq’eisq’iW q < w < 1 ab, da dem
Pe,n.’te z--1 de" Bildpunkt w= 1 entq’icht.

Bewe. Wit seen erst dcr BuenOichkeit haler

die Funktion z,,= l,() bildet (l Kreuflere [ q auf (1 Aucgebiet

yon % ab. Da ihr Wevorrat also sts eine fte Umgeb von z,,:0, etwa

z, < m,0 aussehliet, bihlet die Fo]ge %() Kreauern q eixe-

Normalfamilie. Da anderemeit,s t,

mff das Innengebiet yon F,, ab, wdch gleichmaig chrankt t, ist (lic Folge

[g;’(,w’)} im Kreinnern w < 1 wilerum normS. So,it last. sich cine.

giete Teilfolge [n.} yon natfidichen Zflflen awhlen, da tido Gre-

hmktionen

lim I:()-K() und ]im g,7()--G-’(w:)
zuglcich auf ]o] q w. ]w < 1 cxistieren, woi natfirlich de Konvee
gleichmig im weiteren Sime stattfinden ll. Sic sind ide offcnbar nicht kom-

stant un, dso dort hlicht; (lcm aus den im len Parraphen geffihrtcn Ur-
legungcn kmm man ar leicht filmchcn (la die Uleichmen

q P
Wlven mfien.

Wit eichnen mm mit [’ un(t 7 die Urbfirven yon wll i

v--K(o) b. von l--q t.i --G-’(w*), und weir mii A und D e
IliNgebicte zwischen ] =q trod I’ 1,my. zwhen d lg* --1. Nach

cinem Satze yon Carath4odo") bildct die GreMution w=K() d Gebiet

J atff den Kern D der Gebietsfolge {D,,,}, d.h. den gemeiamcn Tell vm

’w.l < 1 und demjenigen (einfach zuammenhaenden) Gebieskcrn ab, gegcn.

welchen die ats den Aueugebictcn yon %, tchende Gebietsfolge konvergieN).

I)ie Funktion --G-(w*) bildet ]) auf den Kern der Folge {A%} ab, welcher

5) C. Carath6odory, Untersuchungen iiber die konformen Abbildungen yon feslen trod
verlfndcrlichen Gebieten. Math. Annaen 72 (1912), 107-144; oder auch L. Bieberbach,
Uber einen Satz des Herrn Carath6odory. G;;tfinger Naehr. (1913), 552-564,.

6) Es ist natiirlieh ohne weiteres mf;glich, dio Begriffe dos Gebietskerns sowie dot
Kouvcrgenz gegen den Kern naturgemiig aueh fiir Ringgebiete so einfacher Gestalt unmittelbar
zu erkli/ren, xvic ,ir sic hierbei vor uns haben; vgl. etwa die in Anm. 3) zitierte Arbeit
des Verfa.sers.
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offenbar nichts anderes als Ao ist. Insbesondere stimmt D somit identisch mit

tDo tibereil. Offenbar enthalten die Ringgebiete Doo und D--[Doo zwar die

Ringe q <: Iw < 1 bzw. q < Iv$1 < 1 als Weilgebiete, aber besien beide min-

destens je einen Randpunkt mit dem absoluten Betrage q. Da die Ringgebietsfolge

D%} gegen den Kern Doo konvergiert, .so strebt die zugehiirige Abbildungshmk-

tionenfolge {F(’z)} gegen diejenige Funktion F(z) gleichmii]ig im weiteren

Sinne in D, welche D auf Doo abbildet, fo]glich iiber die Peripherie z --1_ hinaus

analytisch fortsetzbar ist und nattirlich der Bedingm/(1)--1 gentigt. Auf die

Konvergenz der Folge {D%+} gegen ihren Kern D hin strebt die ihr entspre-

Chende Folge {F%+(z)} gegen diejenige Funktion *(z) wiederum gleichmiifJig

im weiteren Sinne in D, weiche D auf D abbildet sich tiber z 1 hinaus fort-

setzen ltilt und wied tier Bedingtg F*(1)=1 gentigt, Die .Funktion

*=F*(F-’(o))
bildet also Doo auf D ab, und erf’tillt die Bedingung F*(F-(1))= 1.)

Stimmte nun das Gebiet Doo mit dem Kreisringe q < w < 1 nicht tiberein,
so mti]te [Doo, wie oben bemerkt wurde, die ganze Peripherie w* :q innerhalb

sich selbst enthalten. Andererseits, im Widerspruch damit, besitzt das GebietD
loch gewi] einen Randpunkt w* mit [w*]--q. Daher mu] Doo tatstichlich

mit dem Ringe q < w < 1 zusammenfallen, und folglich stimmen D trod

so,de F$(,.z) und F(z) voneinander tiberein. Da jede konvergente Teilfolge aus

der normalen Fal]e {F(z) gegen die]enige Ftmktion strebt, die D auf

q < w < 1 abbildet und weiter an z-- 1 den Wert 1 nimmt, so mu] die Grenz-

funktion auf Grund der eindeutigen Bestimmtheit der Abbfldung stets eine und

dieselbe sein. Somit konvergiert die Folge F,,(z) selbst in D, und sogar in dem

im Satze erwiihnten gdi]eren Gebiete, gleichmii]ig im weiteren Sinne, und die

Grenzhmktion

.=F() n F,,(), F() ,
vermittelt nattirlich die Abbildung yon D auf q < wl < 1, die offenbar dutch

die hier hinzeschrieben Normierungsbedingung eindeutig bestimmt wird. Hier-

mit ist der Satz vSllig bewiesen.

Zum Schlu] bemerke man noch, da] die Folge {//,,(z) h,,(F,,(z))} wie-

derum gegen dieselbe Grexuktion F(z) konvergiert; hierbei haben wir aber

ztlvor noch eine Normierungsnebenbedingmtg, etwa wie

nm H.() 0,

7) Hiebei kann man unmittelbaz auch iibehen, dal die Relationen geltei:

zr%+t grt,(-’t’q k.-’ (zn}) =f,.’(zn); G (K-’(w))= lm(F-’(w)).
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aufmrlegen. Man kann es in der Tat tibersehen, auf ganz iihnliche Schlulweise
wie oben, oder auch indem man das soeben gewonnene Resultaf mff die f’tir eine

Fuaktion von
t

angesehene GrSe m,.
d.h. auf die durch die Relation

definierte Folge anwendet.


