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dont les gz’oupes d’hoIonomie fxent une sphere

un nombre quelconque de dimensions IT_.

Par Kentaro Yo,
Institut Mathmatique, Universit de Tokyo,

et Shigeo SASAKI,

Institut Mathdmatique, Thoku Universitd, Sendai.

(Comfn. by. S. KAKEYA, M. I. A., Spt. 12, 1946.)

1. Introduction.
Dans une Note1) portant le mme titre, nous avons dtudi la structure des

espaces connexion conforme normale dont les groupes dholonomie fixent

une sphere un hombre quelconque de dimensions et nous avons obte.nu le

rdsultat suivant" Si le groupe d’holonomie d’un espace C, connexion cou-
forme normale n dimensions fixe une sphere Sm-z m--1 dimensions, la
forme quadrat-ique diffdrentielle fondametale de l’espace doit &re conform&

ment sdparable sous la forme2)(3)

(1) dSz==gt’ (X ) dx dx f(x ) "c (xa ) dxb ax + h (x ) (xi ) dx dxk

les surfaces Cm ddfinies par xi constantes et les surfaces Cn-,n ddfinies par
xa =constantes dtant toutes les deux totalement ombiliqudes ,et orthogonales
les unes aux autres, et il dolt exister un repre mobile de M.O. Veblen [A0,
Aa, At, A,,,] par rapport auquel la connexion conforme normale s’exprime
par

dAo dxa Aa + dx Ai,

dAb
(2)

laA Ao + toi A, + o A,,,
tdA ao,Aa q- oAi

ooh les eo o dx satisfont aux relations
0o 1/2 g, ,Ok o O, o

(1.) K. Yano et S. Sasaki: Sur les espaces h connexion conforme normale dont les
groupes d’holonomie fixent une sphere un hombre quelconque de dimensions I. Proc.,
20 (1944), 525-535. , ’, ," fl, 2, ..., n,

b, c, prennent respectivement les valeurs 1, 2, .-., m,(2) Le indices ia,, J, k, -m+ 1, ..., n.
.(3) K. Yano: Conformall: separable quadratic differential forms. Proc., 16 (1940,

83-86.
4) Pour le cas off n---m,, voir S. Sasaki: On the space with normal confo’mal



226 K. YAIO et S. SASAKI. [Vo|. 22,

Inverseraent, si la forms quadratique diff6rentielle fondamentale d’un es-

pace connexion conforme normale est conform6ment separable sous la

forme (1) et qu’i! existe une fmille de reputes mobiles de M. O. Veblen [A0,
0Aa, Ai, A] dont les conposantes w, eatisfont aux conditions (3), .on peut

crire les formules (2) sous la forme

"dAo dxa Aa + dx A
dAb + gncdx Ao + mAa + g’t,edxc A,o,

()
day 1/2 g?kdxk Ao + o] Ai + gjldlxk A,o,
dA,. + 1/2 dxa Aa 1/2 dx’ A

grace aux relations (3) et a ux

eObc gbc, mbk .Ojc O, (Ojk gilt
a a a

eOoc . Ocre,ok O, dO,ok

Donc, si, l’on pose

Ro 1/2 Ao, + A,, R, 1/2 Ao A,o,
Ra Aa Ri Ai

on en obtient

IdRo dxa Ra, ldR,o dxiRi,(5)
tdRb gbcdx Ro+ wRa, t dRy --gjdx R,,, + o Ri,,

ce qui nous montre que la sphere d’intersectmn des n--m+l hypersphres
R et R,o est fix6e par le groups d’holonomie de l’espace.

Or, le repre mobile 6tant celui de M. O. Veblen, les 6quations (4) nous

montrent que
a(6) eoj {}dx =0 d.t ,oh {}dx =0,

diane, on peut aller plus loin et peut montrer que le ds de l’espace est une

somme des 616ments lin6aires des deux espaces d’Einstein dont les courbures
scalaires satisfont une certaine relation. C’est ce que nous allons faire dans
la suite.

2. La structure des espaces d connexion conforme norinale dont le groups
d’holonomie laisse fix. une sphkre dun hombre quelconque de dimensions.

Sxpposons que le groupe d’holonomie d’un espace Cn .connexion con-
forme normate n dimensions fixe une sphere Sin-1 m- 1 dinaensions.
Alors, la Iorme quadratique diffrentielle fondamentale de l’espace dolt tre
conformment sparable sous la forme (1), et de plus il dolt ex-

ister url repute mobi]e de M. O. Veblen [A0, Aa, Ai, A,o] par rapport
auquel la connexion conforme norma!e de l’espace peut s’exprimer par les

connexion whose groups of holonomy fix a point or a hypersphere, I, II, III. Japanese
Journal of Mathematics, 18 (1943), 615-622 623-633" 791-795, et K. Yano" Conformal
and concircular geometries in Einstein spaces. Proc. 19 (1943), 444-453.
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o (wo oformules (2), lea w,, wt,d#’ ) 6tant dolm6es par (3).
Or, les formulds (2) nous montrent que

oib Wbc dxc + tobl dx O,
a a a

toy o dxc + o dxi O,
d’o6

a a
Wbc O, CObk O, tOjc O, Wjk O.

D’autre part, le repbre Ao, Aa, Ai, A,] dtant celui de M. O. Veblen, on
a

w (g, + g, -- g,, ),
la virgule d6signant la d&iv6e partielle p.ar rapport x, d’ot_

(7) L) o, h) o, () o, () o.
Cela tant, nous calculerons les symboles de Christoffel en teqant compte

de la forrne (1) de la forme ondamentale. Alors, on trouvera

o, {)

log]-,
Par cons6quent, les 6quations (7) et les relations pr6c6dentes nous mont-

rent que Ia fonction ] est inddpendante de xhet la fonction h est ind6pend.

ante de xc, soit,

(8) f .f (xa ), h h (x ).
Donc, en crivant gc et gj;) au lieu de fg et h gk respecfivement,

on obtient, de (1),
(9) ds gu dxdx dc (xa ) dxb dx + ffj. (xi) d# dx

Or, en calculant les symboles de Christoffel {} formds avec les g,, ort

trouvera

(10) {.} {gc)* {) {yk)*,
les autres {} dtant tous nuls, off {c}* et {}* dsignent les symboles de
Christoffel formds avec Ies g et g]) respectivement.

En calculant ensuite les composantes du tenseur de courbure R.,. de C,
on obtiendra

* a
R.bcd R.bcd, R]jh R.jkh,*i

*ales autres R.. &ant routes nulles, off R.ca et Rqh d6signent les composan-

tes de tenseurs de courbure form6es avec les {c}* et {}* respectivement, d’oO

(11) Rbc R’c, Rbh Rjc O, Rfl
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(2)
oh

R R* + R2*,

R e,,’ R,,, R* g,t,R,t,, R2*= g*SR*iu.

Cda pos, la connexion conforme de Cn &ant normale et le repre adopt

trouve
R* m (m 1), R* m’ (m’-- 1),

d’oh
(15) m (n--1)- + m’ (m.’-l)

Donc, on peut dire que si le groupe d’holonomie d’un espace Cn con-

nexion conforme no’rmale n dimensions fixe une ephre Sm- rn--1

dimensions, le ds ere l’espace doit tre sparable sous la forme (9), chaque

forme fondamentale tant celle d’un espace d’Einetein clont la courbure al-

aire est lie par la relation (15).
invereement, supposons que la forme fondmentale d’un espace a con-

nexion conforme normale soit sparabIe eous la forme (9), chaque forrne

fondamentale tant celle d’un espace d’Einstein dont la courbure scalaire est

lke par la relation (15).
Si l’on adopte le repre de M. O. Veblen, la connexion conforme normale

de respace peut s’exprimer par

dAo dxa Aa + dx Ai,

dA wb Ao + ,o Aa + w Ai + wA,,,,
(16)

dAi .o Ao + w Aa + ’:4 Ai q-"w 7A,,
adA,= o,,,,Aa +

ce qui nous montre que les espaces dont les formes fondamentales ont res-

pectivement g*bc(xa )dxt’ dxc et g’*i, (x )dM d+/-k sont tousles deux les espaces

d’Einstein.

En substituant (14) dans la premiere et la troisiime dquattons de (13), on

dtant celui de M. O. Veblen, les dquations (3), (11), (12) et

o R gt’Rw +n 2 ’2(n: 1) (n 2)
nous donnent

0 R* + g**,(R*+R*) 1_

y(R* + R*) 10

d’ofl
1 1

(14) R* Ra*g*o, R, m’R,, (m’= n- m)
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0off w wt., dx , ot o,,., dx
respectivement donnes p-m"

(17)

.o eo, dx et w,o w,,,, dx sont

les autres o dtant nu!s, off nous’ avons posd

R* + R*el* + - (n’i) (n--2)C1= m (n--2)
(18)

R* R* +c= m’(n--2) + 2 (n--l) (n--2)
Donc, les luations (16) peuvent &re dcrites ous la farme

(19)

dAo dxa Aa + dx Ai,

dAb cag*e dx Ao + (fie}* dx Aa + g*cdx A,o,
dAy
dA,o cldxa Aa + c2dx Ai

Mais, d’autre part, en substituant (15) dans (18), on trouve

d’ofi
c1= 2m (m--I) c2= 2m’(m’--l)

(22)

cl + c9. O.
Par cons6quent, on a de (19)

id (ciAo + A,) 2c dx A,,
dA g*cdxc (cAo + A,o) + {bac}*dxc A,,

et

(23) d(c2Ao + A,,,) 2c2dx A,

dAy g%dx, (c2Ao + A,,,) + {]k)*dxa Ai.
Le carrd --2c. de l’hypersphre c2Ao+A, dtant en gdndral positif, la

sphere Sin-1 d’intersection de czAo+A,,, et Aj m--1 dimensions sera fixde
par le groupe d’holonomie de l’espace ambiant Cn connexion conforme
normale n dimensions. Donc, nous avons les deux thormes suivants"

Thdoreme 1: Pdur que le groupe d’holonomie Hn d’un espace Cn i connexion

conforme normale d n dimensions laisse fixe une sphere Sm-1 1 m--1 dimen-
sions, il faut et il sut que son lment linaire putsse dtre reduite la somme
de deux lments dinaires des espaces d’Einstein l’un d m dimensions, l’autre
d n--m dimensions, dont les courbures scalaires satisfont aux relations (15).
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Thdoreme 2: Le groupe d’holonomie Hn d’un espace Cn d connexion conforme
normale d n dimensions laissant fixe une sphere Sm-t d m--1 dimensions est
le produit direct de deux groupes hm et hm’, hm et hrn’ dtant holoddriquemeit

isomorphes respectivoment aux groupes de transformations de MSbius qui 7ais-

sent fixe une hypersphre ou un point clans les espaces de Mibius

I1 e.st remarquer que dst2= g*bc (+/-a ) dxb dxc et ds g (x )dxJ d.k 6rant

tous les deux les 616ments lin6aires des espaces d’Einstein, ds=-- dat + ds
’est pas toujours un 6!6ment lin6aire d’un espace d’Einstein. Pour qu’il en
soit ainsi, on dolt avoir

d’ou, en tenant compte de (15),
R* R 0.

Dolac, l’espace ambiant peut tre un espace d’EinsteiI

res dux espaces d’Einstein qui le forment sont tou les deux courbure
scalajre nulle. Darts ce cas, l’espace ambiant est aui un espace d’Einstein

courbure scaldre nulle.
3. La structure des espaces a connexion conforme normale dont le groupe

d’hoIonomie laisse fixe un certain nomb’e d’hypersphres.
Supposons que le groupe d’holonomie Hn d’un espace Cn a connexion

conforme normale a n dimensiou.s laisse fixe n- m + 1 hyperphres lineaire-

ment indpendan.tes. Alors, la sphere d’intersection Sm-t de ces n- m + 1
hypersphres sera fix6e par le groupe d’holonomie de l’espace en question.

Donc, d’aprs le rsultat obtenu dans le Paragraphe precedent, le ds de
l’espace doit tre parable ous la forme (9), chaque lment linaire tant
celui d’un espace d’Einstein dont la courbure scalaire satisait aux (15).

Si l’on choisit un repute convenab!e de M. O. Veblen, on aura

dAo dxa Aa + dx Ai,

dA cg%c axe Ao + {ac}*d. Aa + g*cdx A,,
(24.)

[dAi cg*i,dx’ Ao + {}*dx’ Ai + gdx" A,
[dA,o cdxa An cdx Ai,

OU

Ra* R*c=-- 2re(m--l) + 2m’(m’--l)’
la sphere Sm-t fixde dtant l’intersection de n--m+l hypersphres Ai et
R,,, cAo + A,,,.

Or, chaque hypersphre fixde par le groupe d’holonomie sera repr6sent6e
par

uiAi+u,,’R
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d’ofl encore

[ Oui ui(25) ]- v

O=vc,
OU nous .avons po,e

ou
U A + Roo

en laissant de cot les points en lesquels u 0.

Cela etant, l’hypersphre u iAi + R tant fix6e par le grouoe d’holo-
nomie de l’espace, on doi, avoir

d (u A + R.o) (Vc dx -’r vk dxk ) (u A +
d’ot, en tenanf compte des relations

dAy {A}*dxk 2t. + g*ydx R,
dR 2c dx Ai,

on trouve

du + {]k}*Ui dx --2c dx (Vc dx + vk dx U

ui g*jdx (vc dxc + v dx ),

3li"

k Vk

(26)
et

(27)

uk g*jkuJ.
Les quations (25) nous donnent

ui ui (x )

uj; k Uj V,k + 2Cg,
Off le point-virgule d6signe la d6riv6e covariante par rapport aux symboles

de Christoffel.

De (27), on obtient, par la d6riv6e covariante

uj; k; h uj; h Uk + uj k; h

(u u + 2cg u + u] u: .
En portant cette quation darts l’identite

on trouve
i

Cette 6quation devant &re valable pour n--m vectcurs ui lin6airement,

ind6pendants, on doit avoir

ce qui montre que l’es:pace dont la forme fondamentale est g*j (x )dxJ dx
est A courbe constante. Donc, on peut choisir les coordonn6es x de mani-

re qu’on ait

g* (xi dx dx (xm+ )2+ + (x )

[1 +{(xm+l)2+ +(xn)2)J 2
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par suite
(28)

Doric, on a le

K. YANO et S. SASAKI. [Vol. 22,

K 2c Rz*
m’ (m’-)-

R1
m (m:-1- + K O.

Thor$me 3: Pour que le groupe d’holonomie Hn d’un espace Cn d connexion

conforme normale d n dimensions laisse fix’e n--,m+l hypersphres link.at*re-

ment indpendantes, il faut et il suffit que la forme fondamentale de Cn puisse

tre Ocrite comme la somme de deux formes fondamentales, l’une tant celle
d’un espace d’Einstein g m dimensions et l’autre celle d’un espaca courbure
constante g n--m dimensions entre les courbures scalaires desquels il exisle la

elation (28).


