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43. Sur les espaces & connexion conforme normale
dont les groupes d’holonomie fixent une sphere a
un nombre quelconque de dimensions IIL

Par Kentaro Yano,
Institut Mathématique, Université de Tokyo,

et Shigeo Sasaxi,
Institut Mathématique, T6hoku Université, Sendai.
(Comin. by. S. KAKEYA, M. 1L A, Sept. 12, 1946.)

§1. Introduction.

Dans une Note portant le méme titre, nous avons étudig la structure des
espaces 4 connexion conforme normale dont les groupes d’holonomie fixent
une sphére & un nombre quelconque de dimensions et nous avons obtenu le
résultat suivant: Si le groupe d’holonomie d'un espace C, & connexion con-
forme normale 4 # dimensions fixe une sphére S,-1 a m—1 dimensions, la
forme quadratique différentielle fondametale de I'espace doit &tre conformé-
ment séparable sous la forme®@®
(1) ds?=gu (2t ) dar dx* = f () ghe (42 ) dxb dxe + R (x') gk (vi)dx da*
les surfaces C,, définies par xi = constantes et les surfaces Cy—,, définies par
x2 =constantes étant toutes les deux totalement ombiliquées et orthogonales
les unes aux autres, et il doit exister un repére mobile de M. O. Veblen [A,,
Aa, Ai, Ax] par rapport auquel la connexion conforme normale s’exprime
par

dA, = dxa A, + dx* Ai,
@ aAp = wf Ay + b Ag . + wp A,
dA;j = wj Ay + wj A; + 0F A,
dAx = weAg + wieA,‘ s
ol les w?.. = w?m dxV satisfont aux relations
wboc =} g, wgk = wgc = (, w,(-’k = —} gn®

(1) K. Yano et S. Sasaki: Sur les espaces & connexion conforme normale dont les
groupes d’holonomie fixent une sphére 4 un nombre quelconque de dimensions I. Proc.,
20 (1944), 525-535.

e Ilﬁ Py Ly sevene . 1, 2, eeey A,
(2) Les indices lq, b, ¢, .-+ prennent respectivement les valeurs 11, 2, .-, m,
i g, Ry e m+1, -, n

. (3) K. Yano: Conformally separable quadratic differential forms. Proc., 16 (1940),
83-86.

€4) Pour le cas ot #=m, voir S. Sasaki: On the spaces with normal conformal
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Inversement, si la forme quadratique différentielle fondamentale d’'un es-
pace a connexion conforme normale est conformément separable sous la
forme (1) et qu'il existe une famille de repéres mobiles de M. O. Veblen [A,,
A;, Ai, Ax] dont les conposantes (U?;.u satisfont aux conditions (3), on peut
écrire les formules (2) sous la forme

dA, = dxt As +dx A,

@ dAs = + igsedxc Ay + whAa o * Zocdx® A,
dA; = — } gpdx® A, + wj Ai + gidak A,
dAx= +3dxt Ag - ddw Az,

grace aux relations (3) et aux

o0 [ -3 o0 20
Wbe = Zoe, OBk = Wjc =0, i = Gir

whe =302, v =i =0, wir=—130.
Donc, si. Pon pose
Ry =} Ao+ Ax, Ro=3%Ay— Ax,
R; = Aq, R; = A;,
on en obtient
® { R, = dx2 Rs, {dk» - dx'R;,
dRy = gy dxc Ry+ wiR,, dR; = — girdx® R + w} R

ce qui nous montre que la sphére d’intersection des #—m-+1 hypersphéres
R; et R est fixée par le groupé d’holonomie de I'espace.

Or, le repére mobile étant celui de M. O. Veblen, les équations (4) nous
montrent que
®) of = {3)dw =0 € wp = (B)dr =0,
donc, on peut aller plus loin et peut montrer que le ds® de Tespace est une
somme des éléments linéaires des deux espaces d’Einstein dont les courbures
scalaires satisfont a une certaine relation. Clest ce que nous allons faire dans
1a suite.

§2. La structure des espaces @ connexion conforme normale dont le groupe
d’holonomie laisse fixe une spheve & un nombre quelconque de dimensions.

Supposons que le groupe d’holonomie d’'un espace C, & connexion con-
forme normale a4 »# dimensions fixe une sphére Sm—1 4 m — 1 dimensions.
Alors, la forme quadratique différentielle fondamentale de I’espace doit étre
conformément séparable sous la forme (1), et de plus il doit ex-
ister un repére mobile de M. O. Veblen [Ay, Az, Ai Ax] par rapport
auquel la connexion conforme normale de I'espace peut s’exprimer par les

connexion whose groups of holonomy fix a point or a hypersphere, I, II, III. Japanese
Journal of Mathematics, 18 (1943), 615-622 y 623-633 ; 791-795, et K. Yano: Conformal
and concircular geometries in Einstein spaces. Proc. 19 (1943), 444-453.
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formules (2), 1e§ wpw (wp = wuwdx) étant données par (3).
Or, les formules (2) nous montrent que
wf, = wf,c dxt + wppdat = 0,
;] = Wi dxe + dxk = 0,
d’ou
wic =0, w)';k =0, we=0, wpk=0.
D’autre part, le repére [Ao, Aa, Aji, Ax] étant celui de M. O. Veblen, on

w}:,u = {iu} =} g% (gup,v + 8gav, p— v, ),
la virgule désignant la dérivée partielle par rapport a x, dou
7) (B} =0, (=0, (£}=0, {3 =0.
Cela étant, nous calculerons les symboles de Christoffel en tenant compte
de la forme (1) de la forme fondamentale. Alors, on trouvera

(B = — g, () = 1o 0,

By =100, () = — L ghgrah,,
o
ou
21 M
fo= 2SBL - TR

Par conséquent, les équations (7) et les relations précédentes nous mont-
rent que la fonction f est indépendante de x* et la fonction 2 est indépend-
ante de x¢, soit,
® F=f@e), h=h(x)

Dong, en écrivant gi; et g au lieu de fgi: et hghk respectivement,
on obtient, de (1),

9)  ds? = gwdrrds’ = gh(x0)dxb dxc + g (%) dai drk .

Or, en calculant les symboles de Christoffel { :u) formés avec les g, on
trouvera
(10) (e} = 8%, Uad = ()%,
les autres {,fu} étant tous nuls, ot {5:}* et {,-'}e}* désignent les symboles de
Christoffel formés avec les gj: et gji respectivement.

En calculant ensuite les composantes du tenseur de courbure Rf,m de Gy,
on obtiendra

Risca = Rusds,  Rijn = Rojihy
les autres Rf,.w étant toutes nulles, o R et R.}}‘:}; désignent les composan-
tes de tenseurs de courbure formées avec les {5:}* et { ,-2)* respectivement, d’ou
1) Roc=Rb:, Ry=Rjc=0 Rj=Rj,
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et
12) R = R* + Rg¥,
ou

Ry = R?p,w., Ri, = R?bcaa: R;k = Rfik‘; ’

R =g Rup, R¥=gtcR¥, R¥=gWkR¥,.

Cela pocé, la connexion conforme de C, étant normale et le repére adopté
étant celui de M. O. Veblen, les équations (3), (11), (12) et
who= 2(n~g'i353— 2)

nous donnent R SR )
[ bc se(R*+Ry™) _ j.__
iy B 10 V(=) Rl R

as) wfk = w,g; =0,
0 R¥ ShrR* + Re¥) 1
Or= =T T Mm—1n—2) ~ 2 &
d’ott 1
14 Rty = —3,‘— Ri¥g%e, Rt = - Ra¥g*m, (m'=n—m)

ce qui nous montre que les espaces dont les formes fondamentales ont res-
pectivement g¥p(x2 ) dab dxc et gy (xi)dx/ dx* sont tous les deux les espaces
d’Einstein.

En substituant (14) dans la premiére et la troisiéme équations de (13), on
trouve

R¥=—m(m—1), R*=m(m —1),
£ *

s m(l'rgtl—-l) oW 53»'—1) =

Donc, on peut dire que si le groupe d’holonomie d’un espace Cn a con-
nexion conforme normale 3 »# dimensions fixe une sphére Sm—1 a m—1
dimensions, le ds? de Pespace doit étre séparable sous la forme (9), chaque
forme fondamentale étant celle d'un espace d’Einstein dont la courbure scal-
aire est liée par la relation (15).

d’ou

0, R*<0, R*>0.

Inversement, supposons que la forme fondamentale d’un espace a con-
nexion conforme normale soit séparable sous la forme (9), chaque forme
fondamentale étant celle d'un espace d’Einstein dont la courbure scalaire est
liée par la relation (15).

Si I'on adopte le repére de M. O. Veblen, la connexion conforme normale
de 'espace peut s'exprimer par

dA, = dxe Ag + dxt A;
dAp = wg Ay + wh Aa + wl'; Ai + wp A,
dAj = w3 Ao+ &} As + @} Ai +@ 7T Ax,
dAx= woda + (U:;Aj ,

16

]
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\ 0 0 2 3 oo a 2
ou Wp = Ops drY, Op= uwdr’, wp= opdr et We = wwey, dr¥

respectivement données par
o Rp.u g“uR
O = = Y =D (n2) ’
2
o= AR, o = g 0o = g,
On, la forme fondamentale ayant la forme (9), on obtient

Whe = 01 8%y whe = 5oV, wie = 2%,
an o = Cg%m o= (% @R = g%
W =¢1 0%, (ufek = ¢y 8;;,
les autres w étant nuls, ou nous avons posé

N Ry + Ry*
1 m(n—2) 2n—1)(n—-2)"

Ry* + R¥ + R*
m'(n—2) 2m—1)(n—2) °
Dongc, les équations (16) peuvent étre écrites sous la farme

+
(18)
Co= —

dA,= dxt As Y+ dit A;,
19) dAs = c18%pcdxc Ao + {seY* dac Ag _ + g%¥pedx A,
dAj = cog¥pdxt Ay + {e)kdat A; + gripdik A,
dAx= cdx® Ag  + codxi A;
Mais, d’autre part, en substituant (15) dans (18), on trouve
* *
o O BT 4T T B Gy
ol
(21) Cy + c = 0.
Par conséquent, on a de (19)
(22) I'd(Cle + Ase) = 201 dx Aa y
\ dAs = g¥pe dxc (ciAy + Ax) + {E)¥dxe Aq
et
(23) [d(caAo + Ax) = . 2c0dxt Ay,
\ dAj = gudt (do + A) + Urbedat As.
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sont

Le carré —2c¢; de I'hypersphére c;Ap+A-~ étant en général positif, la
sphére Sy—1 d’intersection de caA¢g+A» et Aj & m—1 dimensions sera fixée
par le groupe d’holonomie de l'espace ambiant C, a connexion conforme
normale & # dimensions. Donc, nous avons les deux théorémes suivants:
Théoveme 1: Pour que le groupe d holonomie Hn d'un espace Cn d connexion
conjorme normale & n dimensions laisse fixe une spheve Sm— ¢ m—1 dimen-
sions, il faut et il suffit que son élément linéaire puisse étre veduite a la somme
de deux éléments Jinéaives des espaces d’Einstein 'un ¢ m dimensions, 'autre
@ n—m dimensions, dont les courbures scalaives satisfont aux relations (15).
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Théoreme 2: Le groupe d’holonomie Hy d'un espace Cn & connexion conforme
normale @ n dimensions laissant fixe une spheve Sm—~1 ¢ m—1 dimensions est
le produit divect de deux groupes hm et hm'y hm et ha étant holoédriquement
isomorphes respectivement aux groupes de transformations de Mobius qui lais-
sent fixe une hyperspheve ou un point dans les espaces de Mobius My et "M .

Il est & remarquer que ds®= g¥p; (22 ) dx® dxc et dsi = g% (v ) dxi dk étant
tous les deux les éléments linéaires des espaces d’Einstein, ds?= ds? + ds;?
west pas toujours un élément linéaire d’'un espace d’Einstein. Pour qu’il en
soit ainsi, on doit avoir

R* | R
m  om’
d’ou, en tenant compte de (15),
Rl* = RQ* = 0.

Dotc, 'espace ambiant peut étre un espace d’Einstein si et seulement si
les deux espaces d’Einstein qui le forment sont tous les deux a courbure
scalaire nulle. Dans ce cas, I'espace ambiant est aussi un espace d’Einstein a
courbure scalaire nulle.

§3. La structure des espaces a counexion conforme normale dont le groupe
d’ holonomie laisse fixe un certain nombre d’hyperspheres.

Supposons que le groupe d’holonomie H, d’un espace C, a connexion
conforme normale a » dimensions laisse fixe # — m + 1 hypercphéres lineaire-
ment indépendantes. Alors, la sphére d’intersection S;—1 de ces n—m + 1
hypersphéres sera fixée par le groupe d’holonomie de I'espace en question.

Donc, d’apres le résultat obtenu dans le Paragraphe précédent, le ds? de
P'espace doit étre séparable sous la forme (9), chaque élément linéaire étant
celui d'un espace d’Einstein dont la courbure scalaire satisfait aux (15).

Si I'on choisit un repére convenable de M. O. Veblen, on aura

dA, = dre Az +dxi A;,
@0 dAp = cg¥pcdxe Ao + {scy¥dxe Aa ‘ + g¥*pcdxt Aco,
dAj =— cg*pdx* Ay + (e} ¥dak Ai + giidxr A,
dAx= cdxe Ag —cdxi A; ,
ou
= — R R*

2mm=1) ~ T o o =1)
la sphére Spm—1 fixée étant lintersection de #n—m+1 hypersphéres A; et
Ro = —cAp + Ax.
Or, chaque hypersphére fixée par le groupe d’holonomie sera représentée

par .
wi Ai + u° R
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ou
u A; + Reo
en laissant de coté les points en lesquels #> = 0.
Cela etant, 'hypersphire ui A; + R» étant fixée par le groupe d’holo-

nomie de I'espace, on doi. avoir

dWmiAi+ Rxo) = e dxt -Fvpda* Y ui A + Rw),
d’ou, en tenant compte des relations

(dA; = {fi)*dxk A; + g*udr* Res,

ldRw = — 2cdxi A;
on trouve

dut + {fuY*us dak —2¢ dxi = (v dxe + v dk )i,

Jot uw g¥pdxk = (v; dxc + vp dxk),
ol encore

dut . dui: i s i .
[t A, \i — o Kygd — = i
25) 3 veut, —agt {]k) wi —2c0n = vp ut,
0=uv, ur = Vg,
ou nous avons pose

up = g¥pw .
Les équations (25) nous donnent
(26) w = ui(xi)
et
@27) Win= 10 wp + 20 G5 ,

ot le point-virgule désigne la dérivée covariante par rapport aux symboles
de Christoffel.
De (27), on obtient, par la dérivée covariante
Uj; ks b = Uj:h Uk + Uj Uk b
= up +2c85)u + uj v
En portant cette égquation dans I'identite
Wis ki — Wiz ik = — i ¥,
on trouve
wi R*Ju = 2¢ wi (g% 04 — g%j1 08 ).
Cette équation devant étre valable pour n—m vecteurs #; linéairement.
indépendants, on doit avoir
R¥jun = 2¢ (g% 0f — &% 08,
ce qui montre que P'espace dont la forme fondamentale est g*j (x?)dy/ da®
est a courbure constante. Donc, on peut choisir les coordonnées ¥ de mani-
ére qu'on ait
¥ (%) du dk = Al e S

[1 +% {(em+D2 .. + (xn)z}:’z s
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ou
O Ri*
K = 20 - m/ (m/__1> ’
par suite X
(28) R* k=0

m(m—1)

Donc, on a le

[Vol. 22,

Théoreme 3: Pour que le groupe d holonomie H, d’un espace Cu & connexion
conforme normale ¢ n dimensions laisse fixe n—m-+1 hypersphéres linéaire-
ment indépendantes, il faut et il suffit que la forme fondamentale de Cn puisse
étve écrite comme la somme de deux formes fondamentales, l'une étant celle
d'un espace d'Einstein a m dimensions el Pautre celle dun espace & courbure
constante ¢ n — m dimensions entre les courbures scalaives desquels il existe la

velation (28).



