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77. Eine gemischte Randwertaufgabe iir einen Kreis.

Von Yfisaku KOMATU.
Mathelnatisches Seminar, Institut fiir Technologie zu Tokyo.

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., July 12, 1952.)

1. Die Randweraufgabe yon harmonischen Funk,ionen hat
zwar in bezug auf das Dirichletsehe sowie Neumannsche Problem
besonders eingehend erforscht. Aber die Untersuchungen der
tibrigen, d. h. der gemischten Probteme werden noch nicht ftir genug
angesehen.

In der vorliegenden Note sollen wir uns mit dem einfachsten
Fall der letzten Probleme besehifftigen, nimlich mit dem zwei-
dimensionalen Fall, wo das Grundgebie* der Einheitskreis ist, dessen
ein Peripheriebogen die Randwerte der gesuch,en Funktion selbst
trigt und der tibrige Bogen diejenigen ihrer Normalableitung ,rigt.
Wir sollen eine explizite Integraldarstellung ffir die LSsung dieser
Randwertaufgabe herleiten, welche der Poissonschen Darstellung ent-
spricht, und dann einige yon ihren Eigenschaften erwihnen. Aber
hier wollen wir uns nur auf eine Skizze beschrinken. Ausftihrliche
Beweisftihrung wird andernorts erseheinen.

2. Wir betrachten zuerst vorberei,end eine Funktion, welche
das Einheitskreisinnere in der (-Ebene eineindeutig und konform
auf en Gebiet in der W-Ebene, das dadurch en,steh,, da5 man das
EinheitskreisiuSere lings eines yon einem Pnkt der Peripherie
or,hogonal ausgehenden Segments aufschlitzt.

Gegeben seien ein innerer Punkt z und zwei Randpunkte e*,
e* mit a<b<a+27r des (-Einheitskreises, und die Abbildung sei so
normiert, da der Bogen b arg (<a + 2= in den Schitz tibergeht,
und da der Punkt z in den unendlichfernen Punkt tibergeht und
sogar als ein Pol mit einem positiven Residuum auftritt. Die diese
Abbildung vermittelnde Funktion W--W(()W((; z, a, b) ist dann
durch die angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt und in
einer expliziten Weise mittelst einer elementaren Funktion durch
die Gleichung

w -H (-z)/(1-)
(1 + FW) (1 + 1-’(-z)/(1-

geliefert, worin gesetzt sind

l’--/l(e’; z) l(e; z),

e__1/l(e.z)/l(;-) H=cos K
2
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mit einer linearen Funktion yon

/(; z)- -z.
1 -$

Hier sind die Quadratwurzeln fir die Ausdrficke yon F und e
diejenigen Zweige zu nehmen, welche, als Funktionen vom Para-
meter z angesehen, an z--0 die Werte -d(/) bzw. -e--) an-
nehmen.

3. Es sei nun u($) eine Funktion, welche sich in [ 1 regular
harmonisch und samt ihrer radialen Ableitung auf ]$ 1 stetig
verhalt. Die Funktion lg]W($)] verhlt sich ebenfalls so abgesehen
yon nur einen einzigen logarithmischen Pol z, um welchen aber die
Summe lgW() +lg-z harmonisch bleibt.

Wir wenden nun die Greensche Formel an auf diese beiden
Funktionen in bezug auf ein Teilgebiet des Einheitskreises, welches
durch Ausschneiden einer kleinen Kreisscheibe vom Radius um
den Punkt z entsteht, und sodann den Grenzfibergang 0 aus-
ffihren Unter Berficksichtigung des eigentfimlichen Randverhalte
yon W() verfolgen wir eine fibliche Schluweise. Dann erhalten
wir nach einigen Rechnungen eine gesuchte Darstellung

:1:u(e)l-. cos 1-lz]u(z)== cos K-cos id-zl
d

1 [+ u(e’) lg(VO V + 1 +CO --cos K)" dq,- v 1 +cos K

worin /, die Differentiation lngs innerer Normale bedeutet und
ferner die Bezeichnung

e=Yl(e z)
benutzt ist.

4. Wir werden zwei extreme Falle untersuchen.
Erstens, der Fall ba+2=-0 ffir ein festes a. Dann nahert

sich das zweite Glied unserer Darstellung dem Wert Null, whrend
das erste sich dem Poissonschen Integral

1 +u(e,) 1--Izl"

nahert. Also enthalt unsere Formel die Poissonsche als einen un-
mittelbaren Grenzfall, was vorher erwartet werden wird.

Zweitens, der Fall ba+0 ffir ein festes a. In diesem Falle
wfirde es als plausibel erwartet, dag die Integraldarstellung des
Neumannschen Problems, namlich

1 [’+"" u(e’) lg 1 d,
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auch ohne weiteres erhalten wtirde. Aber der Sachverhalt ist nicht
so einfach. Die Randwerte 3u(e)/3, mtissen bekanntlich stets der
Bedingung

gentigen. Unter Berticksichtigung dieser Bedingung liSt es sich
zeigen, da5 das erste Glied unserer Darstellung sich nicht dem Wert
Null sondern dem Wert u(d) nahert wenn ba+O. Genauer
untersucht, lSt sich das Resultat sogar derart verschirfen, da5 das
genannte Glied sich im a!lgemeinen dem Wert

lim 1 [ u(d)
a)(b

nihert, wenn blo5 die Existenz der letzten Gr55e vorausgesetzt ist.
Folglich nahert sich das zweite Glied einschlieSlich Minuszei-

chens nattirlich zu u(z)-u(e), worin jetzt u(z) durch die oben
genannte Darstellung des Neumannschen Problems geliefert wird.

5. Wir gehen nun zur umgekehrten Aufgabe fiber. Vorge-
geben seien zwei beliebige in a b bzw. b a +2 integrier-
bare Funktionen U() und V(). Dann entsteht die Frage, ob die
durch den Ausdruck

u(z)= U()osCS v 1-[zli.dK- cos ]e-z

1 [+ (/C0S + 1 + 1/cos --cos g)d-j V()lg
1 + cos K

dargestelle Funktion u(z) tatschlich den Randbedingungen

u(d) U() ffir a b, u(e) V() ffir b a +2
3v

gentigt. Hierbei u(e) und 3u(d.)l, betreffen die Grenzwerte von
innen im gew5hnlichen Sinne. Da5 u(z) sich in Izl 1 harmonisch
verhilt, ist augenscheinlich.

Die Antwort lautet bejahend Einzelheiten in den verschiedenen
Abschitzungen sind ganz elemenar, trotzdem ziemlich mtihsam.
Deswegen beschrinken wir uns an dieser Stelle nur darauf, da5 wir
das Endresultat kurz aussprechen.

Unter der Voraussetzung, da auch U()/l/-(--a)(b--) integ-
rierbar in ab ist, geniigt die letztgenannte Funtction u(z) den
angegebenen Randbedingungen fast iiberall. Dabei wird die radiale
Annaherung yon z zu einem Peripheriepunkt oder allgemeiner die
Annaherung langs eines Stolzschen Weges zugelassen.

Wie bereits gesagt, wird die ausftihrliche Beweisftihrung dieser
Tatsache samt einigen Verallgemeinerungen demnichst irgendwo
erscheinen.


