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38. Notes sur l’Intgration. I
Quelques Proprits des Fonctons d’Intervalle

Par Shizu ENOMOTO
Institut de Mathgmatiques, Universit4 d’)saka
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., March 12, 1954)

Le but principal de ces Notes est l’extension de l’intgration
au sens de Denjoy (ou Denjoy-Perron) pour l’espace euclidien d’une
dimension l’espace euclidien de plusieurs dimensions. Les tudes
dans cette direction ont t dj donnes par MM. M. Krzyafiski,
d. Ridder, S. Kempisty et M. Romanowski. Comme totalisation
d’une onction de point dfinie dans l’intervalle contenu dans l’espace
euclidien de n dimensions, ces auteurs ont fair appel la notion
d’une onction d’intervalle. Nous allons aussi employer cette notion,
mais, en outre, les valeurs des onctions d’intervalle dans nos cas
peuvent tre approches par celles des intgrales au sens de Lebes-
gue. D’abord, dans cette Note, nous commencons par l’tude pr-
liminaire sur les proprits des fonctions d’intervalle.

Termes et Notations. Considrons un espace euclidien E n
dimensions compos des points x=(x, x., x), dont les coordonnes
sont x, x, xn.

Etant donn un systme a, b; a, b; a, b, de 2n nombres
rels tels que a<b pour i=1,2,..., n, nous appellerons intervalle
I [a, b; a, b; ;.a, b] de l’espace E l’ensemble de tous les points
(x,x,...,x,) oh axb pour i=1,2,..., net carr l’intervalle
tel que b-a--b-a--... =b-a. Nous appellerons le plus grand
des nombres b-a, b.-a,..., b-a la norme, n(I), de l’intervalle
I, et le produit (b- a)(b.- a)... (b- a,) l’aire, I ], de l’intervalle I.
Nous entendrons par p(I) le paramtre de rgularit de I, c’est--
dire le rapport des mesures de l’intervalle I et du plus petit carr
contenant I.

Nous entendrons par systme lmentaire un nombre fini S
d’intervalles I, I,..., I contenus dans E..

Soit F(I) une fonction d’intervalle dfinie pour tous les inter-
valles I contenus dans un intervalle R de E. Nous disons que
F(I) est fini-additive, lorsque

F(I) =F(I) + F(L)
quelle que soit la dcomposition de I en deux intervalles I et I.

Nous disons qu’une ionction d’intervalle F(I) dfinie dans R est
continue(a) un point p de R quand elle tend vers zgro avec l’aire
d’intervalle I tel que n(I)a et I p. Pour tout ensemble A contenu
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dans R, nous entendrons par F(I) la fonction d’intervalle telle que
F(I) est 4gale F(I) quand I contient un point de l’ensemble A
et nulle dans le cas contrare.

Nous entendrons par /(A) la mesure d’ensemble A mesurable
au sens de Lebesgue. Nous crirons l’in4grale d’une fonction de

point f(p) sommable dans un ensemble A par la notation (L)ff
A

D$finition 1. Nous consid4rons une fonction de point f(p) d4finie
dans l’intervalle R de E telle qu’il existe une fonction d’intervalle
F(I) fini-additive et une suite M(n= 1, 2,...) des ensemble mesurables
au sens de Lebesgue, satisfaisant aux conditions suivantes-

1) f(p) est sommable au sens de Lebesgue dans M pour n=l,

2) M -R.
3) Pour tout ensemble M, et tout >0, on peut fair cor-

respondre un nombre (n, )>0 tel que les conditions suivantes
3.1) I,M0 (i=1,2,...,m)

3.2) t ( , I M)<(n, )

3.3) n(I) __< 1-!- (i=l, 2,..., m)
n

entranent

f]F(I,)- (L) f(p)dpl <: e,
I:Mn

quel que soit le syst6me 16mentaire S compos6 d’intervalles I,
I,..., I contenus dans R. Nous d6signons par la amille de
telles onctions.

Deux th6or6mes suivants pourront tre regard6s comme point
de d6part de nos 6tudes sur )"

Th$orme 1. Soit F(I) une %onction d’intervalle fini-additive
d6finie dans l’intervalle R et satisaisant la condition telle que
la limit F:(p) existe pour tout point i de R, o6 F:(p) est la limit
du rapport F(I)/iI] pour l’intervalle I, tel que Ip, lorsque n(I)
tend vers z6ro. Alors la onction f(p)=F:(p) d6finie dans R appar-
tient & .

Mais il est remarquable que pour une fonction d’intervalle F(I)
fini-additive d6finie dans l’intervalle R et telle que F:(p) existe saul
pour un seul point n’appartient pas toujours . En effect, nous
pouvons le voir par un exemple trs simple comme il suit"

Eemple. Soit F(I) la 2onction d’intervalle fini-additive d6finie
dans l’intervalle R--[0, 1; 0, 1] telle que

F(I) (L) dy(L) x+y dx
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pour tout intervalle I=.[a, b; c, d] contenu dans R. On a alors
y2--XF(x, y)-
c + y.

pour tout point (x, y) de R diff6rent de (0, 0), mais pour le point

oo= (0, 0), F(I) n’est continue (a) pour aucun nombre a:> 0; par con-
squent, F:(po) n’existe pas.

En outre, pour une fonction d’intervalle F(I), si l’on ajoute la
propri6t6 de continuit6 (a), nous avons le th6orme suivant"

Th’orme 2. Soit F(I) une fonction d’intervalle fini-additive,
d6finie dans R et satisfaisant la condition" F:(p) existe pour tout
point p de R saul out au plus une infinit6 d6nombrable N et pour
tout point p de Nil existe un nombre positive a---a(p) tel que F(I)
est continue (a) au point p. Alors la fonction

fF:(p) pour p tel que pN et p e Rf(P)= un nombre arbitraire pour p e N
appartient .

En particulier, au cas oh n=l, on a le
Thorme 3. Pour l’intervalle R de E, coincide avec la

famille des fonctions int6ffrables au sens de Denjoy (ou Denjoy-
Perron) dans R.

Soit f(p) une fonction de point appartenant . Soient encore
F(I) une fonction d’intervalle et M l’ensemble, donn6s dans la
d6finition de pour la fonction f(p). Pour une telle fonction
d’in.ervalle F(I), nous pouvons 6noncer les Th6ormes suivants"

Th$ovme 4. La fonction d’intervalle F(I) est uniquement d6ter-
min6e par f(p).

Thorme 5. Pour ottt ensemble M(n= 1, 2, ...), F (I) est

continue (-ln-)
Thorme 6. A tout ensemble M et tout >0, on peut faire

correspondre un nombre (n, ) tel que les conditions

]iIl<v(n,e) et Il---< 1 (i=1,2,...,m)

entrainent

i=l

quel que soit le systme 414mentaire S compos6s d’intervalles I
(i=1, 2, m) contenus dans R.

Soit F(p) la limite du rapport F(I)/I I pour l’intervalle I, tel
que Ip et p(I)__>p, lorsque Ii tend vers zro, pour le nombre
positive /. Nous entendons par F’(p) la limit de F,(p)lorsque t
tend vers zero.
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Th$orme 7. F’(p) exist presque partout aux points p de R et
elle est gale f(p).

Pour une classe des 2onctions de , on obtient le rsultat
suivant qui est plus precis que Thorme 6"

Thorme 8. Si, pour (n, e) donn dans 3) de la dfinition 1,
nous pouvons prendre , oh le nombre . est dtermin par
l’ensenmble M. seul, alors nous aons F’(p)= f(p) presque partout
dans R.

Les 2onctions tudies dans Thormes 1 et 2 satisfont cette
condition.

Enfin, ajoutons encore deux thormes concernant l’allure des
fonctions de point qui appartient

Th$orme 9. Soient fiet f deux fonctions de point appartenant
; alors f +ft. aussi appartient et

F(I) =F(I) +F(I)
pour tout interva]]e I contenu dans R, off F(I), F(I) et F(I) sont
]es fonctions d’interval]es donnes dans la dfinition de pour f,
f et f respectivement.

Thorme 10. Soit f(p) une fonction appartenant et g(p)
une fonction de point el]e que g(p) est ga]e f(p) presque partout
aux points p de R; alors g(p) appartient aussi . Si, de plus,
F(I) est ]a fonction d’interva]]e attache f(p) dans ]a dfinition
de , il en est de mme de g(p).
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