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61. Notes sur l’Intgration. II
Une Proprit du Recouvremeat Ferm$ de l’Intervalle

Par Shizu ENOMOTO
Institut de Math4matiques, Universit4 d’saka
(Comm. by K. KUNU(, M.J.A., April 12, 1954)

Dans cette Note, nous allons tudier une proprit d’une suite
des ensembles erms, oh la somme couvre un intervalle contenu
dans un espace euclidien d’une ou plusieurs dimensions. La pro-
pridt est importante pour voir une structure d’une fonction d’inter-
valle qui est l’intgrale au sens de Denjoy (ou Denjoy-Perron)dans
l’espace euclidien d’une dimension. En outre, elle jouera un rSle
capital dans la thorie de l’intgrale, extension de cette intgrale
.aux espaces de plusieurs dimensions, que nous donnerons dans la
Note prochaine.

Dans cette Note, nous gardons, saul indication contraire, la
Cerminologie et les notations de la Note I. *)

Soit J0 ua intervalle contenu dans l’espace euclidien E d’une
dimension. Soit M(m=l, 2, ...) une suite des ensembles erms
telle que M--do et M_M, pour m, m tels que mm’. Alors

nous avons le thorme suivant"
Thor$me 1. Pour M(m=l, 2, ...) et pour une suite des

hombres positifs e(m=l, 2,...), tout intervalle J conenu dans Jo
possde la propritd suivante qu’on dsignera par (A)" il existe
une suite des ensembles ierms F(J)(i=1,2, ...), de total J,
possdant les propridts telles que;

1) n<m <:n/ pour i 1, 2,
2) F(J) M pour i--l, 2, ...,
3) F(J)F(J) pour i, i’ tels que ii’,
4) si F(J) n’est pas identique J, il possde la proprit

(B) pour M (re=l, 2, ...) et (re=l, 2, ...), c’est--dire la suite
des intervalles J’(j=l, 2,...) contigus l’ensemble ormd des
points de F,m(J) et d’extrmits de J se peut classifier en un
nombre m-n+l des suites des intervalles J.(j=l, 2, ...), off
nk_m et J, pouvant tre vide, satisfont aux conditions suivantes
pour tout indice k;
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4.2) (J)M----0 pour #---1,2, o/ (j)o est l’intrieur
de J..

4.3) L’un au moins des extrmits d’intervalle J appartient

M pour 3"--1, 2,
Ensuite, dans l’espace euclidien E de n dimensions, nous don-

nons un thorme qui revient au mme Thorme 1 au cas off n-1.
D’abord, nous commencons par quelques dfinitions des notations.

Nous crivons par (A) la mesure au sens de Lebesgue d’en-
semble A contenu dans E.. Par dfinition de E, nous pouvons
le considrer comme l’ensemb’le produit EE_ de E par E_,
c’est--dire l’ensemble des couples (x, y_)dont le premier lment
x est un point quelconque de E, et le second y_ un point quel-
conque de E_. Pour un ensemble A contenu dans E, nous enten-
dons par p(A) la premiere projection de A_ sur E qui est l’ensemble
compos des points x de E pour lesquels il existe un point y_
de E_ tel que (x, y_) appartient A. Nous entendons de mSme
par io.o(A) la seconde projection de A sur E_. Pour un point x
de E, nous crivons par A" l’ensembles des points (, y_)tels que

(x, y_)e A. Pour un point y_ de E_, nous crivons de mSme
par A’- l’ensemble des points (x, y_) tels que (x, y_)e A.

Soit R0 l’intervalle contenu dans E. Soit encore, comme le
cas oh n--l, M(m=l, 2,...) une suite des ensembles ferms telle

que M--Ro et M_ M, pour m, m tels que m>m’.

Thorme 2. Pour M(m-1, 2,...) et une suite des nombres
positifs (m-1, 2,...), tout intervalle R contenu dans Ro possSde
la proprit (A), c’est--dire il existe une suite des ensembles
ferms F(R) (i---1, 2, ...) contenus dans R possdant les proprits
suivantes;

1) n<m<n+ pour i-l, 2,
2) F,(R)

_
M, pour i=1, 2,

3) F(R)

_
F,,(R) pour i, i’, tels que i>i’,

4) nos posons Y-,pF,,(R) et Z--p.(R)-Y, alors, nous
i=1

avons

4.2) pour tout point y_ de Y, si (F,(R))- n’est pas identi-
que R,-, il possSde la propridtd (B) pour (M)*-(m--1, 2,...)
et (m--l, 2, ...).

4.3) pour tout point y_ de Y, on a . (F(R))-=R’-.


