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150. Espaces h Connexion de Cartan Complets

Par Sh6shichi KOBAYASHI
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Oct. 12, 1954)

Nous supposons la connaissanc de la notion de connexion in-
finitsimal dans les varits fibres et eelle de connexion de Cartan.

1. Connexion de Cartan

Expliquons d’abord quelques notations qui seront utilises dans
la suite. Soit E une varit fibre de base B, de fibre F et de
groupe structural de Lie G. On suppose les conditions que voici"

(1) G opSre transitivement sur F; c’est-h-dire F peut 8tre
identifie l’espace homogSne G/G, off G est le groupe d’isotropie
en un point 0 de F.

2 dim. F--dim. B.
(3) Le groupe structural G de la varitd fibrde E peut 8tre

rduit jusqu’ G; autrement dit E admet une section que nous
noterons par a. Quand la varidtd E est considdre comme la varit
fibre groupe structural Gt, elle sera dsigne par Et.

(4) Deux varidts fibrdes T(B) et T.(E) de base B sont qui-
valentes, off T(B) est l’espace des vecteurs tangents Bet que
T.(E) est l’espace des vecteurs tangents F en a(x), x parcourant
dans B.

Dans route varidtd fibre E satisfaisant ces 4 conditions, il
existe une connexion de Cartan, qui est une connexion infinitsimale
du type particulier dans E. Elle peut 8tre dfinie par la donne
d’une forme diffrentielle o (de degr4 1) valeurs dans l’algbre de
Lie de Get dfinie sur H, qui est l’espace fibrd principal associ
E. , doit satisfaire certaines conditions que nous n’dcrivons

pas ici.) Parmi les propridts que possSde ,v, nous signalons une"

o dfinit un paralllisme absolu dans H.

2. La Notion de "Comllet"
Soit Xo un point de la base Bet e(t), off Otl, est une courbe

dans B commencant par Xo. a(c(t)) est une courbe dans E qui couvre
c(t). Pour tout t e 0, 1, soit (t)un poin de F obtenu par le
dplacement parallSle du point a(c(t)) le long de c-l(r), 0rt. La
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courbe (t) dans F est dire le dveloppement de c(t) dans la fibre

Fo.
Inversement, considrons une courbe e(t) dans F% commenc.ant

par a(Xo). En gnral, il n’existe pas toujours de courbe c(t) dans B
commenc.ant par Xo dont le dveloppement est (t). (Mais si elle
existe, elle est unique.) La varit fibre E connexion de Cartan
est dire complete, si, pour route courbe (t) dans F.o commenant
par a(Xo), il existe une courbe c(t) dans la base B commenc.ant par
Xo dont le dveloppement est (t). Notre thorme 2ondamental est
le suivant"

Thorme I. Soit E une vari$t$ fibre & connexion de Cartan et
It’ la varit$ fibre principale associe & . Soit la forme diff,-
rentielle qui dfinit la connexion de Caftan. Pour que E soit com-
plate, il faut et il sut que tout champ de vecteurs v dfini sur H
tel que o(v) soit une constante engendre un groupe de transformation
l-paramtre global.

3. Application du Th6orme 1

Ce th6orme donne une d6monstration simple du ,h6orme
suivant qui est une g6n6ralisation du ,h6orme de Myers et qui
est d6montr6 par Ehresmann d’une autre manire.

T/orme 2. Soient E(B, F, G, H) et E(B, F, G, H) deux vari-

ts fibr$es h connexion de Caftan analytique complete. Si B et B sont

simplement connexe, tout isomorphisme local de E dans E se prolonge

& un isomorphisme global de E sur E.
On peut appliquer le th6orme 1 au problme du champ de

vecteurs de Killing.
Thorme 3. Soit V une varit riemannienne complbte. Alors

tout champ de vecteurs de Killing engendre un groups d’isom$trie &
1-paramtre global.

On peut d6montrer un th6orme analogue pour une connexion
affine (projective ou conforme) complete.
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