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196. Sur le Nombre des Valeurs Distinctes d’un Polynme
Coefficients dans un Corps Fini

Par Sabur6 UCHIYAMA
Institut Math4matique, Universit4 Mdtropolitaine, Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M.I.A., Dec. 13, 1954)

]tant donns un polynbme f(X) de degr n2 h coefficients en-
tiers rationnels et un nombre m entier positif, nous dsignerons par
W(m) le nombre des valeurs f(k) (k=0, 1,..., m-l), incongrues
par rapport au module m. Comme on voit acilement la onction
W(m) peut s’crire sous la orme

IW(m)-m 0exP 2ri t(f(u)-f(v

et elle est multiplicative, c’est--dire pour deux nombres m et m
entiers positifs, (m, m)- 1 entrane W(mtm)- W(m)W(m.).

Dans la thdorie des nombres il serait intressant de dterminer
en gnral la valeur de W(m) pour les polynSmes donns coeffi-
cients entiers. MM. R.D. von Sterneck et R. Kantor ont r4solu com-
pltement ce problme pour les polynbmes cubiques, aussi bien pour
ceu qui sont quadratiques,) mais on ne sait pas encore suffisam-
ment trouver la valeur de W(m) au cas particulier off m est un
hombre premier, ) pour tels polynbmes de degr au moins 4.

p dtant un nombre premier impair, nous tudierons dans la suite
la valeur de la onction W(p) pour quelques polynSmes, en dtablissant
une borne infrieure pour W(p) quand p tend h l’infinit, et con-
.siddrons en mme temps, dans les corps de nombres algdbriques finis,
un tel problme analogue dont les modules sont des idaux premiers
de ces corps algbriques.

1. A l’aide de la notion des corps finis on peut simplifier et
nnifier route la considdration dans ce qui suit.

Soit maintenant Fq un corps fini q=p lments, off p est un

hombre premier impair et ,1. Etant donn un polynbme f(X) de
degr n dont les coefficients appartiennent un corps Fq fixe, nous
dsignerons par V(q) le hombre des valeurs distinctes f(x), x e Fq.
Sans rien perdre de la gnralit on peut supposer ici que le poly-
nbme soit unitaire, c’est-h-dire que son coefficient dominant soit gal
h l’unitd.

1) R. Kantor" Ueber die Anzahl incongruenter Werte ganzer rationaler Funk:
tionen, Monatshefte Math. Phys., 26, 24-39 (1915).

2) Cf. S. Chowla: The Riemann zeta and allied functions, Bull. Amer. Math.
Soc., 8, 301 (1952). On a trivialement W(p)>p/n.
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I1 est facile de montrer que:
1 si n-2 et f(X)=X+aX+b, a, b F (p== 2). on a

et
2 si n--3 et f(X)=X+aX+bX+c, a, b et c F (p2, 3), on a

V(q)

q
q/2
3

2q-- 1
3

2q+1

(a-3b--0 et q-I (mod 3)),

(a-3b=0 et q 1 (rood 3)),

(a-3b:0 et q -1 (mod 3)),

(a-3b:0 et q- 1 (mod 3)).

2. Pour le cas off n4 nous dmontrons le rdsultat que voici:
Th4orme. Soit f(X) e Fq[X un polynbme de degr n4 pour

lequel le polynbme f*(u, v)- (f(u)-,f(v))/(u-v) est absolument irr$-

ductible. Alors, on a l’in$galit,

y(q) >
2

pour tout hombre premier p assez grand.
Remarque 1. Si un polynSme P(u, v) coefficients dans un corps

de nombres algbriques fini est absolument irrductible, il est aussi
absolument irrductible modulo un ideal premier du corps algbrique,
sau au cas d’un nombre fini d’idaux premiers.

Remarque 2. Si nous 2aisions tomber l’hypothse dans le thorme
que le polynSme f*(u, v) soit absolument irrductible, nous ne pou-
rions conclure en gnral que V(q)>q/2 pour tout nombre premier
p assez grand. En effet, pour f(X)-X-X+I on a f*(u,
(u+v)(u+v-l) et il y a une infinit de nombres premiers p tels
que V(q)(q-1)/2. I1 existe encore un autre exemple plus critique.
Considrons le polynSme f(X)=X+aX+bX+c (a, b et c e F): on
aura

f*(u, v) -u +uv + v + a(u + v) + b.
La condition ndcessaire et suffisante pour ce f*(u, v) soit absolument
irrductible est naturellement que a-3bO dans l’Fq. Par con-
sdquent, si a-3b-O le polynSme f*(u, v) se rduit en deux acteurs
linaires et, comme on a ddjh vu, on aura V(q)-(q+2)/3 pour tout
ql (mod 3).

3) C’est--dire, irrdductible darts le corps de tous nombres algdbriques par rapport
F.

4) A. Ostrowski: Zur arithmetischen Theorie der algebraischen GrSssen, GStt.
Nachr., 296 (1919). Cf. E. Noether: Ein algebraisches Kriterium 2fir absolute
Irreduzibilitit, Math. Ann., 8S, 26-33 (1922).
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:. Or, nous allons tirer brivement une seule esquisse de notre
dmonstration pour le thorme mentionnd au-dessus, car son raison-
nement ddtaill se paraltra ailleurs.

Soit q-p une puissance d’un nombre premier impair, et soit
f(X) e F[X] un polynSme de degr n:>4: si M (lrn) dsigne
ie nombre des m e F pour lesquels l’equation f(x)=m air exactement
r racines dans I’F, on a alors par definition

(3.1) V(q)- M
et

(3.2) q- , rM.
Si, en outre, on dsigne par N et N. les nombres des solutions

(x, y) et (u, v), dans l’Fq, respectivement des dquation
f(x)-f(y)=O et f*(u, v)-O,

on a evidemment

(3.3) N=, rM=-q+N.+ 0(1).
D’aprs un rsultat dfi h M. A. Weil) on obtient
(3.4) N.=q+O(q1/2),
quand le polynSme f*(u, v) est absolument irrductible. Par con-
sdquent, de l’ingalit

(3.5) 2(N,. Y(q)-q) (,M)-M
r-l r=l

il rsulte aussitSt que, si le polynSme f*(u, v) est absolument irr&
ductible, il y a deux constantes c et c (>0) indpendantes de q telles
que

(3.6) Y(q) > q-q--cq1/2
2

pour tout nombre premier p>c, puisque l’on a ( Mr)2- M :> 0.

4. I1 est obligatoire d’apporter un lemme auxiliaire:
Leme. Si l’on a V(q)<q/2 pour p>c., il y a alors une con-

stante (>0) indpendante de q telle que M.<(1/2-)q.
Pour dmontrer ce lemme nous utilisons les fonctions L6) spciale-

ment dfinies dans le corps Fq.
5. Nous allons maintenant conclure la ddmonstration de notre

theoreme.
Faisons la supposition que V(q)<q/2 pour quelque nombre pre-

mier p assez grand. Nous posons Mro-max Mr" il convient de

5) A. Weil" Sur les courbes algdbriques et les vari4tds qui s’en ddduisent, Actual.
Scientif. Industr. 1041, Paris, 1948. Voir aussi: H. Hasse: Ueber die Kongruenzzeta-
funktionen, Sitzungsberichte Berlin, 1934, 9.

6) Voir S. Uchiyama: Sur les polynSmes irrdductibles dans un corps fini. I,
Proc. Japan Acad., 30, 523-527 (1954).
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distinguer le cas de ro2 et celui de to=2.
i) ro4:2. Selon (3.1) et (3.2) on a

( 1 1 )q,-2 2n

et l’ingalit (3.5) devient, avec (3.6),
2(N,. V(q)-q) ::> (E M,.)’-M,.o(E M.)

q --cq1/2)(n--Cq1/2)
pour >e. Mais eete dernigre in6g’alit6 entraine netement V(q)
>q/ pour tou p assez grand, ee qui es en contradiction avee
l’assomption.

ii) ro=2. Dans ee eas, en veru du lemme pr6e6dent, on arri-
vera encore g une eontradietion par un raisonnemen analogue
celui pour le cas o ro4:2.

Notre horme se rouve ainsi dmontr.


